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Ofschoon het reeds eenige j a r en geladen is, dat mij het 

onderwi js aan de toenmal ige P o l y t e c h n i s c h e S c h o o l ten deel 

v i e l , w i l i k t o c h v a n de gelegenheid , die de v o l t o o i i n g v a n 

di t proefschrift mij biedt , geb ru ik m a k e n c m mi jn har te l i jken 

dank .te be tu igen aan alle H o o g l e e r a r en der T e c h n i s c h e 

H o o g e s c h o o l , die tot mijne vornaing hebben bi jgedragen. 

V o o r a l , dat ik onder U w e le id ing , Hoogge lee rde H o O G E -

W E R F F en A R O N S T E I N , op het C h e m i s c h L a b o r a t o r i u m mocht 

w e r k z a a m zijn, is voo r mi jne o n t w i k k e l i n g v a n de grootste 

waarde geweest. D e wijze, waa rop G i j mij in de kennis der 

S c h e i k u n de en hare toepassingen hebt ingewi jd , zal mijne 

be langs te l l ing in d ie wetenschappen steeds gaande houden . 

D i e p betreur ik het mi jnen hooggeschat ten leermeester 

H . B E H R E N S hier niet te können toespreken. D a t ik in zu lk 

een r i i ime mate v a n een m a n v a n zi jn künde en b e k w a a n i h e i d 

v r iendschap en onderwijs moch t on tvangen , acht ik een 

voorrecht , dat ik niet hoo g genoeg k a n waardeeren. 

D e ja ren , waa r i n i k als U w assistent i n het M i c r o b i o l o g i s c h 

L a b o r a t o r i u m w e r k z a a m was, Hoogge lee rde B E I J E R I N C K , 

Hoogge ee r d e P r o m o t o r , z i jn de leerr i jks te geweest v a n mi jn 

s tudiet i jd . G i j toch hebt bij mij den g ronds l ag ge legd voor 

mi jne kennis van de b io log ische wetenschap en door U w e 

groote wetenschappel i jke o n t w i k k e l i n g mi jn b l i k in alle 

opz ich ten v e r r u i m d . W a t i k aan U voo r de samenste l l ing 

v a n d i t proefschrift te d a n k e n heb, t racht te ik ter andere 

plaatse tot u i t d r u k k i n g te brengen . 





S T E L L I N G E R 

I. 

T o t heden heeft men v a n geen phys i sche wet aangetoond, 

dat zij niet v a n toepassing is op de levensverschi jnselen . 

II . 

H e t begr ip „ e n z y m " is in de l i te ra tuur niet voldoende 

gedefinieerd. 

III . 

H e t afsterven v a n levensfuncties bij v e r h i t t i ng geschiedt 

volgens een waa r sch i jnHjkhe idsk romme; h ie r in hgt de ver -

k l a r i n g v a n het t e m p e r a t u u r o p t i m u m van levensprocessen. 

I V . 

B i j het bac te r io log i sch onderzoek v a n levensmidde len 

behooren naast de gebru ikeHjke methoden „quantitatieve 

ophoop ingsp r oeven" een eerste plaats in te nemen. 

V . 

D e doo r J . F I S C H E R gepubhceerde „Thermochemische 

T h e o r i e der A s s i m i l a t i o n " (Zei tschr . für E l e c t r o c h e m i e 1906, 

S. 654 en D i e organische N a t u r i m L i c h t e der Wärmelehre, 

B e r l i n , 2. A u f l . , 1906) voer t tot g e v o l g t r e k k i n g e n , die in 

hooge mate onwaarsch i jn l i j k z i jn en moet dus ve rworpen 

worden . 

V I . 

E r is geen g r o n d o m aan te nemen, dat het pJiilothion 

v a n R E Y - P A I L H A D E een „reductase" i s ; het is een g e m a k k e -

l i jk ont leedbare eiwitstof. 



V I I . 

H e t ma themat i sch bewijs, dat L A M A R L E (Memoires de 

I ' A c a d . R o y a l d. 1. Be lg ique , T . 35, 1865) heeft gegeven van 

de door P L A T E A U längs empi r i schen w e g afgeleide wet ten 

over de evenwichtsf iguren van vloeis tof lamel len, verdient 

meer de aandacht dan daaraan is geschonken, H e t laat z ieh 

met behulp v a n de theorie der figuren van konstant opper-

v l ak en m i n i m u m omt rek be langr i jk vereenvoudigen . 

V I I I . 

D e s t ructuur der bi jencel len k a n niet, zooals M C L L E N H O F F 

en E R R E R A meenen, v e r k l a a r d w o r d e n ui t de w e r k i n g v a n 

opperv lak tespann ingen , maar moet grootendeels w o r d e n toe-

geschreven aan act ieve d r u k k i n g e n door de b i j en l i chamen 

uitgeoefend, zooals dat reeds door B U F F O N is onders te ld . 

I X . 

D e v o r m i n g v a n veen, b r u i n k o o l en s teenkool v ind t hare 

v e r k l a r i n g in de moe i l i jke aantas tbaarheid van den verhouten 

ce l lu losewand onder anaerobe voorwaarden . 

X . 

M e n k a n de beschouwingen v a n A B E G G over de molecula i re 

ve rb ind ingen (Zei tschr . f. anorg . C h . 39, 1904, S. 330) met 

behulp v a n de theorie der par t iaa lvalent ies v a n T H I E L E 

( L i e b . A n n . 306, 1899, S. 87) toepassen ter v e r k l a r i n g v a n 

de addi t i eproduc ten , die ve rb ind ingen met meerdere n i t ro -

groepen geven met aromat ische koolwaterstofifen, phenolen 

en phenolesters . D e resultaten, die H . B E H R E N S (Ree. d . 

T r a v . ch . d. P . B . , T . X I X , 1900) ve rk reeg bij het m i c r o -

chemisch onderzoek van teerkoolwaterstoffen zi jn h ie rmede 

i n ove reens temming te brengen . T o c h zi jn bij het proces 

nog onbekende factoren i n 't spel . 



X I . 

D e door G O L D S C H M I E D T ( L i e b . A n n . 351 , 1907, S. 218) 

voor het pyreen opgestelde s t ruc tuurformule verdient i n alle 

opz ich ten de voo rkeu r boven de formules, we lke door B A M -

B E R G E R en P H I L I P ( L i e b . A n n . 240, 1887, S. 147) v o o r deze 

koohvaters tof z i jn voorges lagen. 

X I I . 

N o c h O S T W A L D , noch W A L D zi jn er i n ges laagd de 

s toechiometr ische hoofdwet ten a f te le iden met behulp v a n 

chemisch-dynamLsche beschouwingen . 

X I I I . 

D o o r toepass ing v a n de u i tkoms ten der nieuwere onder-

zoek ingen over de b i n d i n g v a n a tmospher ische s t iks tof door 

het m ik roben leven , za l de bemes t ing met s t iks tofverb indingen 

i n t a l r i jke geva l len o n n o o d i g worden . 

X I V . 

D e zoogenaamde „oestervergiftigingen" z i jn het g e v o l g 

v a n bac te r i enwerk ingen en niet v a n au to tox inen , zooals 

B A Y L A C (Comptes R e n d u s de l ' A c a d . d. S c . T . 144, 25 

F e v r i e r 1907, p. 445) aanneemt . 

X V . 

A l s v o r m der lengtedoorsnede v a n ronde plantenstengels, 

die tegen d o o r b u i g i n g weers tand moeten bieden, laat z ieh 

niet zooals S C H W E N D E N E R (Das mechanische P r i n c i p i m 

ana tomischen B a u der M o n o c o t y l e n . L e i p z i g 1874, S. 96) 

meent, een „kubische p a r a b o o l " verwachten , maar veeleer 

eene k r o m m e , die nadert tot een „semikubische". 



X V I . 

B i j r a t i o n e d gedreven b io logische r e in ig ing van afval -

water , dat r i jk is aan s t iks tofverbindingen, k a n het gevaar 

voor besmet t ing door pathogene bacter ien , die de i n r i c h t i n g 

passeeren, als g e r i n g worden beschouwd. 

X V I I . 

D e technische voo r tb reng ing v a n verschi l lende g o m m e n 

en gomharsen k a n door toepassing van de inent ingsproeven 

v a n B E I J E R I N C K en R . 4 N T ( A r c h i v e s N e e r l a n d . Ser ie II, T ; 

X I , 1907, p . 1S4) eene be langr i jke verbe te r ing ondergaan. 

X V I I I . 

V a n de methoden voor het wegnemen v a n s t inkende 

dampen bij ve rn i skoker i j en is het „Sys teem S o m m e r " de 

vei l igs te en meest doeltreffende. 

X I X . 

D e gebru ikeHjke methoden van m i k r o s k o p i s c h papier -

onderzoek k u n n e n niet worde n toegepast op p e r k a m e n t p a p i e r ; 

hierbi j is men hoofdzake l i jk op mechanisch en chemisch 

onderzoek aangewezen. 

X X . 

M o c h t e n er, tengevolge van daar toe i n den laatsten t i j d 

aangewende pog ingen , wi jz ig ingen worden gebracht in het 

onderwijs in de Sche ikunde aan de H o o g e r e Burge r scho l en 

met 5-jarigen cursus, zoo moet daarbi j bedacht worden , dat 

bi j d i t onderwi js „feitenkennis" op den v o o r g r o n d moet 

worde n gesteld. 
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V o r w o r t . 

D a s Gefühl g r o ß e r D a n k b a r k e i t , das i c h für H e r r n P ro f e s so r 
D r . M . W . B E I J E R I N C K h e g e , habe i c h d a d u r c h z u m A u s d r u c k z u 
b r i n g e n g e s u c h t , daß i c h m e i n e A r b e i t m e i n e m h o c h v e r e h r t e n 
L e h r e r g e w i d m e t habe . D e n n er is t es gewesen , de r m i c h z u r A u s -
führung d ieser A r b e i t an reg t e , i n d e m er m i c h d a r a u f a u f m e r k s a m 
machte , daß d ie S c h e m a s v o n C H U R C H für d ie e in fachen B l a t t s t e l -
l u n g e n w a h r s c h e i n l i c h eine so l ch e U m a r b e i t u n g zuließen, daß sie 
m i t w i r k l i c h e n K r e i s e n ausführbar w u r d e n u n d d a d u r c h eine g roße 
B e d e u t u n g für d ie L ö s u n g der B l a t t s t e l l u n g s f r a g e e r l a n g e n k o n n t e n . 
A u c h w i l l i c h n i c h t un ter lassen , an d ieser S t e l l e m e i n e n D a n k aus-
zusp reche n für d ie z a h l r e i c h e n w e i t e r e n A n r e g u n g e n , d ie i c h b e i 
de r A u s a r b e i t u n g m e i n e r S c h r i f t v o n i h m e m p f a n g e n h a b e u n d das 
W o h l w o l l e n , m i t d e m er m i r d ie Ze i t u n d M i t t e l dafür z u r V e r -
fügung ges te l l t hat. D a ß er m i r d i e B e a r b e i t u n g dieses T h e m a s , 
das i h m s c h o n seit J a h r e n nahe a m H e r z e n l a g , überlassen hat u n d 
m i r m i t se iner r e i c h e n K e n n t n i s auf d iesem G e b i e t e behülflich war , 
k a n n i c h n i c h t h o c h g e n u g schätzen. 

H e r r n P r o f e s s o r D r . J . C A R D I N A A L bezeuge i c h me ine E r -
k e n n t l i c h k e i t für d ie R a t s c h l ä g e , d ie er m i r i n w o h l w o l l e n d e r 
W e i s e er te i l t hat . 

M e i n e m w e r t e n V e r l e g e r H e r r n G U S T A V F I S C H E R b r i n g e i c h 
m e i n e n bes ten D a n k da r für das E n t g e g e n k o m m e n , das er m e i n e n 
W ü n s c h e n betreffs de r A u s s t a t t u n g des B u c h e s g e z e i g t hat. 

H e r r H . S I E B E R i n J e n a hat te d i e F r e u n d l i c h k e i t , das M a n u -
s k r i p t i n s p r a c h l i c h e r H i n s i c h t du rchzusehen . 

D e l f t , d e n 17. J u n i 1907. 

G. van Iterson jun. 
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Einleitung. 

D i e Ze i t en , i n w e l c l i e n m a n s i c i i d a m i t begnüg te , d ie E r s c h e i -
n u n g s f o r m e n de r P f l a n z e n w e l t m i t g roße r G e n a u i g k e i t z u beschre iben 
u n d zu k lass i f i z i e ren , s i n d vorüber . S e i t uns die Deszendenz theo r i e 
ge lehr t hat, z ah l r e i che Eigentümlichkeiten des i n n e r e n u n d äußeren 
B a u e s als nützHch für d ie P f l a n z e n z u be t rach ten , hat m a n s i c h i m m e r 
m e h r bemüht, m o r p h o l o g i s c h e T a t s a c h e n als A n p a s s u n g s e r s c h e i n u n g e n 
z u erklären. O b w o h l m a n s i c h e r l i c h i n d i e se m B e s t r e b e n z u w e i t 
g e g a n g e n ist , so ist n i c h t z u l e u g n e n , daß diese B e h a n d l u n g s w e i s e 
die schönsten R e s u l t a t e e r g e b e n u n d zu z a h l r e i c h e n neuen U n t e r -
s u c h u n g e n a n g e r e g t hat. N e b e n dieser F o r s c h u n g s r i c h t u n g ha t s i ch 
n u n e ine zwe i t e e n t w i c k e l t , b e i w e l c h e r m a n , abgesehen v o n der 
F r a g e nach de r Z w e c k m ä ß i g k e i t , d ie v e r s c h i e d e n e n E r s c h e i n u n g s -
fo rmen m i t e inander i n e inen k a u s a l e n Z u s a m m e n h a n g z u b r i n g e n 
sucht , u n d w o b e i m a n die eine E i g e n s c h a f t a ls d ie m e c h a n i s c h not-
w e n d i g e F o l g e v o n b e s t i m m t e n ande ren z u deu ten trachtet . D a m i t 
ver l i e r t die erste B e h a n d l u n g s w e i s e j e d o c h n ich ts v o n i h r e r B e d e u t u n g , 
denn d ie Z u c h t w a h l w i r d v o n den ve r sch i edenen F o r m e n , w e l c h e 
aus m e c h a n i s c h en Gründen m ö g l i c h s ind , n u r d ie erhaltungsfähigen 
be ibeha l ten . E s w e r d e n d a r u m spez ie l l d i e j en igen Fälle, b e i w e l c h e n 
die Zweckmäß igke i t a m w e n i g s t e n ausgeprägt ist u n d die ve r s ch i e -
denen Möghchke i t en a m vollständigsten he rvo r t r e t en , a m bes ten 
s i ch d a zu e ignen , d ie mechan i sche A u f f a s s u n g s w e i s e durchzuführen. 

N u n h a b e n s i c h w e n i g e m o r p h o l o g i s c h e T a t s a c h e n v o n e iner 
so lchen Gesetzmäßigkei t u n d Eigentümlichkeit e rw ie se n w i e die E r -
s c h e i n u n g s f o r m e n de r B l a t t s t e l l u n g e n , w i e sie uns besonders aus 
den A r b e i t e n v o n S C H I M P E R u n d B R A U N , A . u n d L . B R A V A I S be-
k a n n t g e w o r d e n s ind , u n d gerade hierfür Hegt d ie Zweckmäß igke i t 
g a r n i ch t auf de r H a n d i ) . E s ist a lso b e g r e i f l i c h , daß auf d i e sem 
G e b i e t e d ie e ingehends ten V e r s u c h e g e m a c h t w o r d e n s i n d , eine 
mechan i sche Erklärung durchzuführen. E s sei h i e r n u r a u f die 
B l a t t s t e l l u n g s t h e o r i e n v o n H O F M E I S T E R , A I R Y , D E L P I N O , S C H W E N -
D E N E R u n d C H U R C H h i n g e w i e s e n , v o n w e l c h e n die S C H W E N D E N E R s c h e 
T h e o r i e d ie bekann tes t e u n d g e w i ß a u c h die bedeutends te ist. O h n e 
Z w e i f e l muß a u c h die Durchführung einer m e c h a n i s c h e n B l a t t -
s t e l l ungs theo r i e für d ie wissenschaf t l i che B o t a n i k als v o n höchster 
B e d e u t u n g be t rachte t w e r d e n , u m so m e h r , w e i l s i ch d a d u r c h die 

1) Zwar meint W I E S N E R in der Bevorzugung der Hauptreihe eine Anpassung an 
die Lichtverhiiltnisse zu sehen, aber es scheint mir der Beweis dafür durch seine Arbeit 
nicht erbracht. 

I t e r s o n , Studien über Blattstellungen. 1 



2 Einleitung. 

A u s s i c h t eröffnet, zah l r e i che m o r p h o l o g i s c h e E i g e n s c h a f t e n de r Blüten-
r e g i o n e n aus g l e i c h a r t i g e n G e s i c h t s p u n k t e n heraus z u erklären. E s 
hat abe r bere i t s S C H W E N D E N E R da rauf h i n g e w i e s e n , daß h i e r m i t 
d ie B e d e u t u n g e iner so l chen T h e o r i e n i ch t abgesch lossen ist, i n d e m 
er h e r v o r h o b , daß d ie A n o r d n u n g der S c h u p p e n b e i F i s c h e n u n d 
R e p t i l i e n , Gesetzmäßigkei ten aufweis t , w e l c h e m i t den Ansch luß -
verhältnissen der se i t l i chen O r g a n e an P f l a n z e n s t e n g e ln g r o ß e Über -
e i n s t i m m u n g , z e igen u n d w a h r s c h e i n l i c h v o n dense lben G e s i c h t s -
p u n k t e n aus m e c h a n i s c h z u erklären s i nd . I m d r i t t en T e i l d iese r 
A r b e i t w i r d a u c h n o c h de r N a c h w e i s e rb r ach t , daß der B a u der 
S c h a l e n e ine r F o r a m i n i f e r e n f a m i h e e ine überraschende Ähnl ichkei t 
m i t der S t r u k t u r de r V e g e t a t i o n s p u n k t e höherer P f l a n z e n aufweist , 
j a daß m a n d a r i n soga r d i e se lben Zahlenverhältnisse wieder f inde t , 
w e l c h e ge rade für d ie A n o r d n u n g der Blätter so cha rak t e r i s t i s ch 
s i n d . E s ze ig t s i c h a l so eine B l a t t s t e l l u n g s t h e o r i e s o w o h l für d ie 
Z o o l o g i e als für d ie B o t a n i k v o n Interesse u n d es w i l l m i r sche inen , 
daß ih re B e d e u t u n g n o c h über den R a h m e n dieser W i s s e n s c h a f t e n 
h inaus re ich t . B i l d e t j a das A u f t r e t e n des „Goldenen Schn i t t e s " i n 
de r N a t u r e ine E r s c h e i n u n g , über d ie m a n s c h o n sei t J a h r e n n a c h -
d e n k t ; u n d s i n d es n i ch t eben die höheren B l a t t s t e l l u n g e n , b e i 
w e l c h e n m a n diesen S c h n i t t a m schönsten u n d s ichers ten beobachte t 
hat? W ü r d e es a lso g e h n g e n für d iesen F a l l den K a u s a l v e r b a n d 
der E r s c h e i n u n g m i t e infachen B e o b a c h t u n g s t a t s a c h e n n a c h z u w e i s e n , 
so wäre d a m i t a u c h für d ie a l l g e m e i n e W i s s e n s c h a f t e in w i c h t i g e s 
R e s u l t a t e r re icht . 

D i e u n m i t t e l b a r e V e r a n l a s s u n g z u r Ausführung de r v o r H e g e n -
den A r b e i t g a b das E r s c h e i n e n der A r b e i t v o n C H U R C H : „ O n 
the R e l a t i o n of P h y l l o t a x i s to M e c h a n i c a l L a w s " . W e r d ie in te r -
essanten K o n s t r u k t i o n e n dieses A u t o r s für d ie höheren B l a t t s t e l -
l u n g e n , z. B . für d ie j en igen d e r Sonnenköpfe , m i t den natürlichen 
O b j e k t e n v e r g l e i c h t , w i r d s i c h e r h c h die Ü b e r z e u g u n g erha l ten , 
daß dense lben e in r i c h t i g e r G e d a n k e z u g r u n d e l i e g e n muß. A u c h 
ist das v o n C H U R C H als A u s g a n g s p u n k t gewähl te P r i n z i p de r Ä h n -
l i c h k e i t i n de r A n o r d n u n g se i t l i cher O r g a n e a m S t a m m s c h e i t e l v o n 
e iner s o l c h e n K l a r h e i t , daß die Einführung dieses P r i n z i p s als e in 
w i c h t i g e r F o r t s c h r i t t i n der B l a t t s t e l l u n g s l e h r e beze ichne t w e r d e n 
muß. A n d e r e r s e i t s aber hat C H U R C H d ie Zahlengesetzmäßigkei ten 
de r B l a t t s t e l l u n g e n n i ch t erklärt, u n d . d a n u n eben d a r i n d ie w i c h -
t igs te A u f g a b e e iner m e c h a n i s c h e n T h e o r i e der B l a t t s t e l l u n g l ieg t , 
so k a n n seine A r b e i t , o b w o h l s ie zah l re i che in teressante G e s i c h t s -
p u n k t e u n d eine M e n g e ausgeze ichne te r A b b i l d u n g e n enthält, 
d e n n o c h n ich t be f r i ed igen . B e k a n n t l i c h ha t s i c h d ie S C H W E N D E N E R -
sche T h e o r i e ge rade auf d ie Erk lä rung d iese r Zah lengese tze ge -
r i ch te t u n d sie stützt s i c h dabe i auf B e t r a c h t u n g e n , w e l c h e an K o n -
s t r u k t i o n e n a u f e ine r Zylinderfläche anges te l l t s ind . E s e r g a b s i c h 
n u n , daß s i c h auf e iner E b e n e K r e i s s y s t e m e da r s t e l l en ließen, d ie 
einersei ts d e m P r i n z i p der Ähnl ichke i t genügen , anderse i ts i n i h r e n 
E i g e n s c h a f t e n m i t den S c h e m a s v o n S C H W E N D E N E R d ie g röß te 
Übere ins t immung ze ig ten , u n d h i e r m i t w a r d ie Mögl i chke i t g e g e b e n , 
gewis se G e s i c h t s p u n k t e de r S C H W E N D E N E R s c h e n T h e o r i e a u f d i e 
Verhältnisse an flachen S t a m m t e i l e n z u übertragen. F r e i l i c h w a r 
d a z u eine völ l ige U m a r b e i t u n g de r A b l e i t u n g e n v o n S C H W E N D E N E R 
n o t w e n d i g u n d es mußte eine neue B e t r a c h t u n g s w e i s e durchgeführt 
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w e r d e n ; d a d u r c h aber s i n d z u g l e i c h e r Ze i t zah l r e i che R e s u l t a t e 
erz ie l t w o r d e n , w e l c h e s i c h für d ie T h e o r i e als v o n höchster B e -
d e u t u n g herausges te l l t haben . 

B e d e n k t m a n n u n , daß eine T h e o r i e der B l a t t s t e l l u n g s i c h 
zuerst m i t de r A n l e g u n g neue r O r g a n e a m S c h e i t e l z u be-
schäftigen hat, so w i r d es e in leuch ten , daß m a n für S c h e m a s , w e l c h e 
das Z u s t a n d e k o m m e n g e w i s s e r B l a t t s t e l l u n g e n einigermaßen na tur -
ge t reu w i e d e r g e b e n müssen, n u r ausnahmswe i s e K o n s t r u k t i o n e n a u f 
e iner Zylinderfläche oder E b e n e a n w e n d e n k a n n . D i e E r w ä g u n g , 
daß m a n den T e i l des S t ammsche i t e l s , aus d e m d ie j u n g e n A n l a g e n 
he rvo r sp ros sen , meis tens annähernd als z u e ine r Kege l f l äche g e h ö r ig 
be t rach ten k a n n , ha t uns d a zu geführt, a u c h K r e i s s y s t e m e auf 
so l chen F lächen , u n d z w a r m i t ve r s ch i edenen S c h e i t e l w i n k e l n z u 
s tud ie ren , u n d es k o n n t e dies ganz v o n g l e i c h a r t i g e n G e s i c h t s p u n k t e n 
aus geschehen w i e für d ie S y s t e m e auf Zyhnderfläche u n d E b e n e . 
D i e B e t r a c h t u n g so lcher S y s t e m e auf Kegel f lächen hat u n s n u n d ie 
Mögl ichkei t eröffnet, m a t h e m a t i s c h e F i g u r e n he r zus t e l l en , w e l c h e 
den natürlichen O b j e k t e n b i s w e i l e n täuschend ähnlich s ind , u n d hat 
uns schließlich z u de r A u f s t e l l u n g e iner T h e o r i e geführt, w e l c h e für 
w i c h t i g e E r s c h e i n u n g s f o r m e n de r B l a t t s t e l l u n g e n e ine be f r i ed igende 
Erklärung g ib t . 

D i e v o r l i e g e n d e A r b e i t zerfällt i n d r e i T e i l e . 
D e r erste g i b t r e i n ma thema t i s che B e t r a c h t u n g e n , w e l c h e gan z 

f r e i v o n theore t i schen V o r a u s s e t z u n g e n geha l t en s i nd . D i e A b -
l e i t u n g e n s i n d mögl ichst e lementa r g e g e b e n , n u r an e inze lnen S t e l l e n 
ist e ine t ie fe rgehende B e t r a c h t u n g s w e i s e gewähl t w o r d e n . D a n u n 
aber d e n n o c h dieser T e i l e inen z i e m l i c h beträchtlichen U m f a n g an-
g e n o m m e n hat u n d de r B o t a n i k e r h i e r d u r c h a b g e s c h r e c k t w e r d e n 
könnte, so habe i c h d i e sem U m s t a n d d a d u r c h v o r z u b e u g e n gesucht , 
daß i c h a m E n d e dieses T e i l s e ine k u r z e Übers icht de r H a u p t -
resul ta te g e g e b e n habe ; h i e r i n is t die ma thema t i s che A u s d r u c k s -
weise g a n z v e r m i e d e n . 

I m z w e i t e n T e i l is t an de r H a n d der R e s u l t a t e der ma the -
mat i schen B e t r a c h t u n g e n d ie T h e o r i e aufgestel l t . D i e s e hat, w ie aus 
d e m G e s a g t e n s c h o n h e r v o r g e h t , w i c h t i g e G e s i c h t s p u n k t e m i t der 
S C H W E N D E N E R s c h e n K o n t a k t t h e o r i e g e m e i n u n d v e r d a n k t andere r -
seits e in ige Ideen der A r b e i t v o n C H U R C H . D i e w i c h t i g s t e n B l a t t -
s t e l l u n g e n k o n n t e n d u r c h diese T h e o r i e erklärt w e r d e n als e ine 
mechan i s ch n o t w e n d i g e F o l g e v o n g e w i s s e n a l lgemeingül t igen B e -
obach tungs ta t sachen u n d den e in fachen Anschlußverhältnissen, w e l c h e 
die ers ten Stengelblät ter a n den K o t y l e d o n e n u n d die ers ten Z w e i g -
blätter a m S t a m m u n d a m A c h s e l b l a t t au fweisen . A u c h d ie G e -
setzmäßigkeiten de r Z e i c h n u n g u n d F o r m de r A c h s e n o r g a n e , das 
A u f t r e t e n v o n gespa l t enen Blättern u n d andere Eigentümhchkeiten, 
we lche m i t der S t e l l u n g de r Blätter i n B e z i e h u n g s tehen , fanden 
d u r c h die T h e o r i e e ine Erklärung. D o c h s te l l t diese A r b e i t n u r 
den ers ten V e r s u c h für d ie Durchführung der T h e o r i e da r , sie ist 
n ich t als abgesch lossen z u be t rach ten u n d zah l r e i che F r a g e n mußten 
vorläufig unbean twor t e t b l e i b e n . M a n c h e A n d e u t u n g e n l i e g e n aber 
berei ts vo r , daß s i c h unsere B e t r a c h t u n g e n a u c h i n anderer H i n s i c h t 
f ruch tbar e r w e i s e n w e r d e n . S o is t es höchst w a h r s c h e i n l i c h , daß 
auch die v o n L U D W I G au fge fundenen Zah lengese tze über d ie A n -
zah l de r R a n d - u n d Scheibenblüten, v o n dense lben G e s i c h t s p u n k t e n 

1« 
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aus z u deuten s i n d ; dasse lbe g i l t a u c h v o n de r B l a t t a n l e g u n g an 
d e n z w e i - u n d d re i se i t igen S c h e i t e l z e l l en der Mooss tämmchen . 

I m dr i t t en T e i l e n d l i c h ist, w i e erwähnt w u r d e , n a c h g e w i e s e n , 
daß de r S c h a l e n b a u e ine r F o r a m i n i f e r e n f a m i h e (die der M i h o l i n e n ) 
e ine g r o ß e Übere ins t immung ze ig t m i t den A n s c h l u ß Verhältnissen 
j u n g e r Blätter an den pf lanzHchen V e g e t a t i o n s p u n k t e n . W e i t e r is t 
d a r i n an de r H a n d der T h e o r i e n v o n R H U M B L E R über d ie M e c h a n i k 
des S c h a l e n b a u e s be i F o r a m i n i f e r e n , eine m e c h a n i s c h e Erk lä rung 
für diese Übere ins t immung aufgeste l l t w o r d e n , w e l c h e w i c h t i g e G e -
s i c h t s p u n k t e m i t de r B l a t t s t e l l u n g s t h e o r i e g e m e i n hat. 

B e m e r k e n w i r schließlich n o c h , daß m a n i n d e m ers ten T e i l 
e ine B e t r a c h t u n g über „Kuge l s äu l en" antreffen w i r d , o b w o h l diese 
S y s t e m e für unsere T h e o r i e k e i n e d i r e k t e B e d e u t u n g bes i tzen . D a s 
S t u d i u m dieser schönen F i g u r e n schließt s i c h abe r g a n z u n g e z w u n g e n 
an unsere übrigen A b l e i t u n g e n a n u n d ist h ie r v o n In teresse , w e i l 
d a d u r c h d ie E i n s i c h t in d ie N a t u r de r K r e i s s y s t e m e bedeu t end er-
l e ich te r t w i r d . A n d e r e r s e i t s h a b e n die Kuge l säu len i n de r G e -
sch ich te der B l a t t s t e l l u n g s l e h r e eine R o l l e gesp ie l t , w e l c h e eben 
d u r c h die h i e r g e g e b e n e B e t r a c h t u n g s w e i s e i n e in besseres L i c h t 
ges te l l t w e r d e n k o n n t e . 
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Einfache Systeme auf einer Kreiszylinderfläche. 

Kapitel I. Regelmäßige Punktsysteme auf einer 
Kreiszylinderfläclie i) . 

§ 1. F r a g e s t e l l u n g . D i e T h e o r i e de r K r i s t a l l s t r u k t u r ha t 
V e r a n l a s s u n g g e g e b e n z u r L ö s u n g v o n ve r s ch i edenen r e i n mathe-
mat i schen F r a g e n , v o n d e n e n z w e i für unsere B e t r a c h t u n g e n v o n 
Interesse s ind . D i e erste beschäftigt s i c h m i t den mögl ichen S y m -
metrieverhältnissen i n P u n k t s y s t e m e n , d ie de ra r t s i n d , daß j ede r 
P u n k t des S y s t e m s a l l en anderen g e g e n ü b e r eine völ l ig überein-
s t i m m e n d e S t e l l u n g e i n n i m m t , während die k o n g r u e n t e n S t r a h l e n -
büschel, w e l c h e d u r c h die V e r b i n d u n g v o n ve r s ch i edenen P u n k t e n 
m i t den ande ren ents tehen, p a r a l l e l ges te l l t s i nd . E s w a r besonders 
A . B R A V A I S 2), w e l c h e r diese F r a g e a u f sehr e legante W e i s e gelös t 
hat. E r s tudier te dabe i s o w o h l P u n k t s y s t e m e auf e ine r E b e n e als 
auch so lche i m R ä u m e ; d ie ers teren t r a g e n den N a m e n „Punkt-
netze", d ie z w e i t en den N a m e n „Punktgit ter" . 

D i e zwei te , m e h r a l l g e m e i n e F r a g e , bez ieht s i ch ebenfal ls a u f 
die S y m m e t r i e de r j en igen P u n k t s y s t e m e , be i w e l c h e n jeder P u n k t 
a l len anderen g e g e n ü b e r eine übereinstimmende S t e l l u n g e i n n i m m t ; 
j edoch läßt s ie d ie Einschränkung betreffs de r pa ra l l e l en L a g e de r 
k o n g r u e n t e n Strahlenbüschel fa l len . D i e s e F r a g e ist ungefähr zu 
g l e i che r Z e i t v o n S O H N K E ^ ) u n d v o n W I E N E R * ) a u f g e w o r f en w o r d e n , 
w u r d e aber erst d u r c h S C H Ö N F L I E S ^ ) u n d F E D E R O W " ) z u e iner 
v o l l k o m m e n e n L ö s u n g gebracht . D i e s e P u n k t s y s t e m e w e r d e n ge -
wöhnlich „ R e g e l m ä ß i g e P u n k t s y s t e m e " genannt . 

1) Ich bemerke hier, daß die drei ersten Paragraphen dieses Kapitels sich auch 
auf die mehrfachen Systeme beziehen. 

2) Memoire sur les systÄmes formes par les Points, distribues regulierement sur 
un plan ou dans I'espace. Journal de l'Ecole Polytechnique, T. X I X , .33'™«= Cahier, 
1850, p. 1. 

3j EntWickelung einer Theorie der Kristallstruktur. Leipzig 1879, und: Die regel-
mäßigen ebenen Punktsysteme von unbegrenzter Ausdehnung. Journal für reine und 
angewandte Mathematik, Bd. L X X V I I , 1874, S. 47. 

4) Gmndzüge der Weltordnung. Leipzig und Heidelberg. Zweite Ausg. 1860. 
5) Kristallsysteme und Kristallstruktur. Leipzig 1891. 
ß) Verhandlungen der Petersburger mineral. Gesellsch. 1884. 
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B e i unse ren B e t r a c h t u n g e n g e h e n w i r n u n v o n e iner F r a g e 
aus , d ie g r o ß e Ähnl i chke i t m i t d ieser le tz ten A u f g a b e ze ig t u n d 
w e l c h e r w i r fo lgend e F a s s u n g g e b e n möch ten : 

W e l c h e s s i n d d i e E i g e n s c h a f t e n d e r r e g e l m ä ß i g e n 
P u n k t s y s t e m e a u f e i n e r K r e i s z y H n d e r f l ä c h e , w e n n m a n 
u n t e r e i n e m „ r e g e l m ä ß i g e n P u n k t s y s t e m " e i n s o l c h e s v e r -
s t e h t , b e i w e l c h e m d i e v o n j e d e m S y s t e m p u n k t a u s n a c h 
a l l e n ü b r i g e n S y s t e m p u n k t e n g e z o g e n e n S t r a h l e n b ü s c h e l 
u n t e r e i n a n d e r k o n g r u e n t s i n d ? 

W ä h r e n d j e d o c h b e i der a l l g e m e i n e n F r a g e , w i e s ie der 
T h e o r i e de r K r i s t a l l s t r u k t u r z u g r u n d e l i e g t , auch che Fälle be-
t rachte t w e r d e n , be i w e l c h e n un te r den F i g u r e n , d ie d u r c h die V e r -
b i n d u n g der P u n k t e des S y s t e m s entstehen, „symmetr ische" v o r -
k o m m e n , so lassen w i r d ie le tz te ren Fälle aus d e m R a h m e n unse re r 
B e t r a c h t u n g e n u n d n e h m e n a l s o a n , d a ß d i e v e r s c h i e d e n e n 
S t r a h l e n b ü s c h e l z u r K o i n z i d e n z g e b r a c h t w e r d e n k ö n n e n . 

§ 2. H a u p t e i g e n s c h a f t e n . D e n k t m a n s i c h e in b i s ins 
U n e n d l i c h e for tgesetztes r ege lmäßiges P u n k t s y s t e m auf e iner K r e i s -
zyHnderfläche u n d n i m m t m a n d a z u eine zwei te , de r ersten g a n z 
g l e i che Fläche m i t g l e i c h e m P u n k t s y s t e m , d a n n k a n n m a n die 
le tztere m i t de r ers teren so zu r K o i n z i d e n z b r i n g e n , daß a l l e P u n k t e 
de r z w e i S y s t e m e s i ch g e g e n s e i t i g d e c k e n . W i r d e n k e n uns e ine 
so lche K o i n z i d e n z zus tande g e k o m m e n u n d b e n e n n e n je tz t d ie P u n k t e 
des ersten S y s t e m s m i t den B u c h s t a b e n «Q, Cq usw. , d a g e g e n die 
en t sp rechenden des z w e i t en S y s t e m s m i t a, b, c u s w . ; w i r be t r ach t en 
we i t e r das erste P u n k t s y s t e m als fest, das z w e i t e d a g e g e n als be-
w e g l i c h . M a n k a n n d a n n den P u n k t a des b e w e g l i c h e n S y s t e m s 
stets n a c h e i n e m P u n k t des festen übertragen d e n k e n u n d es 
muß a l sdann w i e d e r m ö g l i c h sein, g e m ä ß der D e f i n i t i o n eines r e g e l -
mäßigen P u n k t s y s t e m s auf e iner KreiszyHnderfläche, a l l e a n d e r en 
P u n k t e des b e w e g l i c h e n S y s t e m s m i t P u n k t e n des festen zu r K o i n -
z idenz z u b r i n g e n . Is t diese S t e l l u n g e inge t re ten , d a n n w e r d e n 
a uch die be ide n Zylinderflächen s i c h w i e d e r d e c k e n . E i n e n so lchen 
B e w e g u n g s v o r g a n g w e r d e n w i r e ine „ D e c k b e w e g u n g " nennen . 

Jeder P l a t z w e c h s e l der b e w e g l i c h e n Zyhnderfläche k a n n n u n 
n a c h d e m L e h r s a t z v o n C h ä s l e s aufgefaßt w e r d e n , als se i er z u -
s tande g e k o m m e n d u r c h eine S c h r a u b u n g . D a die A c h s e dieser 
Zylinderfläche v o r u n d n a c h d e m P l a t z w e c h s e l m i t de r jen igen der 
festen zusammenfällt, so muß d ie jen ige S c h r a u b e n b e w e g u n g , we lche 
„ D e c k b e w e g u n g " is t , en twede r d ie A c h s e e n t l a n g s ta t tge funden 
haben , oder es muß mög l i ch se in , sie z u ze r l egen i n eine D r e h u n g 
über e inen W i n k e l v o n 1 8 0 " u m eine L i n i e , d ie s e n k r e c h t z u r 
A c h s e steht, u n d in eine S c h r a u b e n b e w e g u n g , w e l c h e s i c h diese 
A c h s e e n t l a n g ers t reckt . W i r w e r d e n d ie Fälle, be i denen diese 
z w e i A r t e n v o n D e c k b e w e g u n g e n auftreten, e inze ln be t rach ten . 

1. N e h m e n w i r zuers t an, daß a l le D e c k b e w e g u n g e n i n d e m 
P u n k t s y s t e m e S c h r a u b e n b e w e g u n g e n de r A c h s e e n t l a n g s ind . D e n k e n 
w i r uns d a n n den P u n k t a d u r c h e ine D r e h b e w e g u n g v o n d e m 
P u n k t aus n a c h e i n e m b e l i e b i g e n P u n k t b^ übertragen, so muß 
de r P u n k t b, w e l c h e r s i c h erst m i t b^ deck te , i n f o l g e de r S c h r a u b e n -
b e w e g u n g m i t e i n e m ande ren P u n k t e des festen S y s t e m s z u s a m m e n -
fa l l en . H i e r a u s fo lg t sofort, daß die P u n k t e a^, b^, auf e in u n d 
de r se lben S c h r a u b e n l i n i e g e l e g e n s ind , u n d z w a r so, daß a^bf^ = b^c^. 
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I n g l e i c h e r W e i s e fo lge r t m a n nun , daß n o c h ein v i e r t e r P u n k t 
a u f der verlängerten S c h r a u b e n H n i e l i e g e n muß, so daß d^c^ — c^bf^ ist . 
W e n n m a n i n dieser W e i s e we i t e r schließt, e r g i b t s i ch , daß auf de r 
verlängerten S c h r a u b e n l i n i e , die d u r c h «o u n d b^^ g e z o g e n w e r d e n k a n n , 
eine u n e n d l i c h e A n z a h l P u n k t e m i t un t e r e inande r g l e i c h e n A b -
ständen g e l e g e n se in muß. Z i eh t m a n n u n aber i n B e t r a c h t , daß, 
soba ld a m i t b,^ zusammenfällt, a u f den P u n k t i n f o l g e de r D e c k -
b e w e g u n g e in P u n k t z f a l l e n muß, so e r g i b t s i c h daraus , daß de r 
P u n k t ZQ ebenfal ls auf de r S c h r a u b e n l i n i e l i eg t , d ie d u r c h u n d b^ 
g e z o g e n ist. A u c h a u f d e r n a c h d e r ande ren S e i t e verlängerten 
S c h r a u b e n l i n i e w i r d m a n also P u n k t e antreffen, die g l e i c h e A b s t ä n d e 
v o n e inande r haben . 

D a de r P u n k t b^ g a n z b e l i e b i g a n g e n o m m e n w i r d , so fo lg t 
hieraus , daß m a n eine u n e n d l i c h e A n z a h l so l che r S c h r a u b e n l i n i e n 
m i t r ege lmäßigen P u n k t r e i h e n i n d e m S y s t e m w i r d n a c h w e i s e n 
können. 

E s besteht natürlich die Mögl ichke i t , daß die S c h r a u b e n l i n i e 
d u r c h die P u n k t e u n d b^ a l l e P u n k t e des S y s t e m s umfaßt; abe r 
i m a l l g e m e i n e n w i r d dieses n i ch t eintreffen, u n d es w i r d a n z u n e h m e n 
s e i n , daß P u n k t e außerhalb de r se lben l i e g e n . W ä h l e n w i r den 
P u n k t gf^, de r v o n a l l en diesen P u n k t e n a m d ich t s ten an der be-
t r ach te ten S c h r a u b e n H n i e l ieg t , u n d s ch raube n w i r d a n n den P u n k t a 
v o n «0 aus n a c h g^, so w e r d e n w i e d e r a l l e P u n k t e z u r K o i n z i d e n z 
g e b r a c h t u n d es f o lg t daraus sofort , daß a u c h d u r c h den P u n k t g^ 
eine S c h r a u b e n l i n i e m i t r ege lmäßiger P u n k t r e i h e g e h e n muß, d ie 
völHg der zuerst be sch r i ebene n S c h r a u b e n l i n i e g l e i c h ist u n d m i t 
i h r p a r a l l e l läuft. W e i l n u n g^ so nahe w i e m ö g l i c h b e i der ers ten 
S c h r a u b e n l i n i e a n g e n o m m e n w u r d e , so k a n n z w i s c h e n den be iden 
be t rachte ten S c h r a u b e n l i n i e n a u c h k e i n P u n k t des S y s t e m s an-
getroffen w e r d e n . D i e je tz t ge fundene S c h r a u b e n l i n i e d u r c h w i r d 
be i de r Ü b e r t r a g u ng v o n a n a c h g l e i ch fa l l s m i t übertragen w e r d e n 
u n d also m i t e iner neuen P u n k t r e i h e z u s a m m e n f a l l en müssen, w e n n 
sie s i ch n ich t m i t de r S c h r a u b e n l i n i e d u r c h deck t . W e n n m a n 
i n d ieser W e i s e fortschließt, k o m m t m a n , w i e l e i ch t e inzusehen ist, 
z u f o l g e n d e m R e s u l t a t : 

A l l e P u n k t e e i n e s r e g e l m ä ß i g e n P u n k t s y s t e m s k a n n 
m a n o r d n e n a u f S y s t e m e n v o n S c h a r e n u n t e r e i n a n d e r i n 
g l e i c h e n A b s t ä n d e n p a r a l l e l l a u f e n d e r S c h r a u b e n l i n i e n , 
u n d z w a r l i e g e n d i e P u n k t e a u f d i e s e n L i n i e n w i e d e r i n 
u n t e r e i n a n d e r g l e i c h e n A b s t ä n d e n . 

E s s i n d u n e n d l i c h v i e l e v e r s c h i e d e n e S y s t e m e v o n 
p a r a l l e l e n S c h r a u b e n l i n i e n a n z u g e b e n , w o r a u f d i e P u n k t e 
z u o r d n e n s i n d . W i r d d i e A n z a h l s o l c h e r S c h r a u b e n l i n i e n 
d u r c h m b e z e i c h n e t , d a n n i s t w e i n e g a n z e Z a h l , w e l c h e 
a l l e m ö g l i c h e n W e r t e b e s i t z e n k a n n . 

2. B e t r a c h t e n w i r n u n den F a l l , b e i w e l c h e m d ie D e c k b e w e -
g u n g e n s o w o h l e infache S c h r a u b e n b e w e g u n g e n de r A c h s e e n t l a n g 
sein können, als a u c h solche, w e l c h e zusammengese t z t s i n d aus e iner 
D r e h u n g über e inen W i n k e l v o n 180" u m eine L i n i e s enk rech t au f 
der Z y H n d e r a c h se u n d aus e iner S c h r a u b e n b e w e g u n g der Z y H n d e r -
achse en t l ang . Se tzen w i r a lso den F a l l , daß d i e D e c k b e w e g u n g , 
b e i w e l c h e r a n a c h e i n e m P u n k t b^ übertragen w i r d , e ine solche 
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der z w e i t e n A r t ist. D i e D e c k b e w e g u n g v o n a n a c h e i n e m be-
l i e b i g e n ande ren P u n k t k a n n dann s o w o h l v o n d e r ersten als v o n 
de r z w e i t e n A r t se in . N e h m e n w i r an , daß das erste der F a l l wäre, 
d a n n muß, n a c h d e m un te r 1 B e s p r o c h e n e n , au f der S c h r a u b e n h n i e 
d u r c h «0 ur id t,, e ine P u n k t r e i h e v o r h a n d e n sein , de ren P u n k t e d ie 
g l e i c h e n A b s t ä n d e v o n e inander haben . B e i de r D e c k b e w e g u n g , 
d ie a n a c h b r i n g t , muß d a n n a b e r diese P u n k t r e i h e m i t e ine r 
s o l c h e n d u r c h b^^ z u s a m m e n f a l l e n . D a n u n e ine S c h r a u b e n H n i e i n -
f o l g e e ine r D r e h u n g über 180" u m eine L i n i e s e n k r e c h t z u r Z y l i n d e r -
achse übergeht i n e ine pa ra l l e l e S c h r a u b e n l i n i e , so fo lg t hieraus , 
daß d u r c h b^ e ine S c h r a u b e n H n i e w i r d g e z o g e n w e r d e n können, 
p a r a l l e l der jen igen , w e l c h e u n d ve rb inde t , u n d daß da rau f eine 
P u n k t r e i h e v o r h a n d e n i s t , de r e n P u n k t e d iese lben A b s t ä n d e w i e 
d i e j en igen de r P u n k t r e i h e d u r c h u n d haben . 

A u c h i n d i e sem F a l l e w e r d e n also d ie P u n k t e des S y s t e m s 
aHe a u f S c h a r e n pa ra l l e l e r S c h r a u b e n H n i e n g e l e g e n se in , u n d auf 
j ede r d ieser S c h r a u b e n l i n i e n w e r d e n die P u n k t e u n t e r e i n a n d e r d i e -
se lben Abs t ände z e i g e n . D a r a u s fo lg t wei te r , daß m a n n a c h D r e h u n g 
über e inen W i n k e l v o n 180" u m eine L i n i e s enk rech t z u r A c h s e 
n o t w e n d i g e r w e i s e e in S y s t e m e rha l t en muß, das v o n d e m ursprüng-
l i c h festen n ich t z u un te r sche ide n is t ; d a n n müssen aber a u c h a l l e 
P u n k t e d u r c h eine e infache S c h r a u b e n b e w e g u n g der A c h s e e n t l a n g 
z u r K o i n z i d e n z g e b r a c h t w e r d e n können. H i e r m i t ist dann bewiesen , 
daß dieser F a l l m i t d e m un t e r 1 be t rachte ten v o l l k o m m e n überein-
s t i m m t u n d v o n d iesem n u r s che inba r v e r s c h i e d en ist. 

N u n g i l t d ieser Schluß n u r u n t e r de r V o r a u s s e t z u n g , daß 
d ie D e c k b e w e g u n g , w o d u r c h a n a c h c,, übertragen w i r d , e ine v o n 
de r ersten A r t is t ; es besteht j e d o c h die Mögl ichke i t , daß s ie v o n 
d e r z w e i t e n A r t i s t , so w i e die, w e l c h e a n a c h b^ b r i n g t . I n d i e sem 
F a l l w i r d d a n n aber d ie D e c k b e w e g u n g , d ie b n a c h überträgt, 
v o n de r ers ten A r t se in . D a n n ve rha l t e n s i c h a l so d ie P u n k t e b^ 
u n d g e g e n ü b e r ebenso w i e i m v o r h e r g e h e n d e n F a l l d ie P u n k t e 

u n d 0̂ b^ gegenüber , u n d d a d ie d r e i P u n k t e b e l i e b i g ausgewähl t 
s ind , können sie a u c h m i t e inande r ve r t ausch t w e r d e n u n d d a m i t ist 
a u c h diese V o r a u s s e t z u n g a u f d ie v o r i g e zurückgeführt . 

D e r S c h l u ß , z u w e l c h e m w i r b e i F a l l 1 k a m e n , g i l t 
a l s o a l l g e m e i n fü r a l l e r e g e l m ä ß i g e n P u n k t s y s t e m e a u f 
e i n e r K r e i s z y H n d e r f l ä c h e . 

E s sei h i e r d a r a u f h i n g e w i e s e n , daß d ie O r d n u n g de r P u n k t e 
i n g l e i c h e n Abs tänden a u f e iner S c h a r p a r a l l e l e r S c h r a u b e n H n i e n , 
d ie m i t u n t e r e i n a n d e r g l e i c h e n Abs tänden a u f e iner Zylinderfläche 
a n g e b r a c h t s ind , den A u s g a n g s p u n k t b i lde t e für d ie B e t r a c h t u n g e n 
de r Gebrüder A . u n d L . B R A V A I S i) i n i h r e r k l a s s i s c h e n A b h a n d l u n g 
über d ie A n o r d n u n g de r Blätter b e i höheren P f l anzen . A u s ve r -
sch iedenen Gründen, w i e s i ch später d e u t l i c h ze igen w i r d , erachte te 
i c h es für wünschenswert , d ie e i n g a n g s aufgestel l te , m e h r a l l g e m e i n e 
A u f f a s s u n g dafür e inzuse tzen. 

§ 3. E i n t e i l u n g . A u s der B e t r a c h t u n g , d ie uns z u r E r -
k e n n u n g des W e s e n s der rege lmäßigen P u n k t s y s t e m e auf e iner K r e i s -

1) Essai sur la disposition des feuilles curvisferî es par M . M . L . et A . B R A V A I S . 
Annales des Sciences Naturelles 2ieme sferie, T. VII (Botanique), 1837, p. 42—110. 
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zylinderfläehe geführt hat, lassen s i c h n u n n o c h e in ige F o l g e r u n g e n 
able i ten über d ie E r s c h e i n u n g s f o r m e n , i n w e l c h e n die P u n k t s y s t e m e 
auftreten können. 

V o n der S c h r a u b e n b e w e g u n g s i n d d ie R o t a t i o n u n d d ie T r a n s -
l a t ion Spezialfälle, u n d es besteht a lso d ie Mögl ichke i t , daß un te r 
den ve r s ch i edenen D e c k b e w e g u n g e n , we lche , w i e aus d e m G e s a g t e n 
h e r v o r g e h t , i m a l l g e m e i n e n als S c h r a u b e n b e w e g u n g de r Z y l i n d e r -
achse e n t l a n g aufzufassen s i n d , a u c h diese Spezialfälle v o r k o m m e n . 
J e n a c h d e m n u n a l le mögl ichen D e c k b e w e g u n g e n aufgefaßt w e r d e n 
können als aus e iner oder aus m e h r e r e n d e r d r e i A r t e n (Sch rauben-
b e w e g u n g e n , R o t a t i o n e n u n d Trans l a t i onen) zusammengese tz t , lassen 
s i c h d ie f o l g e n d e n Fälle un t e r sche iden : 

1. A l l e D e c k b e w e g u n g e n können aufgefaßt w e r d e n a ls T r a n s -
la t ionen de r Z y l i n d e r a c h s e e n t l a n g . 

2. S i e s i n d a l l e aufzufassen als R o t a t i o n e n u m diese A c h s e . 
3. S i e s i n d te i ls aufzufassen als T r a n s l a t i o n e n , t e i l s n u r a ls 

S c h r a u b e n b e w e g u n g e n der Z y l i n d e r a c h s e en t l ang . 
4. S i e s i n d te i ls als R o t a t i o n e n , te i ls n u r als S c h r a u b e n -

b e w e g u n g e n aufzufassen. 
5. S i e s i n d te i l s als R o t a t i o n e n , te i ls als T r a n s l a t i o n e n u n d 

übrigens n u r als S c h r a u b e n b e w e g u n g e n aufzufassen. 
6. S i e s i n d a l l e n u r als S c h r a u b e n b e w e g u n g e n de r A c h s e ent-

l a n g aufzufassen. 
B e i d e m ers ten F a l l besteht das P u n k t s y s t e m aus e ine r S e r i e 

v o n P u n k t e n m i t un te re inande r g l e i c h e n Abs t ände n auf e ine r be-
schre ibenden L i n i e der Zyhnderfläche. 

B e i d e m z w e i t e n b i l d e n die P u n k t e e ine S e r i e m i t unter -
e inander g l e i c h e n Abs tänden auf e i n e m K r e i s . 

I m d r i t t en F a l l müssen a l le P u n k t e a u f e ine S e r i e be sch re ibende r 
L i n i e n (Or thos t ichen) z u o r d n e n se in (Sys temes rec t i ser ies de r G e -
brüder B R A V A i s ) ; h i e r v o n ist F a l l 1 n u r e ine besondere A r t . 

Für den v i e r t e n F a l l is t c h a r a k t e r i s t i s c h , daß auf e i n e m u n d 
demse lben besch re ibenden K r e i s e , a u f w e l c h e m ein P u n k t angetroffen 
w i r d , n o t w e n d i g e r w e i s e n o c h mehre re P u n k t e v o r k o m m e n . (Sys temes 
conjugues abge le i t e t aus den S y s t e m e s curviser ies .) F a l l 2 ist 
h i e r v o n eine besondere A r t . 

D e r fünfte F a l l läßt z u , daß a l le P u n k t e z u o r d n e n s ind i n 
einer S e r i e beschre ibender L i n i e n u n d daß außerdem mehre re P u n k t e 
auf demse lben b e s c h r e i b e n d e n K r e i s e v o r h a n d e n s ind . (Sys temes 
conjugues g e b i l d e t aus den S y s t e m e s rectiseries.) 

I m le tz ten F a l l e n d l i c h k a n n a u f e in u n d derse lben be-
schre ibenden L i n i e u n d ebenso a u f e in u n d d e m s e l b e n ho r i zon t a l e n 
K r e i s n u r e in e inz ige r P u n k t v o r h a n d e n se in . 

P r a k t i s c h e r als oben te i len w i r für unse re n Z w e c k die P u n k t -
sys teme e in i n s o l c h e , b e i w e l c h e n un t e r d e n D e c k b e w e g u n g e n 
R o t a t i o n e n , u n d solche , be i w e l c h e n da run te r k e i n e R o t a t i o n e n vo r -
k o m m e n . E r s t e r e w e r d e n w i r „zusammengesetz te" r ege lmäßige P u n k t -
sys t eme auf e iner Kreiszylinderfläche n e n n e n , währen-d w i r den 
le tz teren den N a m e n „einfache" P u n k t s y s t e m e z u l e g e n w o l l e n . B e i 
den ers teren enthält e in ho r i zon ta l e r K r e i s d u r c h e inen P u n k t des 
S y s t e m s a u f de r Zylinderfläche n o t w e n d i g n o c h mehre re P u n k t e des 
S y s t e m s , b e i den le tz te ren k a n n d a r a u f k e i n ande re r P u n k t ge -
funden w e r d e n . 
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I n d i e s e m A b s c h n i t t w i r d a u s s c h l i e ß l i c h v o n d e n 
„ e i n f a c h e n " P u n k t s y s t e m e n g e s p r o c h e n w e r d e n ; v o n d e n 
„zusammengesetz ten" w i r d erst später d ie R e d e se in . 

§ 4. E i g e n s c h a f t e n d e r e i n f a c h e n S y s t e m e . M a n n e h m e 
e inen b e l i e b i g e n P u n k t a eines e infachen S y s t e m s u n d z iehe d u r c h 
d iesen P u n k t d e n h o r i z o n t a l en K r e i s au f der Zylinderfläehe^), so w i r d , 
n a c h de r D e f i n i t i o n e infacher S y s t e m e , a u f d i e sem K r e i s k e i n e i n z i g e r 
ande re r P u n k t des S y s t e m s v o r k o m m e n . M a n suche w e i t e r den 
P u n k t b, w e l c h e r i n nächster Nähe des K r e i s e s g e l e g e n i s t , w a s 
stets mög l i ch i s t , w e i l n ich t m e h r als e in P u n k t i n g l e i c h e m A b -
s t a n d über d e m K r e i s e v o r h a n d e n se in k a n n . M a n k a n n n u n a 
u n d b d u r c h eine S c h r a u b e n l i n i e v e r b i n d e n u n d z w a r k a n n das i n 
u n e n d l i c h ve r sch iedene r W e i s e geschehen , je n a c h d e m m a n e in ode r 
mehre re M a l e d ie Zyhnderfläche umläuft, b e v o r b e r re ich t w i r d . 
U n t e r a l l en den S c h r a u b e n l i n i e n g i b t es j e d o c h eine, be i w e l c h e r d ie 
V e r b i n d u n g v o n a u n d b d ie kürzeste ist, w e l c h e v o r k o m m e n k a n n . 
W e n n w i r w e i t e r h i n v o n e iner Sch raubenHnie , w e l c h e z w e i P u n k t e 
ve rb inde t , sp rechen , so is t i m m e r diese le tz te gemein t . 

D i e S c h r a u b e n l i n i e d u r c h a u n d b muß nun d u r c h e inen P u n k t c 
gehen , w e l c h e r ebenso h o c h über b l i e g t als b über a, während i n n e r -
h a l b des Flächenteiles z w i s c h e n den h o r i z o n t a l e n K r e i s e n d u r c h b 
u n d c k e i n e i n z i g e r P u n k t m e h r angetroffen w i r d . W e n n m a n i n 
d ieser W e i s e we i t e r schließt, so s ieht m a n l e i ch t e i n , daß diese 
S c h r a u b e n l i n i e a l le P u n k t e des S y s t e m s umfaßt. 

Führen w i r n u n für den m a t h e m a t i s c h e n A u s d r u c k „Schrauben-
l i n i e " d ie b o t a n i s c he B e z e i c h n u n g „Spirale" e in , s o i s t a l s o b e -
w i e s e n , d a ß es b e i j e d e m e i n f a c h e n P u n k t s y s t e m e i n e 
S p i r a l e g i b t , d i e a l l e P u n k t e i n s i c h s c h l i e ß t (in W i r k l i c h -
k e i t u n e n d l i c h v ie le , j e d o c h w i r d h ie r a l l e i n d ie j en ige i n B e t r a c h t 
g e z o g e n , w e l c h e die kürzeste V e r b i n d u n g darstel l t ) . D i e s e S p i r a l e 
heißt „Hauptspirale". 

S o b a l d es n u n eine so lche H a u p t s p i r a l e g ib t , k a n n m a n d ie 
P u n k t e des r ege lmäßigen S y s t e m s fo r t l aufend n u m e r i e r e n , w o b e i 
m a n i r g e n d e i n e m b e l i e b i g e n P u n k t d ie N u m m e r 0 g i b t . I n 
de r R e g e l w i r d n u r e in b e s t i m m t e r T e i l des u n e n d l i c h e n S y s t e m s 
bet rachte t u n d m a n g i b t a l sdann d e m n i e d r i g s t en P u n k t dieses 
T e i l s d ie N u m m e r 0. 

U m v o n i r g e n d e i n e m P u n k t i n der H a u p t s p i r a l e n a c h d e m 
auf d ieser a m nächsten Hegenden z u k o m m e n , muß m a n e inen 
g e w i s s e n kons t an t e n W i n k e l u m d ie A c h s e des Z y l i n d e r s be-
s ch re iben . M a n nennt dense lben die D i v e r g e n z des e infachen 
P u n k t s y s t e m s ; s ie w i r d beze ichne t d u r c h den B u c h s t a b e n a. Indessen 
benenn t m a n m i t d e m N a m e n D i v e r g e n z a u c h den B r u c h , w e l c h e r 
ang ib t , den w i e v i e l t e n T e i l de r W i n k e l a v o n 3 6 0 " beträgt. W i r 
w e r d e n , w e n n n ich ts wei te res gesag t w i r d , der ers ten A u s d r u c k s -
we i se fo lgen . 

Ist nun die S te ighöhe v o n der H a u p t s p i r a l e h u n d die D i v e r -
genz a v o n d e m P u n k t s y s t e m g e g e b e n , so ist für eine g e w i s s e 
Zyhnderf läche das e infache P u n k t s y s t e m v o l l k o m m e n bes t immt . 

§ 5. S y s t e m e a u f d e r a b g e r o l l t e n Z y l i n d e r f l ä c h e . D i e 
V o r s t e l l u n g eines rege lmäßigen P u n k t s y s t e m s w i r d m e r k h c h ve r -

1) Wir nehmen die Zylinderfläehe immer als mit der Achse vertikal gestellt an. 
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deut l ich t , w e n n m a n d ie Zylinderfläche ab ro l l t . A u s j ede r S c h r a u b e n -
l in ie w i r d a l sdan n eine ge rade L i n i e , sodaß das rege lmäßige P u n k t -
sys t em d a n n d u r c h P u n k t r e i h e n da rges te l l t w i r d , b e i w e l c h e n die 
e inze lnen P u n k t e i n g l e i c h e n Abs tänden a u f un te re inande r pa r a l l e l e n 
L i n i e n Hegen , d ie ebenfa l ls v o n e inande r g l e i c h w e i t entfernt s ind . 
F i g . 1 s te l l t z w e i so lche S y s t e m e dar, u n d z w a r v e r a n s c h a u l i c h t 
F i g . l a e in „einfaches", F i g . I b e in „mehrfaches" P u n k t s y s t e m . 

D e n k t m a n s i c h n u n ein so lches S y s t e m abgeb i lde t u n d da rau f 
a l le L i n i e n über d ie G r e n z h n i e n h inaus verlängert u n d rege lmäßig 
we i t e r m i t P u n k t e n besetzt, so erhält m a n a u f diese W e i s e e in 
P u n k t s y s t e m , v o n d e m bere i ts oben g e s p r o c h e n w u r d e u n d we lche s 
v o n A . B R A V A I S den N a m e n P u n k t n e t z erhie l t . 

M a n k a n n s i c h dieses a u c h a u f andere W e i s e ents tanden 
denken . N a c h de r A u f f a s s u n g R i E M A N N s k a n n eine Zylinderfläche 
als d a d u r c h geb i lde t angesehen w e r d e n , daß m a n eine u n e n d l i c h 
dünne unbeg renz te E b e n e unzählige M a l e au fge ro l l t hat. M a n 
denk e s i c h n u n a u f j e d e m e inze lnen „Blatt" e iner so en ts tandenen 
Zylinderfläche d ie P u n k t e des rege lmäßigen P u n k t s y s t e m s u n d r o l l e 
d ie Zyhnderfläche w i e d e r a b , so entsteht das oben angedeute te 
P u n k t n e t z . 

H i e r b e i muß j e d o c h b e m e r k t w e r d e n , daß es u m g e k e h r t n ich t 
i m m e r mög l i ch ist, d u r c h A u f r o l l e n eines b e l i e b i g e n „Punktnetzes" 
e in rege lmäßiges P u n k t s y s t e m auf e iner KreiszyHnderfläche z u 
e rha l ten ; z u d i e sem Z w e c k e muß das A u f r o l l e n i n e ine r g e n a u 
b e s t i m m t e n A r t geschehen . J e d o c h ist es ohne B e l a n g , h i e rbe i 
länger z u v e r w e i l e n ; es w a r n u r nötig, h i e r a u f den angedeu te ten 
Z u s a m m e n h a n g h i n z u w e i s e n , u m z u erklären, w a r u m v i e l e E i g e n -
schaften, d ie d e m a b g e r o l l t e n P u n k t s y s t e m eigentümlich s ind , über-
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e i n s t i m m e n m i t den j en igen , w e l c h e d u r c h A . B R A V A I S für das 
genann te P u n k t n e t z ge funden s i n d u n d die m a n be i d i e sem V e r -
fasser u n d i n d e m o b e n z i t i e r t en W e r k v o n S C H Ö N F L I E S abge le i te t 
findet. 

M a n ist g e w o h n t , d e n Z y l i n d e r n a c h de r V e r t i k a l e d u r c h den 
P u n k t 0 aufzuschne iden , sodaß d ieser P u n k t rechts u n d l i n k s a u f 
d e n G r e n z l i n i e n anget roffen w i r d . J e d e G e r a d e , d ie 0 m i t e inem 
ande ren P u n k t des a b g e r o l l t e n S y s t e m s verb inde t , en t spr ich t also 
a u f de r Zylinderfläche e ine r S c h r a u b e n l i n i e . D i e j e n i g e , w e l c h e 0 
m i t 1, 1 m i t 2 u s w . ve rb inde t , s te l l t d ie „Hauptspirale" v o r u n d m a n 
findet d ie D i v e r g e n z , i n d e m m a n das Verhältnis des h o r i z o n t a l en 
A b s t a n d e s z w i s c h e n 0 u n d 1 z u d e m Z y l i n d e r u m f a n g , d. i . d ie 
L i n i e 0—0, feststellt . 

§ 6. S e k u n d ä r e u n d k o n j u g i e r t e S p i r a l e n . J e d e andere 
S p i r a l e als die H a u p t s p i r a l e , d ie e ine P u n k t r e i h e enthält, heißt 
„ s e k u n d ä r e " Spi ra le^) . D e n k t m a n s i c h o m i t m v e r b u n d e n , so 
ist d iese S c h r a u b e n l i n i e e ine sogenann t e w - z e i l i g e S p i r a l e , vo raus -
gesetzt , daß z w i s c h e n o u n d m k e i n ande re r P u n k t angetroffen w i r d . 
E s ist l e i ch t e inzusehen, daß un t e r d ieser V o r a u s s e t z u n g a l le P u n k t e 
des rege lmäßigen S y s t e m s a u f »z-Spiralen (oder Zei len) g e l e g e n s ind , 
d ie p a r a l l e l m i t de r e r s t genann te n laufen u n d u n t e r e i n a n d e r g l e i che 
A b s t ä n d e haben . 

E b e n s o w e r d e n natürlich « i^ -ze i l ige S p i r a l e n v o r h a n d e n se in , 
a u f w e l c h e n a l le P u n k t e g e l e g e n s ind , w e n n a u f de r L i n i e , d ie o 
u n d n ve rb inde t , z w i s c h e n o u n d n k e i n e ande ren P u n k t e l i e g e n . 
D e n k t m a n s i c h n u n z w e i so lche S p i r a l s c h a r e n geze ichne t , d a n n 
müssen d ie P u n k t e des rege lmäßigen P u n k t s y s t e m s z u s a m m e n -
fa l len m i t S c h n i t t p u n k t e n dieser S p i r a l s c h a r e n ; d a r u m b r a u c h t 
j e d o c h n o c h n i ch t j ede r S c h n i t t p u n k t d ieser S p i r a l e n ein P u n k t des 
P u n k t s y s t e m s z u se in . M a n nenn t n u n d ie m u n d ?2-zei l igen S p i r a l e n 
k o n j u g i e r t e S p i r a l e n , w e n n a l le S c h n i t t p u n k t e de r betreffenden 
zugehör igen S p i r a l s c h a r e n a u c h P u n k t e des rege lmäßigen P u n k t -
sys tems s i nd . D i e S p i r a l s c h a r e n se lbs t heißen k o n j u g i e r t e S p i r a l -
s c h a r e n . 

W i r w e r d e n i n erster L i n i e nachwe i sen , daß, w e n n i n e i n e m 
einfachen rege lmäßigen P u n k t s y s t e m a u f e iner KreiszyHnderfläche 
die m u n d «-zei l igen S p i r a l e n k o n j u g i e r t e s i n d , d ie Z a h l e n m u n d n 
k e i n e n geme inscha f t l i chen D i v i s o r haben . 

U m dies z u beweisen , e r innere m a n s i ch , daß, s o b a l d eine for t -
laufende H a u p t s p i r a l e v o r h a n d e n i s t , eine N u m e r i e r v i n g de r P u n k t e 
i n d ieser S p i r a l e m ö g l i c h se in muß u n d d a n n unmögl ich z w e i P u n k t e 
d iese lbe N u m m e r haben können. M a n nehm e n u n an, daß die m- u n d 
?2-zei l igen S p i r a l e n k o n j u g i e r t e S p i r a l e n s i n d , daß außerdem eine 
H a u p t s p i r a l e d a ist, daß aber m u n d 7i d u r c h d iese lbe Z a h l t e i l b a r 
s i nd . A l s d a n n k a n n m a n m =zpk u n d n = qk annehmen , w o b e i k 
d e n g e m e i n s a m e n D i v i s o r darstel l t , während / u n d q ganze Z a h l e n 
s i n d . D e r S c h n i t t p u n k t de r m- u n d «-zei l igen S p i r a l e muß z u s a m m e n -
fa l l en m i t d e m P u n k t mn=p(/k- (siehe F i g . 2). N o t w e n d i g e r w e i s e 
muß m a n n u n auf de r m-ze\\igen S p i r a l e e inen P u n k t finden, w e l c h e r 
d ie Z a h l pqk trägt. M a n fo lge n u n de r d u r c h d iesen P u n k t g e h e n d e n 

1) Wir verwenden hier und im Folgenden die Namen, wie sie von den Gebrüdern 
B R A V A I S (1. c.) eingeführt sind. 
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w e n n 
L i n i e 

I 

«-zeihgen S p i r a l e n a c h u n t e n , dann e rg ib t s i c h sofort, daß, 
m a n d a r a u f / - P u n k t e pass ier t hat, m a n e inen P u n k t auf der 
AA' e r re i chen muß, w e l c h e d u r c h den 
P u n k t 0 h o r i z o n t a l g e z o g e n ist, u n d daß 
m a n d iesem P u n k t d ie N u m m e r o z u g e b e n 
hat. I n gan z g l e i c h e r W e i s e f indet m a n 
noch /^-Punkte , w e l c h e n diese N u m m e r 
g e g e b e n w e r d e n müßte, w a s i n W i d e r -
s p r u c h steht m i t de r V o r a u s s e t z u n g , daß 
eine H a u p t s p i r a l e u n d also eine fort-
laufende N u m e r i e r u n g m ö g h c h ist. 

W e n n d i e m- u n d d i e « - z e i l i g e 
S p i r a l e z u g e o r d n e t u n d m u n d n 
d u r c h d i e s e l b e Z a h l t e i l b a r s i n d , 
i s t a l s o k e i n e f o r t l a u f e n d e H a u p t -
s p i r a l e m ö g l i c h , w ä h r e n d u m -
g e k e h r t b e i e i n e r v o r h a n d e n e n 
H a u p t s p i r a l e m u n d n n i c h t d u r c h 
d i e s e l b e Z a h l t e i l b a r s i n d . 

E s g i b t e in äußerst e infaches M i t t e l , 
u m sofor t z w e i k o n j u g i e r t e S p i r a l e n i n 
e inem S y s t e m aufzuf inden. V e r b i n d e t 
m a n nämlich den P u n k t o m i t den jen igen 
be iden P u n k t e n m u n d n, d i e v o n a l l e n 
S y s t e m p u n k t e n o a m n ä c h s t e n g e -
l e g e n s i n d , so s i n d diese ni- u n d 
? i -zei l igen S p i r a l e n a u c h s i che r kon jug i e r t e . D i e s is t l e i ch t e i nzu -
sehen, w e n n m a n bedenk t , daß i n d i e sem F a l l i n n e r h a l b des V i e r e c k s 
0, m, m-\-n, n (siehe 

A 

ct. h. 

.m+n 

F i g . 3) k e i n e i n z i g e r 
P u n k t des S y s t e m s v o r -
k o m m e n k a n n , d e n n 
jeder P u n k t i n n e r h a l b 
desselben heg t i n ge -
r i n g e r e r E n t f e r n u n g 
v o n den E c k p u n k t e n 
als 0 l i eg t v o n n, u n d 
diese ist n a c h om d ie 
kürzeste E n t f e r n u n g 
zw i s c hen P u n k t e n i m 
ganzen S y s t e m . D e m -
gemäß können ebenso-
w e n i g i n den anderen 
P a r a l l e l o g r a m m e n , i n 
we lchen d u r c h die vi-
und «-zei l igen S p i r a l -
scharen de r Flächenteil z w i s c h e n d e n v e r t i k a l e n G r e n z l i n i e n e in -
gete i l t w i r d , P u n k t e angetroffen w e r d e n . 

E s besteht d ie Mögl ichkei t , daß d ie P u n k t e m u n d « beide i n 
g l e i c h e m A b s t a n d v o n o g e l e g e n s ind , das ändert j e d o c h an unsere r 
F o l g e r u n g n ichts . A u ß e r d e m besteht aber n o c h die Möglichkei t , 
daß ein dr i t te r P u n k t p i n g l e i c h e m A b s t a n d w i e d ie be iden P u n k t e 
m u n d n anget roffen w i r d . E s läßt s i c h sehr e infach beweisen . 
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daß i n d i e s e m F a l l p — m-\-n oder = n — m s e in w i r d . M a n d e n k e 
s i c h r u n d u m d e n P u n k t o (siehe F i g . 4 u . 5), außer d e n P u n k t e n 
VI, n u n d p a u c h d ie P u n k t e —m, —n u n d —p geze ichne t . E s ist 

deu t l i ch , daß das d u r c h diese P u n k t e 
g e b i l d e t e S e c h s e c k e in rege lmäßiges 
m i t d e m P u n k t o a ls M i t t e l p u n k t 
se in muß, d e n n wäre das n i c h t de r 
F a l l , so würden s i che r i n d e m P u n k t -
s y s t e m ' n o c h A b s t ä n d e z w i s c h e n 
P u n k t e n ge funden w e r d e n k l e i n e r 
a ls om — 07i = op, w a s unsere r V o r -
aus se t zung w i d e r s p r i c h t . E s muß 
also / m i t n-\-m oder m i t n — m 
z u s a m m e n f a l l e n , j e n a c h d e m die 
P u n k t e m u n d n g e l e g e n s i n d . Ist 
p = n-\- m, d a n n b i l d e n die m- u n d 
d ie 7Z-zeilige S p i r a l e e i n e n W i n k e l 
v o n 1200 mi te inander , w e l c h e r d u r c h 
die [m n)- z e i l i ge ha lb i e r t w i r d 
(s. F i g . 4). W e n n aber p = n — m 
ist, d a n n b i l d e n d ie m- u n d die n-
ze i l i ge S p i r a l e e inen W i n k e l v o n 
6 0 " m i t e i n a n d e r u n d d a n n fällt d i e 
{n — m)-zei\\ge S p i r a l e n a c h d e r S e i t e 
de r «-zei l igen u n d b i lde t d a m i t a u c h 
e inen W i n k e l v o n 6 0 " (s. F i g . 5). 
W i r w e r d e n sehr b a l d sehen, daß 
diese E i g e n s c h a f t e n für unsere 
w e i t e r e n B e t r a c h t u n g e n v o n g r o ß e m 
Interesse s i nd . 

§ 7. W i n d u n g s r i c h t u n g 
d e r S p i r a l e n , s e k u n d ä r e D i -
v e r g e n z , e n z y k l i s c h e Z a h l e n . 
W e i t e r h i n w i r d w i e d e r h o l t d ie 

R e d e v o n der R i c h t u n g de r S p i r a l e n se in u n d w e i l hierüber insofe rn 
eine gewis se V e r w i r r u n g herrscht , a l s d ie M a t h e m a t i k e r das l i n k s -
g e w u n d e n nennen , w a s d ie B o t a n i k e r u n d Z o o l o g e n als rech t s l au fend 
beze i chnen , so is t es n ich t ohne B e l a n g , g e n a u z u präzisieren, w a s 
w i r un te r l i n k s - u n d rech t s l au fend ve r s t ehen w o l l e n . M a n d e n k e 
s i c h , u m die R i c h t u n g e iner S c h r a u b e n l i n i e z u b e s t i m m e n , den 
Z y h n d e r , a u f w e l c h e m sie g e z o g e n ist , v e r t i k a l aufges te l l t u n d ve r -
gegenwär t i ge s i ch , daß d ie S c h r a u b e n l i n i e g l e i c h e ine r W e n d e l t r e p p e 
ist, a u f w e l c h e r m a n s i c h n a c h u n t e n b e g i b t ; w i r w e r d e n d a n n 
d ie S p i r a l e i n d e m F a l l r ech t s l au fend nennen , w e n n m a n b e i d e m 
Abwär t ss te igen d ie A c h s e des Z y l i n d e r s an der r ech ten H a n d hat, 
d a g e g e n h n k s l a u f e n d , s o b a l d s ie dabe i an der l i n k e n H a n d heg t . 
W i r b l e i b en d a d u r c h i n Übere ins t immung m i t de r gebräuchhchen 
A u f f a s s u n g de r B o t a n i k e r u n d der Z o o l o g e n . 

Z i eh t m a n die „kürzeste S c h r a u b e n l i n i e " , d ie den P u n k t o m i t 
e i n e m b e h e b i g e n P u n k t m ve rb inde t , d a n n m a c h t m a n eine be-
s t i m m t e D r e h b e w e g u n g u m die A c h s e . D i e s e r W i n k e l w i r d s e -
k u n d ä r e D i v e r g e n z des P u n k t e s m g enann t u n d s o l l m i t d,„ be-
ze ichne t w e r d e n . D i e s e D i v e r g e n z w i r d als pos i t i v betrachtet , w e n n 
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die (kürzeste) S c h r a u b e n l i n i e , d ie o m i t m v e r b i n d e t , i n de r se lben 
R i c h t u n g - w i e d i e H a u p t s p i r a l e läuft, d a g e g e n als nega t iv , w e n n 
sie die en tgegengese tz te R i c h t u n g hat . I n F i g . 6 a hat der P u n k t m 
also pos i t ive , i n F i g . 6 b d a g e g e n nega t i ve sekundäre D i v e r g e n z u n d 

AD 
z w a r beträgt diese i n F i g . 6 a = • 860° , i n F i g . 6 b d a g e g e n 

AI n -A-A A'D 
' AA' 

. 3 6 0 » . 

W i r w e r d e n n u n d ie H a u p t s p i r a l e stets, w e n n n i ch t s anderes 
ausdrücklich b e m e r k t ist , a ls r e c h t s g e w u n d e n be t rach ten . I n d i e sem 
F a l l e w i r d d a n n d ie sekundäre D i v e r g e n z d,n p o s i t i v se in , w e n n d ie 
OT-zeilige S p i r a l e r ech t s l au fend ist, n e g a t i v a b e r , w e n n diese S p i r a l e l i n k s 
läuft. E s ist k l a r , daß d a n n auch , w e n n m a n d i e a b g e r o l l t e Z y l i n d e r -
fläche de r L ä n g e n a c h ha lb ie r t , a l l e P u n k t e , d ie l i n k s v o n der H a l -
b i e rungs l i n i e l i e g e n , e ine pos i t ive , d a g e g e n a l le P u n k t e , d ie rech ts 
d a v o n l i e g e n , e ine n e g a t i v e sekundäre D i v e r g e n z haben . 

U m n u n a u f der H a u p t s p i r a l e i) v o n o n a c h e i n e m P u n k t m m i t 
„positiver" sekundärer D i v e r g e n z z u g e l a n g e n , muß m a n eine gewis se 
A n z a h l ganzer T o u r e n u n d d a n n n o c h eine T e i l s t r e c k e 8,n u m die 
A c h s e besch re ibe n (siehe F i g . 6 a). W i l l m a n d a g e g e n v o n o n a c h 

Fi^. 6. 

i 

1 - - - ' 

e inem P u n k t m m i t „negativer" sekundärer D i v e r g e n z k o m m e n , 
dann könnte m a n a u c h eine g e w i s s e A n z a h l g a n z e r T o u r e n u m l a u f e n 
u n d d a n n n o c h e ine g e w i s s e T e i l s t r e c k e w e i t e r n a c h o b e n ; j e d o c h 
k a n n m a n d a zu a u c h eine ganze T o u r m e h r m a c h e n u n d d a n n die 
z u v i e l g e g a n g e n e T e i l s t r e c k e zurückgehen (siehe F i g . 6 b). D i e s e 
letztere w i r d d a n n g l e i c h de r sekundären D i v e r g e n z b,,, se in . M a n 
k a n n also v o n o i m m e r i n de r W e i s e n a c h m k o m m e n , daß m a n 
zuerst e ine g e w i s s e A n z a h l g a n z e r T o u r e n u m den Z y h n d e r m a c h t 
u n d d a n n d ie T e i l s t r e c k e b,,, z u pass ie ren hat (entweder n a c h v o r -
wärts oder n a c h rückwärts) . D i e Z a h l , w e l c h e die A n z a h l der ganzen 
T o u r e n ang ib t , heißt d ie e n z y k l i s c h e Z a h l des P u n k t e s m u n d 
w i r d d u r c h Am bezeichnet . V o n der e n z y k l i s c h e n Z a h l ließe s i c h 
also fo lgende D e f i n i t i o n g e b e n : D i e A n z a h l T o u r e n , w e l c h e 
m a n i n d e r H a u p t s p i r a l e r u n d u m d e n Z y l i n d e r m a c h e n 

1) „ A u f w ä r t s " s t e i g e n d . 

I t e r s o n , Studien über Blattstellungen. 2 
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m u ß , u m a u f d e r V e r t i k a l e n d u r c h o i n d e n j e n i g e n P u n k t 
d e r H a u p t s p i r a l e z u k o m m e n , w e l c h e r i n n ä c h s t e r N ä h e 
d e s i n F r a g e k o m m e n d e n P u n k t e s g e l e g e n i s t , h e i ß t e n -
z y k l i s c h e Z a h l d e s P u n k t e s m. 

G a n z a l l g e m e i n g i l t a lso f o l g e n d e G l e i c h u n g : 
»^a = + zl„, .3600 , (1) 

w o r i n bm p o s i t i v u n d n e g a t i v se in k a n n . 
D i e s e F o r m e l , w e l c h e zuers t d u r c h d ie Gebrüder B R A V A i s (1. c.) 

g e g e b e n w u r d e , b i l d e t e ine d e r F u n d a m e n t e , au f w e l c h e m a l l e w e i -
t e ren B e t r a c h t u n g e n aufgebaut w e r d e n . 

§ 8. D i e B e r e c h n u n g d e r e n z y k l i s c h e n Z a h l e n zl„, 
u n d An. U n t e r de r V o r a u s s e t z u n g , daß m u n d n d ie P u n k t e des 
S y s t e m s s ind , d ie o a m nächsten l i e g e n , läßt s i c h de r W e r t de r 
e n z y k U s c h e n Z a h l e n für diese P u n k t e auf e infache W e i s e be rechnen . 
I n d iesem F a U s i n d , w i e gesag t , d ie m- u n d d ie «-zeiUge S p i r a l e 
kon jug i e r t , es können aber diese S p i r a l e n ve r sch iedene R i c h t u n g s -

Fi^.8 

\ 

0 e 

Verhältnisse aufweisen, v o n denen 4, w e l c h e für unse re B e t r a c h -
t u n g e n die meis te B e d e u t u n g haben , i n F i g . 7, 8, 9 u n d 10 abge -
b i lde t s i nd . A n d e r e Richtungsverhäl tnisse k a n n m a n s i c h u . a. da -
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d u r c h ve rgegenwär t igen , daß m a n i n d iesen F i g u r e n d ie B u c h s t a b e n 
m u n d n ve r tausch t , w i e d e r andere erhält m a n , w e n n d ie m- u n d 
w-zei l ige S p i r a l e e inen k l e i n e r e n W i n k e l a ls h i e r m i t e i n a n d e r b i l d e n . 
D i e s e Richtungsverhäl tnisse k o m m e n , w i e s i c h später e r g e b e n w i r d , 
be i unse ren w e i t e r en B e t r a c h t u n g e n n i ch t v o r . 

I n a l l e n a b g e b i l d e t e n F i g u r e n schne iden s i c h d ie m- u n d die 
« -ze i l ige S p i r a l e i n d e m P u n k t e mn, s i n d es d o c h k o n j u g i e r t e 
S p i r a l e n . 

G e m ä ß unse re r F o r m e l 1 e rha l ten w i r n u n : 

via. = 5 „ , - H ^ , „ - 3 6 0 » « a = : ^ „ + z l „ - 3 6 0 o 
also OT«a = « 5 , „ - | - - 3 6 0 0 mna. = mbn^ m • A„ •?>'ü^^ 

w o r a u s f o l g t : m8„-n 8,,, = {n A,„ - zl„) 8 60 " 

E i n e B e t r a c h t u n g de r L a g e v o m P u n k t mn i n d e n 4 F i g u r e n er-
g ib t nun , daß für a l l e diese F i g u r e n : 

7v8u = Ö„,n 

ist, während aber für d ie F i g u r e n 7 u n d 10 : 

«<5„ = <3,„ .—360» 

ist, w i r d für d ie F i g u r e n 8 u n d 9: 

ndm = ^ „ „ , + 3 6 0 " 

H i e r a u s folgt , daß die o b e n g e g e b e n e G l e i c h u n g s i c h a u c h i n dieser 
F o r m sch re ibe n läßt: ^^^^^ _ ^^^^^ ^ ^ ^ ^2) 

A n d i e se m Schluß w i r d n ich ts geänder t , w e n n m a n andere R i c h -
tungsverhältnisse d e r S p i r a l e n i n B e t r a c h t z i eh t ; daß dies de r F a l l 
ist, w e n n m u n d n v e r t au sch t w e r d e n , l euch te t v o n selbst e in , abe r 
auch i n anderen Fällen überzeugt m a n s i c h le ich t v o n de r R i c h t i g -
ke i t d ieser F o l g e r u n g . 

D i e G l e i c h u n g (2) g i b t uns n u n d ie Mögl ichke i t , soba ld m u n d 
n g e g e b e n s i n d , d ie W e r t e A,„ u n d zl„ z u finden. S i n d d o c h vi 
u n d n, A„, u n d A„ ganze , pos i t i ve Z a h l e n , während m u n d n k e i n e n 
gemeinscha f t l i chen D i v i s o r haben , so daß die G l e i c h u n g (2) als e ine 
d iophant i sche m i t den U n b e k a n n t e n A,„ u n d A„ aufgefaßt w e r d e n k a n n . 

N u n m u ß h i e r aber d a r a u f a u f m e r k s a m g e m a c h t w e r d e n , daß 
be i de r H e r l e i t u n g de r F o r m e l (2) k e i n e R ü c k s i c h t g e n o m m e n ist 
au f d ie V o r a u s s e t z u n g , daß als „Hauptspirale" d ie jen ige S c h r a u b e n -
l in ie be t rachte t w e r d e n muß, d ie auf d e m kürzesten W e g 0 u n d 1 
ve rb inde t . D i e g a n z e H e r l e i t u n g g i l t unverändert , w e n n m a n 
nicht d ie kürzeste S p i r a l e , s o n d e r n eine längere z w i s c h e n 0 u n d 1 
als „Hauptspirale" be t rach te t u n d dieser e n t l a n g die e n z y k l i s c h e n 
Z a h l e n A,„ u n d A,, berechnet . E s l i e g t a l so a u f der H a n d , 
daß u n e n d l i c h v ie le W e r t e v o n A,,, u n d A„ z u finden se in w e r d e n , 
w e l c h e m a n i n d ie G l e i c h u n g e inse tzen k a n n . D i e j e n i g e n W e r t e 
v o n A,„ u n d zl„, d ie für d ie kürzeste H a u p t s p i r a l e ge funden w e r d e n , 
s i n d v o n a l l e n d iesen Z a h l e n die k l e in s t en . M a n k a n n also fo lgende 
A u f g a b e s t e l l en : E s s i n d z w e i Z a h l e n vi u n d n g e g e b e n , d ie d u r c h 
k e i n e gemeinscha f t l i che Z a h l t e i l b a r s i n d ; m a n suche die k l e in s t e n 
pos i t i ve n g a n z e n W e r t e v o n A,„ u n d A,„ d ie de r f o l g e n d en G l e i c h u n g 
genügen : / | „ - « zJ„, = + 1 

2» 
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D i e T h e o r i e der Ke t tenbrüche l eh r t n u n , d a ß A,„ u n d zl„ d a n n 
n o t w e n d i g e r w e i s e „ Z ä h l e r " u n d „ N e n n e r " d e s l e t z t e n A n -

n ä h e r u n g s b r u c h e s d e r B r u c h z a h l — s i n d . 
° n 

W a s d ie B e r e c h n u n g dieses le tz ten Annäherungsbruches an -
be lang t , m ö g e f o l g e n d e B e m e r k u n g g e m a c h t w e r d e n : 

D i e B r u c h z a h l — k a n n d u r c h den K e t t e n b r u c h (a^, a^, 
n 

da rges t e l l t w e r d e n . I n de r gebräuchl ichen S c h r e i b w e i s e 

ist d a n n « y > 1, d e n n m a n hört m i t den aufe inander fo lgenden 

T e i l u n g e n g e w ö h n h c h auf, s o b a l d m a n e inen g a n z e n R e s t e rha l t en 

hat. D e r le tz te Annäherungsbruch , w e l c h e n m a n b e i d ieser S c h r e i b -

we i se findet, d. i . a l so a^, . . . . Ug^^, ist der jenige , w e l c h e r 

i n de r oben angeführten R e g e l g e m e i n t ist. 

M a n k a n n j e d o c h den B r u c h a u c h d u r c h f o l g e n d e n K e t t e n -

b r u c h da r s t e l l en ; « j , «3 « y - i . — 1, l ) ^ ) - D e r le tz te A n -

näherungsbruch, de r auf G r u n d d ieser z w e i t en S c h r e i b w e i s e e rha l ten 

w i r d , d a r f j e d o c h n i ch t i n de r oben angeführten R e g e l a n g e w e n d e t 

w e r d e n -). W i r b e m e r k e n d ies h ie r ausdrücklich, w e i l der B o t a n i k e r 

1) In der Regel findet man diese Schreibweise in den mathematischen Lehr-
büchern nicht angegeben; soweit mir bekannt, hat sie allein H E I N R . W E B E R angeführt 
in seinem „Lehrbuch der Algebra", 2. Aufl. 1. Band, Braunschweig, 1898, S. 407. 

2) Hier möge ein Beweis dieses Satzes folgen: 
Sind a, /? zwei ganze Zahlen, die Primzahlen unter sich sind, und fragen wir, 

welche ganzen Werte von x und;)' der diophantischen Gleichung ny — ßx = -^ \ ge-
nügen, so ist die Antwort: „unendlich viele". Ist aber Xo-, yo eine solche Lösung, so 
lassen sich, wie leicht einzusehen, alle diese Lösungen in folgender Form schreiben: 
X — Xo -\- ha, y =iyo -\- hß, worin h eine willkürliche, positive oder negative, ganze Zahl 
darstellt. Man braucht also nur eine Lösung aufzufinden um imstande zu sein, alle 

Lösungen anzugeben. Jlan schreibe nun den Bruch — aus in der Gestalt eines Ketten-
bruches und endige dabei die aufeinander folgenden Teilungen, sobald ein ganzer Rest 
erhalten wird. In der Schreibweise: 

— = 'yOo, «1,02 •••• Ow—1> "iij ist dann a» ^2 

P P P 
Wenn man nun die aufeinander folgenden Kettenbrüche darstellt durch ——, —!-, —^, 

Pn- Pn Pn OL ^" ^' ^-
. . . . ~ , und zwar so, daß —^ =- - i s t , so ist nach einer Eigenschaft der Ketten-

V" Qu P 
brüche: P,iQ>i—l — QnPn—\ — (—1)« oder a.Q„—\ — ßPn—l = + 1- Hieraus folgt dann, 
daß die Werte x~ P„—l und y = Q>i—l sicher eine Lösung der dioph.intischen Gleichung 
darstellen. Alle Lösungen dafür lassen sich dann nach dem Gesagten darstellen durch: 
X = Pn-V -\-ha, y— Q„-i - f hß, wenn h = ± (0, 1, 2, 8, 4 usw.) ist. 

Es fragt sich nun, welche von allen diesen Lösungen absolut genommen die 
kleinste ist. Wenn wir nun nachweisen können, daß a y 2 P„—l und ß y> 2 Q„-i ist, 
so wird es einleuchten, daß diese kleinste Lösung erhalten wird, indem man A = o setzt 
und daß sie dann also gegeben wird durch x — Pti—i und v = Dieser Beweis 
läßt sich in sehr einfacher Weise geben. Es ist ja nach einer zweiten Eigenschaft der 
Kettenbrüche: a = P„ — a„P„—x-\-Pk—2 und ß = Q„ = a„Q„—i-\-Q,i—2, und da 
nun a„^2 ist, so muß auch a > 2 P„—l und ßy2 Q„—2 sein. Es ist also gezeigt, 
daß wirklich die kleinsten ganzen Werte von x und y, welche der diophantitclien 
Gleichung ay — ßx— + l genügen, Zähler imd Nenner des letzten Annäherungsbruches 
der Bruchzahl — sind. Aus dem Beweis geht zugleich hervor, daß dabei als Schreib-

n 
weise des Kettenbruches nur diejenige gewählt werden darf, welche mit einer Zahl 
größer als 1 endet. 
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gene ig t se in w i r d , d iese zu le tz t a n g e g e b e n e S c h r e i b w e i s e z u g e b r a u c h e n 
i n A n a l o g i e m i t d e m b e k a n n t e n K e t t e n b r u c h [ l , 1, 1, 1, 1, u s w . j , 
w e l c h e n m a n , w e n n er a b g e b r o c h e n w i r d , n i ch t m i t 2, s o n d e r n m i t 1 
enden läßt. 

Beispiel. Ist in Formel (2) w = 13 und n = 21, so findet man die 
Werte von und z/,, in folgender Weise: M an schreibe den Bruch 
^ als einen Kettenbruch: ^ = | l , 1 ,1 ,1 , 1, 2J und findet dann als letzten 

Annäherungsbruch: 'yl, 1, 1, 1, l | = | l , 1, 1, 2 | = j, sodaß Zl,„ = 5 
und A„ = 8 wird. 

Hätte man in dieser Weise als Kettenbruch ausgeschrieben: ^ 1 , 1 , 

1, 1, 1, 1, l | und also als letzten Anhäherungsbruch genommen | l , 1,1, 1, 

1, l | = ^ , wodurch A,„ = 8 und A„ = 13, so hätte man, wie man sieht, 

nicht die kleinsten Werte von A„i und A,i in der Gleichung (2) erhalten. 

D i e be sp rochen e R e g e l findet m a n s c h o n be i d e n Gebrüdern 
B R A V A I S a n g e g e b e n , d o c h fehl t b e i i h n e n der B e w e i s . D a w i r 
d iese lbe i m we i t e ren V e r l a u f unsere r A r b e i t öfter a n w e n d e n w e r d e n , 
e r sch ien es uns wünschenswert , h i e r e inen B e w e i s dafür anzuführen. 

§ 9. A n n ä h e r u n g s w e r t e f ü r d i e D i v e r g e n z , w e n n d i e 
m- u n d d i e « - z e i l i g e S p i r a l e z u g e o r d n e t s i n d . D i e be-
sp rochene n F i g u r e n ve ran las sen uns n o c h z u e i n i g en B e m e r k u n g e n . 

W i r f anden o b e n die F o r m e l n : 

a = ^ + ^ . 3 6 0 « a = ^ + ^ . 3 6 0 < > 
m m n n 

E s hängt n u n v o n de r R i c h t u n g de r ni- u n d «-ze ihgen S p i r a l e 

u n d v o n der de r H a u p t s p i r a l e ab, ob d ie W e r t e — u n d — p o s i t i v 
oder n e g a t i v s i nd . ^ ^ 

N e h m e n w i r a n , daß die H a u p t s p i r a l e „ rechtsgewunden" ist, 

d a n n w i r d i n den F i g u r e n 7 u n d 8 — pos i t i v s e in ; es i s t a lso 

d a n n : a > — • 360". E b e n s o w i r d für d ie F i g u r e n 9 u n d 1 0 : 
m 

a < ^ - 3 6 0 " ge funden w e r d e n , für d ie F i g u r e n 7 u n d 10 : a < ^ - 3 6 0 ö 

u n d für d ie F i g u r e n 8 u n d 9: a > — • 360". Für d ie 4 S p i e g e l -
Tt 

b i l d e r müssen i n d iesen F o r m e l n tu u n d n ve r t ausch t w e r d e n . 
D a d u r c h e rha l t en w i r f o l g e n d e R e g e l n : 
B e i r e c h t s g e w u n d e n e r H a u p t s p i r a l e w i r d : 
a. für den F a l l , daß die OT-zeilige S p i r a l e ebenfal ls rechts -

g e w u n d e n ist, d ie « -ze i l ige aber l i n k s , f o lgend e F o r m e l g e l t e n : 
— •360 > a > — - 3 6 0 " (3a) 
« in 

b. für den F a l l , daß die ?«-zeihge S p i r a l e l i n k s g e w u n d e n ist, 
die «-ze i l ige aber rechts , d a g e g e n diese F o r m e l : 

— •360 < a < ^ - 3 6 0 < ' (3b) 
n m 
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c. für d ie Fälle, daß d ie 711- u n d die « -ze ihgen S p i r a l e n be ide 
l i n k s oder be ide rech ts g e w u n d e n s i n d , w e r d e n s i c h k e i n e A n -
näherungswerte für den W e r t v o n oc a n g e b e n lassen . 

Ist die H a u p t s p i r a l e l i n k s g e w u n d e n , d a n n s ieht m a n le ich t 
e in , daß die R e g e l n a u n d b ebenfal ls G e l t u n g haben , n u r hat m a n 
die Z e i c h e n der F o r m e l n 3 a u n d 3 b u m z u k e h r e n , während d e r un te r 
c angegebene Schluß unverändert b le ib t . 

G a n z a l l g e m e i n k a n n m a n also als R e g e l aufs te l len : 
I s t d i e w - z e i l i g e S p i r a l e d e r H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m , 

d i e « - z e i l i g e i h r a n t i d r o m , s o g i l t F o r m e l (3a) . 
I s t d i e ; « - z e i r i g e S p i r a l e d e r H a u p t s p i r a l e a n t i d r o m , 

d i e « - z e i l i g e d e r s e l b e n h o m o d r o m , s o g i l t F o r m e l (3b) . 
S i n d d i e tu- u n d d i e « - z e i l i g e S p i r a l e b e i d e d e r H a u p t -

s p i r a l e a n t i - o d e r h o m o d r o m , s o l a s s e n s i c h k e i n e A n -
n ä h e r u n g s w e r t e fü r d i e D i v e r g e n z a n g e b e n . 

Kapitel II. Regelmäßige Systeme tangierender Kreise auf 
einer Kreiszylinderfläche. Allgemeine Betrachtungen. 
§ 1. D e f i n i t i o n . R u n d u m die P u n k t e eines „Punktgitters", 

w i e uns so lches aus der A b h a n d l u n g v o n A . B R A V A I S b e k a n n t ge -
w o r d e n ist (siehe § 1, K a p . I ) , können i n de r W e i s e E U i p s o i d e 
k o n s t r u i e r t w e r d e n , daß jedes E l l i p s o i d 12 andere k o n g r u e n t e u n d 
i n pa ra l l e l e r R i c h t u n g aufges te l l te berührt, während n i r g e n d s D u r c h -
s c h n e i d u n g v o n E U i p s o i d e n stat t f indet i). M a n k a n n also a u c h 
g l e i c h e E U i p s o i d e stets so aufs tape ln , daß die M i t t e l p u n k t e d a v o n 
e in „Raumgi t t e r " b i l d e n ; besondere F o r m e n so lche r E U i p s o i d e n -
s tape l s i n d die K u g e l s t a p e l . 

E i n e g l e i c h e B e t r a c h t u n g , w i e d ie h ie r für d ie R a u m g i t t e r an-
gegebene , k a n n m a n n u n a u c h für d ie rege lmäßigen P u n k t s y s t e m e 
a u f e iner Kreiszylinderfläche ans te l len . 

M a n d e n k e s i c h nämlich e in so lches S y s t e m a b g e r o l l t , so 
w i r d m a n u m al le P u n k t e desse lben g l e i c h e u n d p a r a l l e l g e l e g e n e 
E l l i p s e n b e s c h r e i b en können u n d z w a r so, daß jede E l h p s e 4 andere 
g l e i che berührt, während i m übrigen n i r g e n d w o E l l i p s e n geschn i t t en 
w e r d e n . S i n d z. B . d ie 771- u n d «-zei l ige S p i r a l e k o n j u g i e r t e , d a n n 
beschre ibe m a n r u n d u m den P u n k t o die E l l i p s e , w e l c h e als ha lbe 
zugeo rdne t e D u r c h m e s s e r d ie ha lben S e i t e n des P a r a l l e l o g r a m m s <?, 
711, n, (771 + « ) besitzt , u n d k o n s t r u i e r e a u c h u m a l le anderen P u n k t e 
d ie übereinst immenden E l l i p s e n ; dieses S y s t e m w i r d d a n n die an-
g e g e b e n e n E i g e n s c h a f t e n bes i tzen. D a m a n n u n i n j e d e m P u n k t -
s y s t e m u n e n d l i c h v i e l S y s t e m e v o n k o n j u g i e r t en S p i r a l e n nachwe i sen 
k a n n , so k a n n m a n i n e i n e m rege lmäßigen P u n k t s y s t e m a u c h u n -
e n d h c h v ie le so l che r S y s t e m e v o n t a n g i e r e n d e n E l l i p s e n k o n s t r u i e r e n . 

1) Man siehe: Sir W I L L I A M T H O M S O N , Mathematical and Physical Papers. 
Closest Packing of one Homogeous Assemblage of Equal and similar Globes or Ellipsoids. 
Vol. I l l , 1890, p. 414. Wir bemerken noch, daß der Satz nur für die „Raumgitter" 
Anwendung hat und nicht für die SoHNKEschen „Punktsysteme". 
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U m g e k e h r t k a n n m a n eine u n e n d l i c h e E l l i p s e n s e r i e stets so 
auf einer a b g e r o l l t e n Zyhnderfläche ano rdnen , daß die M i t t e l p u n k t e 
ein rege lmäßiges P u n k t s y s t e m d a r a u f vo r s t e l l en . 

D e r einfachste F a l l is t n u n de r , daß d ie E l l i p s e n i n K r e i s e 
übergehen. E s muß a l so a u c h stets mög l i ch sein , e ine S e r i e g l e i c h e r 
K r e i s e so a u f e iner Kreiszylinderfläche z u o r d n e n , daß d ie M i t t e l -
p u n k t e ein rege lmäßiges P u n k t s y s t e m b i l d e n , während j ede r K r e i s 
du rch 4 andere berührt, aber k e i n K r e i s geschn i t t en w i r d . S o l c h e 
S y s t e m e w e r d e n w i r : „ R e g e l m ä ß i g e K r e i s s y s t e m e a u f e i h e r 
K r e i s z y l i n d e r f l ä c h e " nennen . 

N u n läßt s i c h schon a p r i o r i a n n e h m e n , daß n i ch t u m jedes 
rege lmäßige P u n k t s y s t e m e in so lches rege lmäßiges K r e i s s y s t e m z u 
beschre iben is t , so daß s i c h d ie F r a g e erhebt , u m w e l c h e P u n k t -
sys teme e ine so lche K o n s t r u k t i o n w o h l m ö g l i c h ist. W i r w o l l e n 
die F r a g e a u c h u m g e k e h r t s te l len u n d über legen, w e l c h e P u n k t -
sys teme geb i l de t w e r d e n d u r c h d i e M i t t e l p u n k t e der K r e i s e v o n 
regelmäßigen K r e i s s y s t e m e n , die m i t e inem b e s t i m m t e n K r e i s d u r c h -
messer k o n s t r u i e r t s i nd . V o r h e r müssen j e d o c h n o c h e i n i g e a l l -
gemeine E i g e n s c h a f t e n a n g e g e b e n w e r d e n , d ie s o l c h e n K r e i s -
k o n s t r u k t i o n e n e igentümhch s ind . 

§ 2. A l l g e m e i n e E i g e n s c h a f t e n . Zunächst se i b e m e r k t , 
daß diese S y s t e m e s i c h i n derse lben W e i s e w i e die P u n k t s y s t e m e 
einte i len , u m w e l c h e d ie K r e i s e besch r i eben s i nd . I n d i e se m K a p i t e l 
we rde n n u r d ie „einfachen" K r e i s s y s t e m e zu r S p r a c h e k o m m e n , b e i 
denen also eine fortgesetzte N u m e r i e r u n g längs der H a u p t s p i r a l e 
mögl ich is t ; d ie „mehrfachen" K r e i s s y s t e m e w e r d e n erst später be-
handelt . 

Berührt der K r e i s u m o, oder kürzer ausgedrückt der K r e i s o, 
den K r e i s m, d a n n müssen de r R e g e l m ä ß i g k e i t des S y s t e m s zufo lge 
alle K r e i s e u m d ie P u n k t e a u f de r w - z e i l i g e n S p i r a l e e inander be-
rühren oder w i e de r gebräuchhche A u s d r u c k laute t : m i t e i n a n d e r 
„Kontak t" haben . 

D i e m-zeilige S p i r a l e heißt dann „w-zei l ige K o n t a k t s p i r a l e " . 
I m G a n z e n s i n d m so lche un te re inande r pa ra l l e l e K o n t a k t s p i r a l e n 
vo rhanden . 

Berührt der K r e i s o nun außer d e m K r e i s e m a u c h den K r e i s n, 
dann s i n d a u c h n o c h n un t e r e inander pa ra l l e l e «-zei l ige K o n t a k t -
sp i ra len n a c h z u w e i s e n . W i r sp rechen in d iesem F a l l v o m „ K o n t a k t 
m und n", u n d nennen einen so lchen K o n t a k t , w e i l er d u r c h 
z w e i Z a h l e n ausgedrückt w i r d , e inen „zweizähligen". 

E s w i r d n u n nachgewiesen , daß, w e n n de r K o n t a k t m u n d n 
besteht, a u c h n o t w e n d i g e r w e i s e d ie m- u n d «-zei l igen S p i r a l e n „zu-
geordne te" se in müssen. 

D i e D e f i n i t i o n , d ie w i r v o n den rege lmäßigen K r e i s s y s t e m e n 
gaben , schließt d ie Möghchke i t aus, daß K r e i s e e inander schne iden . 
D i e s g i l t a lso a u c h für d ie K r e i s e m u n d « . H i e r a u s f o l g t dann , 
daß die b e i d e n g l e i c h e n Abs t ände om u n d on d ie z w e i kürzesten 
s ind , d ie m a n i n d e m g a n z e n P u n k t s y s t e m antrifft, w o r a u s d a n n 
nach § 6 K a p . I sofort gesch lossen w e r d e n k a n n , daß d ie m- u n d 
w-zeihge S p i r a l e z u g e o r d n e t s ind . 

W i r w o l l e n v o n je tz t an m k l e i n e r als « annehmen . D e r 
P u n k t m w i r d d a n n selbstverständhch a u c h a u f k l e i n e r e m v e r t i k a l e n 
Abstände über der L i n i e oo l i e g e n als der P u n k t « . Bes teh t d a n n 
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der m- u n d «-ze i l ige K o n t a k t u n d ist a l so om •= on, so muß n a c h 
e i n e m e infachen L e h r s a t z de r P l a n i m e t r i e n o t w e n d i g e r w e i s e d ie 
?«-zeil ige S p i r a l e w e n i g e r s te i l v e r l a u f e n als d ie «-zei l ige . N u n 
h a b e n g e r a d e d ie F i g u r e n 7, 8, 9 u n d 10 B e z i e h u n g auf a l l e d ie 
Fälle, w o r i n d ie wz-zeilige S p i r a l e d ie a m w e n i g s t e n stei le ist, sodaß 
w i r d a r i n b e i der V o r a u s s e t z u n g n > m mög l i che R i c h t u n g s -
l a g e n dieser K o n t a k t s p i r a l e n f inden . A l l e i n diese F i g u r e n w e r d e n 
b e i unse ren w e i t e r e n B e t r a c h t u n g e n z u berücksicht igen sein^). 

• § 3. D r e i z ä h l i g e r K o n t a k t . W i r h a b e n i n § 6 K a p . I 
gesehen, w i e b e i den rege lmäßigen P u n k t s y s t e m e n d ie Mögl ichke i t 
besteht, daß 3 P u n k t e des S y s t e m s i n g l e i c h e m A b s t a n d v o n d e m 
P u n k t o l i e g e n . D i e s e s g i l t a u c h für d i e j en igen P u n k t s y s t e m e , 
w e l c h e d ie K o n s t r u k t i o n de r rege lmäßigen K r e i s s y s t e m e zu lassen . 
A u s d e m i n § 6 B e s p r o c h e n e n fo lg t außerdem, daß, w e n n i n d i e se m 
F a l l z w e i de r P u n k t e d ie N u m m e r n m u n d n haben , der dr i t t e 
P u n k t {m + n) oder {n — m) se in muß. Ist n u n de r K r e i s o i n K o n -
t a k t m i t den K r e i s e n vt u n d n, d a n n muß a u c h un te r d ieser V o r -
ausse tzung o i n K o n t a k t se in m i t ( /« + n) oder m i t [n — ; « ) . I n d iesem 
F a l l e g e h e n a lso d u r c h o d r e i K o n t a k t s p i r a l e n . W i r w e r d e n 
d a n n v o n d e m d r e i z ä h l i g e n K o n t a k t m, n u n d [m + n) oder 
v o n d e m d r e i z ä h l i g e n K o n t a k t [n — m), in u n d n s p r echen . 
T r i t t der K o n t a k t m, n u n d (m^n) auf, d a n n b i l d e n d ie m- u n d 
d ie n-zeilige S p i r a l e e inen W i n k e l v o n 1 2 0 " m i t e i n a n d e r u n d d ie 
( ; « - | - « ) - z e i l i g e h a l b i e r t d iesen W i n k e l ; h a b e n w i r d a g e g e n d e n 
K o n t a k t (n — m), m u n d n, d a n n b i l d e n d ie m- u n d d ie «-ze iHge 
S p i r a l e m i t e i n a n d e r e inen W i n k e l v o n 6 0 " u n d d ie {n — m)-zei\ige 
b i l d e t den g l e i c h e n m i t der «-zei l igen. 

E s w i r d j e d o c h nöt ig se in , d ie „ R i c h t u n g " de r d r e i K o n t a k t -
sp i ra len b e i d e m A u f t r e t e n eines dreizähligen K o n t a k t e s n o c h e twas 
näher z u be t rach ten . W i e s c h o n b e m e r k t , n e h m e n w i r «2 < « an, 
sodaß d ie ««-zeil ige S p i r a l e g e r i n g e r e S t e i g u n g a ls d ie « -ze i l ige 

h a b e n muß. W i r w o l l e n außerdem die /«-zei l ige S p i r a l e a ls „rechts-
g e w u n d e n " a n n e h m e n . T r i t t nun der K o n t a k t m, n u n d (^« + « ) 
auf, d a n n müssen n o t w e n d i g e r w e i s e d ie m- u n d die «-ze i l ige S p i r a l e 

1) Auch die Fälle, bei welchen dieSpiralen einen bedeutend kleineren Winkel miteinander 
bilden als in den genannten Figuren, kommen nicht in Betracht, wie aus § 3 hervorgehen wird, 
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auf ve r sch i edene S e i t e n de r V e r t i k a l e n d u r c h o fa l len u n d es muß 
die [in + «)-zei l ige a u f dieselbe Se i t e w i e d ie /«-ze ihge fa l l en . F i g . 11 
ve ranschau l i ch t das. B e i d e m K o n t a k t ( « — m), m u n d n können 
d ie m- u n d die «-ze i l ige S p i r a l e a u f d iese lbe Se i t e de r V e r t i k a l e n 
fal len, abe r auch auf 
v e r s c h i e d e n e S e i t e n ; 
a u f j eden F a l l m u ß 
aber d ie ( « — m)-zei-
l i g e S p i r a l e auf d ie 
andere Se i t e a ls d ie 

' / « - ze i l i g e fa l len . Z u r 
V e r a n s c h a u l i c h u n g -..^ 
des G e s a g t e n d i enen 
die F i g u r e n 12 u n d 
13 (in Fig. 12 ist 
/ < £, i n F i g . 13 d a -
g e g e n y > e). D i e -
j e n i g e n F i g u r e n , 
w e l c h e d ie Fäl le 

v e r a n s c h a u l i c h e n , 
b e i denen d ie m-zei-
lige S p i r a l e „links"-
g e w u n d e n ist, f indet 
m a n , i n d e m m a n v o n 
den d r e i genann ten 
F i g u r e n die S p i e g e l -
b i l d e r en twi r f t . 

D e r i n F i g . 11 
darges te l l te F a l l i s t 
ebenso w i e se in 
S p i e g e l b i l d für a l l e 
W e r t e v o n m u n d 
n m ö g h c h ; d o c h 
g i l t dieses n i ch t 
für d i e be ide n a n d e r en P'älle i n F i g . 12 u n d 13 u n d de ren S p i e g e l -
b i lde r . D e n n w e n n b e i d e m K o n t a k t {n — m), m u n d n d ie m- u n d 
die «-ze i l ige S p i r a l e a u f ve r sch iedene S e i t e n der V e r t i k a l e n f a l l en 
( F i g . 12 u n d Sp i ege lb i l d ) , muß die • (« — «/)-zei l ige n o t w e n d i g e r w e i s e 
w e n i g e r s t e i l ve r l aufen als d ie «;-zei l ige, u n d das is t a l l e i n mögl ich , 

n — m<.m oder tz<_2m. 
W e n n aber b e i d i e sem K o n t a k t d ie m- u n d d ie « -ze i l ige S p i r a l e 

auf d iese lbe Se i t e v o n de r V e r t i k a l e n fa l l en ( F i g . 13 u n d S p i e g e l -
b i ld) , muß die «ü-zeilige S p i r a l e v o n a l l e n d r e i e n a m w e n i g s t e n s te i l 
sein , was a l l e i n un te r de r V o r a u s s e t z u n g mögl i ch ist, daß: 

m<^n — m oder w > 2 m. 
D i e s e s führt uns z u f o l g e n d e n R e g e l n : 

1. I s t n<_2m, d a n n m ü s s e n b e i d e m A u f t r e t e n d e s 
d r e i z ä h l i g e n K o n t a k t e s « , m, {m^n) o d e r (n — m), in u n d « 
d i e m- u n d d i e « - z e i l i g e S p i r a l e i n e n t g e g e n g e s e t z t e r 
R i c h t u n g v e r l a u f e n . D i e (m^n)-zeilige h a t i m e r s t e n F a l l 
d i e s e l b e R i c h t u n g w i e d i e « - z e i l i g e , d i e ( « — ; ; / ) - z e i l i g e i m 
z w e i t e n F a l l d a g e g e n d i e e n t g e g e n g e s e t z t e . 
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§ 4. E i n f ü h r u n g d e s F a k t o r s b: d e r r e l a t i v e K r e i s -

2. I s t ny2m, d a n n w e r d e n e b e n s o b e i d e m A u f t r e t e n 
d e s K o n t a k t e s m, n u n d ( w - f « ) , d i e m- u n d d i e « - z e i l i g e 
S p i r a l e e i n a n d e r a n t i d r o m s e i n ; j e d o c h w e r d e n b e i d e m 
A u f t r e t e n d e s K o n t a k t e s [n — m], m u n d n, d i e m- u n d d i e 
« - z e i l i g e S p i r a l e i n d e r s e l b e n R i c h t u n g v e r l a u f e n , d i e 
( « — « ü ) - z e i l i g e a b e r i n e n t g e g e n g e s e t z t e r . 

d u r c h m e s s e n D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d a. 
W i r w e r d e n n u n v e r s u c h e n fes tzuste l len , w i e d ie P u n k t s y s t e m e 

sein müssen, d a m i t u m die P u n k t e h e r u m d ie K r e i s k o n s t r u k t i o n 
mög l i ch ist. Zunächst b e g i n n e n w i r dami t , e inen F a k t o r e i nzu -
führen, der s i c h für a l le unsere we i t e r e n B e s p r e c h u n g e n v o n g röß t e m 
W e r t e r w e i s e n w i r d , nämlich d a s V e i r h ä l t n i s d e s D u r c h m e s s e r s 
d e s K r e i s e s d e r r e g e l m ä ß i g e n K r e i s k o n s t r u k t i o n z u d e m 
U m f a n g d e r Z y l i n d e r f l ä c h e , a u f w e l c h e r d i e K o n s t r u k t i o n 
a u s g e f ü h r t w i r d . D i e s e n F a k t o r w e r d e n w i r m i t d e m B u c h -
s t a b e n b b e z e i c h n e n u n d a n d e u t e n a l s d e r „ r e l a t i v e K r e i s -
d u r c h m e s s e r " . 

U m die B e z i e h u n g fes tzustel len, w e l c h e be i den K r e i s s y s t e m e n 
z w i s c h e n d e m F a k t o r b u n d de r D i v e r g e n z a besteht, w e r d e n 
w i r z w e i Fälle, d ie dabe i z u un te r sche iden s i n d , besonders be-
sp rechen . H i e r b e i se i da r an er inner t , daß die H a u p t s p i r a l e rechts -
g e w u n d e n g e d a c h t w i r d . 

1. D i e m-zeilige S p i r a l e , a l so d ie a m schwächsten s te igende 
K o n t a k t s p i r a l e , sei r e c h t s g e w u n d e n . D i e F i g u r e n 7 u n d 8 (S. 18) g e b e n 
die Mögl ichkei ten an, w e l c h e der L a u f de r «-ze i l igen S p i r a l e d a b e i 
z e i g e n k a n n . 

E s g i l t g a n z a l l g e m e i n : 

moc = dm + d,,, • 3600. 

Für dm können w i r e inse tzen ^ ^ ^ ^ • 3 6 0 " , vi^enn der D u r c h -
messer des K r e i s e s da rges t e l l t w i r d d u r c h d, d ie S t e i g u n g der 
»2-ze i l igen S p i r a l e d u r c h ß u n d de r U m f a n g (o — o) d u r c h AB^). 

N u n ist j e d o c h nach unse re r V o r a u s s e t z u n g : 

so daß bm = 3 • 360« • cos ^ . 

M a n be t rachte nun i n be ide n F i g u r e n l^ABC; d a r i n w i r d AC—nd 
u n d BC ~ md s e i n ; we i t e r g i l t hierfür d ie F o r m e l : 

BO = AC^^ AB'i~2AB • AC cos ß 

u n d a l so : m^d'^ = nU^-\-AB^-2AB -ndcosß 

oder, w e n n m a n d u r c h AB^ d i v i d i e r t : 

mb^ = 7 i i b ^ + 1 - 2 b neos ß 

1) Es wird hier stillschweigend von der Annahme einer rechtsgewundenen Haupt-

spirale Gebrauch gemacht, denn allein in diesem Falle kann dvi = -\- • 360° sein. 

Ist die Hauptspirale linksgewunden, so ist in den Figuren 7 und 8 ö,« = — ' 360°. 
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sodaß ^ (n-i ~ m-i) b''-Y \ 
'''^ = 2Jnr~-

E s w i r d a l so : 
= ~ | ( « 2 _ ^ 2 ) + 11360 0 

Führen w i r dieses i n d ie F o r m e l , v o n de r w i r a u s g i n g e n , e in , so er-
hal ten w i r : 

= («2 - m^) b^+l + 2n Am (4a) 

2. B e t r a c h t e n w i r n u n den F a l l , be i d e m die w - z e i h g e K o n -
tak tsp i ra le l i n k s g e w u n d e n ist. D i e F i g u r e n 9 u n d 10 (S. 10) ve r -
anschau l i chen d iesen F a l l . 

W i r g e h e n aus v o n der P ' o r m e l : 
raa = (5„ + z l „ . 3 6 0 » 

oder = 3 c o s y • 3 6 0 " 

A u s de r B e t r a c h t u n g des A ABC f o lg t n u n w i e d e r : 
7?2rf2 = m^d^-^ AB^--2md- AB cosy 

- ( « 2 - ^ 2 ) 32-1-1 
also c o s y = ^ — 7 

' 2 mb 
woraus d a n n we i t e r abge le i t e t w e r d e n k a n n : 

mn a 
180« = + (4b) 

N u n s i n d diese F o r m e l n 4 a u n d 4 b un te r de r V o r a u s s e t z u n g 
gebi ldet , daß d ie H a u p t s p i r a l e r e c h t s g e w u n d e n ist. D i e j e n i g e n 
F o r m e l n , w e l c h e ge l ten , w e n n die H a u p t s p i r a l e l i n k s g e w u n d e n ist, er-
hält man , i n d e m m a n d iese lbe B e t r a c h t u n g w i e oben auf d ie S p i e g e l - . 
b i lde r der F i g u r e n 7, 8, 9 u n d 10 anwende t , m a n sieht abe r l e ich t e in, 
daß b e i der A n f e r t i g u n g dieser S p i e g e l b i l d e r n u r eine V e r t a u s c h u n g 
der v i e r F i g u r e n stattfindet. M a n k a n n also diese R e g e l aufs te l len : 

I s t d i e w - z e i l i g e S p i r a l e d e r H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m , 
s o g i l t F o r m e l 4 a , i s t s i e d e r H a u p t s p i r a l e a n t i d r o m , s o 
h a t d i e F o r m e l 4 b G e l t u n g . 

Für j eden W e r t , w e l c h e n m u n d 72 bes i tzen können, drücken 
die be iden F o r m e l n 4 a u n d 4 b das Verhältnis z w i s c h e n d e m W e r t b 
u n d de r D i v e r g e n z oc i n d e m K r e i s s y s t e m aus. Ist de r W e r t v o n oc 
gegeben , so ist h i e r d u r c h der W e r t v o n b b e s t i m m t u n d u m g e k e h r t . 

Z u der v o r i g e n B e t r a c h t u n g muß n u n sofor t b e m e r k t w e r d e n , 
daß be i de r A b l e i t u n g de r b e i d e n F o r m e l n n u r B e z u g g e n o m m e n 
ist auf d ie V o r a u s s e t z u n g , daß de r K o n t a k t m u n d n besteht, n ich t 
aber e iner z w e i t e n B e d i n g u n g en t sp rochen ist, w e l c h e r e i n r e g e l -
mäßiges K r e i s s y s t e m genügen muß. E s dürfen s i c h nämlich i n e i n e m 
so lchen S y s t e m n i r g e n d s d ie K r e i s e schne iden . E i n so l che r S c h n i t t 
k a n n abe r , w e n n auch de r F o r m e l 4 a ode r 4 b g e n ü g t i s t , d o c h 
noch stat t f inden. 

D e n k t m a n s i ch n u n die ve r s ch i edenen L a g e n , d ie d ie K r e i s e 
m u n d n i n b e z u g aufe inander e i n n e h m e n k ö n n e n , so w i r d es 
deut l ich , daß die L a g e , b e i de r sie s i c h so nahe w i e m ö g l i c h k o m m e n , 
diejenige se in muß, b e i de r K r e i s m u n d K r e i s n e inande r berühren, 
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b e i de r a lso de r dreizählige K o n t a k t {n—//i), in u n d n auf t r i t t ; 
d a g e g e n erhält m a n die L a g e , b e i de r d ie be iden K r e i s e so w e i t 
w i e m ö g l i c h v o n e inande r entfernt s ind , w e n n de r K o n t a k t in, n 
u n d + besteht . D a s s i n d a lso d ie Grenzfälle für den K o n t a k t 
m u n d n. B e i den b e i d e n dreizähligen K o n t a k t e n : m, n u n d 
{in Ar 11) u n d ( « — in), in u n d // bes i tzen aber h u n d a b e s t i m m t e 
W e r t e . A l l e d a z w i s c h e n g e l e g e n e n W e r t e en t sp rechen K r e i s -
s y s t e m e n m i t d e m K o n t a k t ni, u n d n, be i w e l c h e n k e i n S c h n i t t v o n 
K r e i s e n auftritt , d ie also d ie gewünsch te K r e i s k o n s t r u k t i o n m ö g l i c h 
m a c h e n . 

§ 5. W e r t e v o n h u n d oc für d r e i z ä h l i g e K o n t a k t e . D i e 
B e r e c h n u n g der W e r t e für b u n d a b e i dreizähligen K o n t a k t e n 
gesch ieh t auf f o l g e n de W e i s e : 

B e i d e m K o n t a k t / « , ii u n d ( ; « + li) l assen s i c h z w e i Fäl le 
un te r sche iden , e n t w e d e r is t d ie OT-zeilige S p i r a l e de r H a u p t s p i r a l e 
h o m o d r o m oder sie ist i h r a n t i d r o m . 

Ist s ie i h r „ h o m o d r o m " , d a n n g i l t , w e i l b e i d i e sem dreizähligen 
K o n t a k t a u c h d e r zweizähl ige K o n t a k t in u n d n besteht, d ie P ' o r m e l 4 a : 

D a n u n außerdem der zweizähl ige K o n t a k t /// u n d {in + ii) v o r h a n d e n 
ist, dürfen w i r diese F o r m e l n o c h e i n m a l a n w e n d e n , w e n n w i r n 
d u r c h m-\-n ersetzen, w o d u r c h sie übergeht i n d ie fo lgende : 

^'l^^:'^ = {n-^- 2 inn) b'^+1 + 2 {in+ n) Am 

D a n u n be i d e m dreizähligen K o n t a k t e d ie be iden a n g e g e b e n e n 
zweizähligen g l e i c h z e i t i g bes tehen, so können w i r aus diesen z w e i 
F o r m e l n d ie W e r t e v o n b u n d oc für d e n dreizähligen K o n t a k t 
f inden. E i n e einfache E l i m i n a t i o n g i b t : 

7« oc 2n-\-in „ . ,, 
+ 2 Am (5 b) 

1 8 0 » m^' + ni+inn 

B e t r a c h t e n w i r zwe i t ens d e n F a l l , daß die ra-zeilige S p i r a l e 
der H a u p t s p i r a l e „ant idrom" ist, d a n n ha t d ie F o r m e l 4 b G e l t u n g : 

— = -{n^--in^) b-^ + l-\-2mA„ 

B e s t e h t abe r d e r K o n t a k t in, n u n d {m + n), d a n n is t a u c h 
de r zweizählige K o n t a k t n u n d (/;/ + n) v o r h a n d e n u n d d a d ie 
« - z e i h g e S p i r a l e der H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m ist, können w i r für 
d iesen K o n t a k t F o r m e l 4 a a n w e n d e n , w e n n w i r d a r i n m d u r c h n 
u n d n d u r c h {m+n) ersetzen, w o d u r c h d iese lbe übergeht i n : 

= {m^- + 2inn)b^+l + 2{n + m)An. 

A u s diesen be ide n F o r m e l n e rg ib t s i c h abe r derse lbe W e r t 
v o n b a ls oben , während a g e g e b e n w i r d d u r c h : 

1800 ^ m-^+n-^+mn^'^'^"- ^^""^ 
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G l e i c h a r t i g e B e t r a c h t u n g e n w e r d e n für W e r t e v o n b u n d « 
für den dreizähligen K o n t a k t [n — m), m u n d n e r g e b e n : 

111 OL 2 11— III , „ , , « OC 2111 — 11 

r s ö 0 - ,n^+ n-^ - mn ' " " " ^ I s P = -^^1^=^^ + " ^" ^"^^^ 

A l l e W e r t e v o n b u n d « , d ie z w i s c h e n den aus den F o r m e l n 5 
u n d 6 h e r v o r g e h e n d e n Größen l i egen , w e r d e n n a c h d e m v o r h e r G e -
sagten K r e i s s y s t e m e n en t sp rechen , b e i denen z w i s c h e n den 
K r e i s e n in u n d n k e i n S c h n e i d e n auftr i t t u n d w o r i n d e m g e m ä ß 
n i rgends e in S c h n i t t de r K r e i s e z u finden ist. 

E s sei n o c h b e m e r k t , daß de r W e r t v o n b für d e n K o n t a k t n 
u n d (inArn) k l e i n e r is t a ls der für den K o n t a k t (n — m), in u n d n, 
bei g l e i c h e m W e r t v o n m u n d n. B e i d e m „höheren" dreizähligen 
K o n t a k t ha t also b e inen k l e i n e r e n W e r t als b e i d e m „niederen". 

§ 6 . G r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g . G r a p h i s c h darges te l l t können 
die be iden F o r m e l n 4 a u n d 4 b d u r c h eine P a r a b e l v e r a n s c h a u l i c h t 
we rden , w e n n m a n die W e r t e v o n a a u f de r A ' - A c h s e u n d die z u -
gehör igen v o n b a u f der K - A c h s e abträgt. D i e D a r s t e l l u n g I I 
T a f e l I I enthält so lche P a r a b e l n be i ve r s ch i edenen W e r t e n v o n /// u n d « ; 
später w i r d hierüber ausführlich g e s p r o c h e n w e r d e n . H i e r w o l l e n 
w i r n u r d ie A u f m e r k s a m k e i t da rau f l e n k e n , daß die A c h s e der 
P a r a b e l zusammenfällt m i t de r jen igen K o o r d i n a t a c h s e , au f de r a ab-
g e t r a g e n w i r d , u n d daß de r S c h e i t e l de r P a r a b e l auf de r se lben 
A c h s e g e l e g e n ist, w a s s i c h u n m i t t e l b a r aus den g e n a n n t e n F o r m e l n 
erg ib t . 

D i e F o r m e l 4 a w i r d d u r c h e ine P a r a b e l darges te l l t , de ren be ide 
Z w e i g e n a c h rech t s ge r i ch te t s i n d , 4 b d a g e g e n d u r c h eine solche , 
deren Z w e i g e n a c h l i n k s l aufen . A u s d e m v o r i g e n P a r a g r a p h e n 
e rg ib t s i c h n u n , daß n u r e in T e i l der u n e n d l i c h e n P a r a b e l den 
W e r t e n v o n b u n d a en t sp r i ch t , m i t w e l c h e n e in rege lmäßiges 
K r e i s s y s t e m z u k o n s t r u i e r e n ist. D i e s e r T e i l Hegt z w i s c h e n den 

P u n k t e n , de r e n O r d i n a t e n g e g e b e n s i n d d u r c h b- = ——— 
° in--\-n- — nin 

u n d b- = — ; D i e s e E n d p u n k t e des betreffenden Te i l e s , 
+11'Ar lim ^ 

von denen der ers tere a m höchsten g e l e g e n is t , en t sprechen den 
dreizähligen K o n t a k t e n — -/;/), in, n u n d w , ii, {in + ii). 

N a c h d e m v o r h e r G e s a g t e n müssen n u n i n j e d e m d e r den 
d r e i K o n t a k t e n en t sp rechenden P u n k t e d re i P a r a b e l n s i c h treffen 
u n d z w a r i m P u n k t in, n u n d {m + n) d i e j en igen , w e l c h e m i t den 
zweizähligen K o n t a k t e n ni u n d n, in u n d (;// + n) u n d n u n d {in + n) 
übereinstimmen. Ü b e r den V e r l a u f der d r e i P a r a b e l n v o n d e m 
Tre f fpunk t aus w e r d e n w i r später ausführlich sp rechen . 

A u s d e m G e s a g t e n lassen s i c h n o c h e in ige w i c h t i g e Schlüsse 
z iehen i n b e z u g a u f d ie R i c h t u n g de r K o n t a k t s p i r a l e n . 

§ 7. R i c h t u n g d e r K o n t a k t s p i r a l e n b e i - z w e i z ä h l i g e m 
K o n t a k t e . B e t r a c h t e n w i r d ie S e r i e zusammengehör iger W e r t e 
v o n b u n d a , d ie be i e i n e m b e s t i m m t e n zweizähligen K o n t a k t u n d 
be i e iner b e s t i m m t e n R i c h t u n g de r H a u p t s p i r a l e mög l i ch s i n d u n d 
w e l c h e also e i n e m b e s t i m m t e n Stück der P a r a b e l en tsprechen . B e i 
dem K o n t a k t e in, n u n d i^in + n) s i n d die m- u n d die w - z e i l i g e 
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S p i r a l e n a c h § 3 dieses K a p i t e l s i m m e r a n t i d r o m ; aber b e i d e m 
K o n t a k t e (n — ni), m u n d n, können diese S p i r a l e n e inande r s o w o h l 
an t i - a l s h o m o d r o m s e i n , u n d z w a r a n t i d r o m , w e n n « < 2m, u n d 
h o m o d r o m , w e n n ny2m. S i n d sie b e i d e m K o n t a k t {n — ni), m 
u n d n a n t i d r o m w i e b e i d e m K o n t a k t e m, n u n d {m+ti), d a n n 
müssen b e i kons t an t e r W i n d u n g s r i c h t u n g de r H a u p t s p i r a l e a u c h not-
w e n d i g e r w e i s e be ide S p i r a l e n b e i b e i d e n dreizähligen K o n t a k t e n 
d iese lbe R i c h t u n g bes i t zen . W ä r e das n i c h t de r F a l l , so würden 
be i d e m Ü b e r g a n g v o n K o n t a k t n — m,m u n d m z u m K o n t a k t m, 
n u n d m-\-n b e i d e ih re R i c h t u n g verändert h a b en müssen, was , 
ohne daß die K r e i s e m u n d n e inande r schne iden , n i ch t m ö g l i c h se in 
k a n n . D a aber z w i s c h e n d e m „höheren" u n d „niederen" K o n t a k t 
k e i n e ande ren dreizähhgen K o n t a k t e u n d also a u c h k e i n S c h n i t t 
v o n K r e i s e n v o r k o m m t , so ist e in P a s s i e r e n d e r K r e i s e ausge-
sch lossen . 

W i r k o m m e n also z u f o l g e n d e n z w e i Schlüssen: 
1. I s t n < 2m, d a n n m ü s s e n b e i a l l e n r e g e l m ä ß i g e n 

K r e i s s y s t e m e n m i t d e m K o n t a k t m u n d n, d i e m- u n d d i e 
« - z e i l i g e S p i r a l e e i n a n d e r a n t i d r o m s e i n . 

2. I s t n > 2m, d a n n w e r d e n u n t e r d e n r e g e l m ä ß i g e n 
K r e i s s y s t e m e n m i t d e m K o n t a k t m u n d n s o w o h l K o n -
s t r u k t i o n e n v o r k o m m e n , b e i w e l c h e n d i e m- u n d d i e 
« - z e i l i g e S p i r a l e a n t i d r o m , a l s a u c h s o l c h e , b e i w e l c h e n 
s i e h o m o d r o m s i n d . 

E s läßt s i c h n u n , w i e l e i ch t e inzusehen ist, d iesen z w e i R e g e l n 
n o c h eine dr i t te hinzufügen. 

3. D i e « « - z e i l i g e K o n t a k t s p i r a l e z e i g t b e i k o n s t a n t e r 
W i n d u n g s r i c h t u n g d e r H a u p t s p i r a l e i n a l l e n F ä l l e n m i t 
d e m s e l b e n K o n t a k t m u n d « a u c h g l e i c h e W i n d u n g s -
r i c h t u n g u n d z w a r s o w o h l w e n n « < 2m, a l s w e n n ny2m i s t . 

E s f o lg t aus d ieser le tz ten R e g e l , daß i n a l l en Fällen m i t 
d e m s e l b e n K o n t a k t in u n d « , d ie »«-zeil ige S p i r a l e e n t w e d e r de r 
H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m ode r a n t i d r o m g e w u n d e n i s t , daß es aber 
unmög l i ch ist , daß i n g e w i s s e n Fällen m i t e i n e m K o n t a k t m u n d « d ie 
be ide n S p i r a l e n h o m o d r o m , während sie i n ande ren Fällen m i t d i e sem 
K o n t a k t a n t i d r o m laufen . E s ist d ies d a r u m v o n Interesse , w e i l da raus 
he rvo rgeh t , daß w i r für e inen b e s t i m m t e n K o n t a k t e n t w e d e r F o r m e l 
(4a) oder (4b) a n z u w e n d e n h a b e n u n d n i c h t e t w a für b e s t i m m t e Fäl le 
des K o n t a k t s d ie eine F o r m e l , für andere Fäl le d ie zwei te . 

A u s d e m G e s a g t e n fo lg t abe r , daß , fal ls « < 2 « « i s t , d ie 
« - ze ihg e S p i r a l e i n ve r sch iedenen Fällen m i t d e m K o n t a k t e m u n d « 
w o h l d ie W i n d u n g s r i c h t u n g ändern k a n n u n d daß dabe i d ie M ö g -
l i c h k e i t besteht, daß diese S p i r a l e v e r t i k a l verläuft; d ie D i v e r g e n z beträgt 

i n d i e sem le tz ten F a l l a = — - • 3 6 0 " . Ist « < 2 « « , d a n n k a n n dieser 
F a l l n ich t v o r k o m m e n . ^ 

§ 8. A n n ä h e r u n g s w e r t e fü r d i e D i v e r g e n z b e i m K o n -
t a k t m u n d « . I n de r V o r a u s s e t z u n g , daß n<_2m ist, lassen s i c h 
n u n e i n i g e sehr b e m e r k e n s w e r t e Schlüsse z i ehen über d ie G r e n z -
wer te , z w i s c h e n w e l c h e n s i c h d ie D i v e r g e n z b e i m- u n d «-zäh l igem 
K o n t a k t b e w e g t . 

E s s i n d nämhch b e i d ieser V o r a u s s e t z u n g d ie m- u n d die « -
z e i l i g e S p i r a l e stets a n t i d r o m ; u n d es w e r d e n d a n n a u c h d ie « - u n d 
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{m-\-n)-zeilige S p i r a l e das i m m e r sein , w o b e i un te r der ( « + OT)-zeihgen 
S p i r a l e n ich t e ine „Kontakf ' sp i ra l e ve r s t anden ist, sonde r n die 
{m n)-zeilige S p i r a l e des P u n k t s y s t e m e s , u m dessen P u n k t e d ie 
K r e i s k o n s t r u k t i o n m i t K o n t a k t e n m u n d « a u s g e f ü h r t w e r d e n k a n n . 

Ist n u n d ie »«-zeil ige S p i r a l e de r H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m , d ie 
« - z e i l i g e i h r a lso a n t i d r o m , d a g e g e n d ie ( » 2 - | - ^ ) - z e i l i g e i h r h o m o -
d r o m , d a n n können w i r für diese z w e i le tz ten S p i r a l e n d i e F o r m e l 
3 b aus § 9 , K a p . I a n w e n d e n ; es w i r d a l s o : 

. 360« < a < ^ . 3 6 0 5 (7a) 
m-\-n' ' n ' 

Is t d a g e g e n d ie «2-ze i l ige S p i r a l e de r H a u p t s p i r a l e a n t i d r o m , 
d e m g e m ä ß d ie « - z e i h g e i h r h o m o - u n d d ie ( « « - | - « ) - z e i l i ge i h r an t i -
d r o m , so können w i r für diese z w e i l e tz ten S p i r a l e n F o r m e l 3 a aus 
§ 9 K a p . I a n w e n d e n , u n d es w i r d : 

' ^ " ' + " • 3 6 0 ° > a -> — - 3 6 0 » ( 7 b ) 
m-\-n ' n 

A l l g e m e i n g i l t ^ a l so , w e n n n <^2m, d ie F o r m e l : 

^ ^ ^ • 3 6 0 0 < a < ^ . 3 6 0 0 ( 7 ) 

m + n > S> n 
D i e obe ren Z e i c h e n g e l t e n , w e n n die « « - z e i h g e S p i r a l e de r 

H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m ist, d ie un te ren , w e n n s ie i h r a n t i d r o m ist^). 
V o n F o r m e l ( 7 ) w i r d später e ine b e d e u t u n g s v o l l e A n w e n d u n g 

g e m a c h t w e r d e n . 

§ 9 . R e c h t w i n k l i g e K o n t a k t e . W i r f r agen jetzt , w e l c h e 
W e r t e de r P ' ak to r b u n d die D i v e r g e n z a aufweisen, w e n n b e i e i n e m 
K o n t a k t «« u n d « , d ie « « - u n d «-ze i l igen S p i r a l e n e inande r recht -
w i n k l i g s chne iden , d. h . w e n n e in „rechtwinkl iger K o n t a k t m u n d « " 
besteht. 

E s w i r d e in leuch ten , daß eine so l ch e L a g e de r S p i r a l e n n u r 
dann v e r w i r k l i c h t se in k a n n , w e n n d ie m- u n d «-ze i l ige S p i r a l e e in -
ander a n t i d r o m s ind , u n d also R i c h t u n g s l a g e n aufweisen , w i e s ie i n 
F i g . 7 u n d F i g . 9 a b g e b i l d e t s ind , m i t d e m U n t e r s c h i e d aber, daß 
der W i n k e l z w i s c h e n den S p i r a l e n e in rech te r se in muß. 

A u s d iesen be iden F i g u r e n e r g i b t s i ch dann , w e n n d e r K r e i s -

du rchmesse r w i e d e r g l e i c h d gesetzt w i r d , daß für r e c h t w i n k l i g e 

K o n t a k t e = . « ^ ^ . - f - « ^ o T ^ 

ist, u n d daraus f o l g t : 1 
= - m ^ 

D i e s e F o r m e l g i l t a lso s o w o h l für den F a l l , daß die ««-zeil ige 
S p i r a l e de r H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m läuft, a ls für den jen igen , daß 
diese S p i r a l e n e inande r a n t i d r o m g e w u n d e n s i nd . 

D i e zugehör igen W e r t e v o n a f indet m a n , i n d e m m a n d iesen 
W e r t v o n b i n d ie F o r m e l n 4 a u n d 4 b einsetzt.- A l s o w i r d , w e n n 
die «2-zei l ige S p i r a l e de r H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m läuft, d ie D i v e r g e n z 

1) Wir geben dieser Formel in bestimmten Fällen den Vorzug vor der früher ge-
fundenen: — • 300" 5- a — • 300°, weil sie engere Grenzen angibt als die letztere. 

m > > « 
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für den r e c h t w i n k l i g e n K o n t a k t m u n d n g e g e b e n d u r c h d ie F o r m e l : 

" ' ° ' = = ^ ^ ^ ^ ^ + ^ " ' j 3 6 0 ^ ( l o a ) 

während für den F a l l , daß diese be ide n S p i r a l e n a n t i d r o m g e w u n d e n 
s ind , die D i v e r g e n z für den g e n a n n t en K o n t a k t ge funden w i r d d u r c h 
die F o r m e l : / x 

^^=' = ( ; ; ; q r 7 ^ + ^ « ) 3 6 0 » . (10b) 

W i r b e m e r k e n noch , daß de r W e r t v o n b, w e l c h e r aus de r 
F o r m e l (9) fo lg t , z w i s c h e n den b e i d e n W e r t e n l i eg t , w e l c h e d ieser 
F a k t o r b e i den dreizähligen K o n t a k t e n in, n u n d {m + ri) u n d (n — m), 
VI u n d n bes i tz t u n d w e l c h e d u r c h d ie F o r m e l n 5 a u n d 6 a g e g e b e n 
s i nd . N u n w a r e n diese be ide n W e r t e d ie G r e n z e v o n a l l en W e r t e n 
v o n b, w e l c h e rege lmäßigen K r e i s s y s t e m e n en t sprechen . H i e r a u s 
fo lg t also, daß b e i a l l e n mögl ichen W e r t e n für m u n d n a u c h e ine 
K r e i s k o n s t r u k t i o n m i t r e c h t w i n k l i g e m K o n t a k t r ea l i s i e rba r ist. 

Kapitel III. Systeme von tangierenden Kreisen mit Kontakten 
aus der Hauptreihe auf einer Kreiszylinderfläche. 

§ 1. D i e H a u p t r e i h e . D i e a l l g e m e i n e n B e t r a c h t u n g e n de r 
v o r h e r g e h e n d e n K a p i t e l w o l l e n w i r n u n a n w e n d e n a u f b e s t i m m t e 
Zah l enbe i sp i e l e ; d a d u r c h w i r d das B e s p r o c h e n e n o c h näher erläutert 
w e r d e n . 

A n erster S t e l l e w o l l e n w i r z w e i - u n d dreizähhge Kontaktfäl le 
b e s p r e c h e n , w o b e i d ie W e r t e m u n d n z w e i oder d r e i au fe in -
ande r f o l g e n d e Z a h l e n s i n d aus de r R e i h e : 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21 , 34, 55, 89 usw. , 
e ine R e i h e , w e l c h e s i c h d u r c h die be ide n E i g e n s c h a f t e n auszeichnet , 
daß d ie ers ten G l i e d e r d ie e infachen Z a h l e n 0 u n d l s i n d u n d daß 
j edes fo lgende G l i e d g l e i c h de r S u m m e der b e i d e n v o r h e r g e h e n -
den ist. 

D i e s e R e i h e is t b e i den M a t h e m a t i k e r n als d ie R e i h e v o n 
L A M E oder v o n G E R H A R D T bekann t , w i r d j e d o c h v o n den B o t a n i k e r n 
gewöhn l i ch a ls d ie v o n F I B O N A C C I , B R A U N oder a u c h w o h l 
k u r z w e g als d ie H a u p t r e i h e beze i chne t ' ) . W e i t e r h i n w e r d e n 
w i r ausschheßhch diesen le tz ten A u s d r u c k a n w e n d e n u n d w e r d e n , 
s o b a l d m u n d n z w e i aufe inander fo lgende G l i e d e r d ieser R e i h e 
s i n d , v o n e i n e m z w e i z ä h l i g e n K o n t a k t e vi u n d n a u s d e r 
H a u p t r e i h e sp rechen . 

I n dieser R e i h e ist, abgesehen v o n den ers ten v i e r G l i e d e r n , 
jedes fo lgend e G l i e d k l e i n e r als das doppe l t e v o r h e r g e h e n d e . D i e 
E i g e n s c h a f t e n , d ie w i r i n § 3 u n d § 7 des v o r i g e n K a p i t e l s für 
n <^2m abge le i te t haben , g e l t e n also i n a l l en Fäl len, i n denen m 

1) Man vergleiche: F . L U D W I G . Weiteres über Fibonacciluirven (Originalrait-
teilung), Bot. Zentralbl. Bd L X V I I I , 17. Jahrg. 1896, S. 1—8. 
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u n d n z w e i au fe inande r f o l g e n de G l i e d e r der H a u p t r e i h e s ind . E s 
w i r d s i c h dies für unsere B e t r a c h t u n g e n als v o n g r o ß e m Interesse 
herausste l len. 

§ 2. B e r e c h n u n g v o n u n d zi„ fü r z w e i z ä h l i g e K o n -
t a k t e a u s d e r H a u p t r e i h e . W i e aus d e m he rvo rgeh t , w a s w i r 
i n K a p i t e l I § 8 be sp rochen h a b e n , lassen s i c h d ie W e r t e zl,„ u n d 
An i m a l l g e m e i n e n b e s t i m m e n , i n d e m w i r den le tz ten Annähe rungs -

b r u c h des A u s d r u c k e s — berechnen , dessen Zähler u n d N e n n e r sie 
n 

bi lden . Führt m a n eine so lche B e r e c h n u n g d u r c h i n den Fällen, 
i n w e l c h e n m u n d n au fe inander fo lgend e G h e d e r de r H a u p t r e i h e 
s ind, so f inde t m a n , daß. 

w e n n : 

dann 

V 1 ' 2 ' 3 ' 5 ' 8 ' 13 ' 2 1 ' 34 ' 

zl„ ^ 0 ' T ' T ' 1 ' 2 ' 3 ' 5 ' T ' 13 ' 

(11) 

ist. D i e s e s R e s u l t a t v e r d i e n t h i n s i c h t l i c h der ers ten d r e i G l i e d e r 

e in ige nähere Erläuterung. Für den F a l l — = — - , — o d e r — ist , 
m n i l 2 

läßt s i c h j a de r A u s d r u c k — n i c h t ohne A n w e n d u n g eines K u n s t -
griffes i n d ie F o r m eines K e t t e n b r u c h e s schre iben , dessen le tz ter 
Annäherungsbruch z u b e s t i m m e n wäre. I n d i e sem F a l l e ist es n u n 
das Bes te , z u der F o r m e l zurückzukehren, aus de r w i r z u oben-
s tehender R e g e l g e k o m m e n s ind . W i r h a b e n nämlich ursprünglich 
abgelei tet , daß A,„ u n d A„ d ie k l e i n s t e n g a n z e n W e r t e s ind , d ie der 
F o r m e l mAn — nA,n=+ 1 en t sp rechen ; s i n d n u n m u n d n k l e i n , 
w i e i n den d re i g e n a n n t e n Brüchen, so lassen s i c h d ie W e r t e v o n 
Am u n d An aus d ieser G l e i c h u n g d u r c h P r o b i e r e n m i t ande ren k l e i n e n 
W e r t e n u n m i t t e l b a r f inden . M a n w i r d d a n n a u c h die R i c h t i g k e i t 

der o b e n a n g e g e b e n e n W e r t e v o n für d ie ersten d r e i G l i e d e r 
ZI« 

der Identitätsreihe sehr l e i ch t be i A n w e n d u n g dieser F o r m e l e i n -
sehen. 

M a n k a n n n u n aus den b e i d e n g e g e b e n e n R e i h e n für 

^ u n d ~ fo lgende E i g e n s c h a f t h e r l e i t e n : A b g e s e h e n v o n d e m 

W e r t e i s t für a l l e W e r t e d e s A u s d r u c k e s — d e r B r u c h 
\- u 1 • u 2 w - « ^ ^ - u ~7~ i d e n t i s c h g f l e i c h z u s e t z e n . M a n k a n n dies a u c h 

A„ ^ n — m 
fo lgendermaßen ausdrücken: S i n d m. u n d « z w e i aufe inander f o l g e n d e 
G l i e d e r d e r H a u p t r e i h e , d a n n i s t : 

zl,„ = 2m — n ) 
A„ — n — m i 

m i t A u s n a h i n e des F a l l e s , w o m = 0 u n d 7i = l ist. 
D i e Ta t sache , daß der e infachste F a l l m — O, n = l von dieser 

R e g e l ausgesch lossen ist , f indet i h r e Erklärung i n d e m Umstände, 
daß i n d i e sem F a l l e d ie W e r t e v o n zl,„ u n d An d ie frühere B e d e u t u n g 
v e r l o r e n haben . D e r d iesen W e r t e n en t sprechende K o n t a k t f a l l , 

I t e r s o n , Studien über Blattstellungen. 3 
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w e l c h e r später näher be sp rochen w i r d , is t aber so e infach, daß e in 
l a n g e s V e r w e i l e n b e i dieser A u s n a h m e unnöt ig erscheint . 

D e r h i e r g e g e b e n e B e w e i s is t n i ch t s t r e n g m a t h e m a t i s c h , es 
m ö g e e in ande re r fo lgen , der uns z u g l e i c h G e l e g e n h e i t g e b e n w i r d , 
e inze lne bedeutende E i g e n s c h a f t e n de r H a u p t r e i h e näher z u be -
l euch ten . 

W i r n e h m e n a n , daß in u n d n au fe inander f o l g e n d e G l i e d e r 
de r H a u p t r e i h e s i n d ( jedoch n i c h t d ie k l e ine ren ) , es s i n d d a n n 
5 »2 — 3 « , 2n — Sm, 2 m — n, n — m G l i e d e r d ieser R e i h e , d ie 
m u n d n v o r h e r g e h e n . 

in 
Zuer s t se i d a r a u f h i n g e w i e s e n , daß d e r B r u c h — i n d i e se m 

F a l l e stets da rges t e l l t w e r d e n k a n n d u r c h e inen K e t t e n b r u c h , dessen 
T e i l n e n n e r a l le g l e i c h 1 s i nd . E s ist nämlich i n d ieser R e i h e e in 
fo lgendes G l i e d stets k l e i n e r als das doppe l te v o r h e r g e h e n d e , u n d 

III 

es läßt s i c h d a r u m de r B r u c h — i n d ieser F o r m s c h r e i b e n : 
11 

m i l 1 
— = = = = u sw . 
n ^ . n— m . . . 1 1 m ^ ^ 2m —n ^ 1 (a) 

n — m 2n—'dm 
2m —n 

D i e T e i l u n g k a n n for tgese tz t w e r d e n b i s m a n e inen R e s t — erhält. 

W i r können also a u c h f o l g e n d e S c h r e i b w e i s e a n w e n d e n : 

- = ( 1 , 1 , 1 , 1 , . . . . j G h e d e r 1 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ) 
n ^ > 

N u n erwähnten w i r , daß für die B e s t i m m u n g v o n der K e t t e n -
m " 

b r u c h , de r d e n A u s d r u c k — da r s t e l l t , a b g e b r o c h e n w e r d e n muß, 

s o b a l d e in g a n z e r R e s t e rha l t en w i r d ; n u r d a n n erhält de r le tz te 

Annäherungsbruch den W e r t (siehe S . 20). D a r u m dürfen w i r 

für den K e t t e n b r u c h n ich t obens tehende S c h r e i b w e i s e a n w e n d e n , 
s o n d e r n h a b e n fo lgende z u n e h m e n : 

^ = { 1 ,1 ,1 ,1 s G l i e d e r 1 1 , 1 , 1 , 2 } . 

D e r le tz te Annäherungsbruch des K e t t e n b r u c h e s is t a l so : 

^ ( 1 , 1 , 1 , 1 , s G h e d e r 1 1,1,1 } 

ode r w i e d e r auf d i e ande re W e i s e g e s c h r i e b e n : 

— = { 1 , 1 , 1 , 1 s G h e d e r 1 . . . . 1, 2 } 

D e r j e n i g e K e t t e n b r u c h , der den A u s d r u c k ^ dars te l l t , unter -
An 

scheide t s i c h a l so v o n d e m , w e l c h e r i d e n t i s c h ist m i t d e m B r u c h 

^ d a r i n , daß 2 T e i l n e n n e r 1 w e n i g e r d a r i n v o r k o m m e n . 
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S c h r e i b t m a n n u n den B r u c h — ^ auf d iese lbe W e i s e a ls 
n — m 

m 
K e t t e n b r u c h , w i e w i r o b e n be i — taten, so w i r d : 

n 

2m —n _ 1 
n — m 2n — 'im (ß) 

"2 m - n 

u n d v e r g l e i c h t m a n die A u s d r ü c k e (K) u n d (ß), so is t k l a r , daß d i e 

Ket tenbrüche, d u r c h w e l c h e d ie A u s d r ü c k e — u n d d a r g e -
n n — m 

stel l t w e r d e n können, ebenfal ls n u r d a r i n ve r sch i eden s i n d , daß i n d e m 
ersten A u s d r u c k z w e i T e i l n e n n e r 1 m e h r v o r k o m m e n . D a n n ist j e -
, , ^ . A„, 2 m —n 

d o c h n o t w e n d i g e r w e i s e = 
A„ n — m 

D e r h i e r ge l ie fer te B e w e i s g i l t selbstverständlich ausschließlich 
m 

für die Fä l le , b e i denen i n d e m K e t t e n b r u c h für — mindes tens 
n 

m 3 
z w e i T e i l n e n n e r v o r k o m m e n , a l so für a l l e W e r t e v o n — ^ — • Für 

/ m 0\ ^ — 
die n iede ren W e r t e m i t A u s n a h m e v o n — == ^ l k a n n m a n s i ch 

V « 1/ 
aber u n m i t t e l b a r v o n der R i c h t i g k e i t unsere r R e g e l überzeugen. 

§ 3. Z a h l e n b e z i e h u n g z w i s c h e n m u n d n i n d e r H a u p t -
r e i h e . D i e gefundene E i g e n s c h a f t setzt uns i n den S t a n d e ine B e -
z i e h u n g a b z u l e i t e n , d ie z w i s c h e n m u n d n besteht , s o b a l d diese 
Größen aufe inander f o l g e n d e G l i e d e r der H a u p t r e i h e s i n d , e ine 
E igenscha f t , v o n de r späterhin G e b r a u c h g e m a c h t w e r d e n s o l l . 

N a c h F o r m e l (2) i s t : 

mA„ — nA,n = ± 1 

Setz t m a n h i e r i n d ie d u r c h (12) g e g e b e n e n W e r t e v o n A,,, u n d A,, 
ein, so w i r d : 

m [n — Vi) — 7i(2m — n) — + 1 

o d e r : n"-— mn — m - = + \ (13) 

V o n der R i c h t i g k e i t d ieser F o r m e l k a n n m a n s i ch sehr l e i ch t d u r c h 
E i n s e t z e n v e r s c h i e d e n e r W e r t e aus de r H a u p t r e i h e für m u n d n 
überzeugen i). 

§ 4. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d a für z w e i z ä h l i g e 
K o n t a k t e a u s d e r H a u p t r e i h e . S e t z e n w i r d ie W e r t e , d ie w i r 
i n § 2 für A,,, u n d A„ f anden , nämlich A„,= 2m — n, A„ = n — m 
in d ie F o r m e l n 4 a u n d 4 b e i n , so können w i r , w e n n w i r es m i t 
zweizähligen K o n t a k t e n aus de r H a u p t r e i h e z u t u n haben , d ie B e -
z i e h u n g z w i s c h e n b u n d a ausdrücken d u r c h f o l g e n d e G l e i c h u n g : 

( « 2 _ ^ 2 ) ^ 2 + i + 2 « ( 2 7 « - « ) (14a) 

1) Diese Eigenschaft gilt auch für OT = 0, » = 1, und ist auf einfachem Wege 
zu beweisen, ohne von der im vorigen § besprochenen Eigenschaft auszugehen; für 
unseren Zweck ist der obenstehende Beweis hinreichend. 

3* 
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für den F a l l , daß d i e m-zeilige S p i r a l e d e r H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m 
läuft, u n d d u r c h d i e G l e i c h u n g : 

ill or 
_ _ _ = _ («2 _ ^2 + 1 + 2 w («. - m) (14b) 

für den F a l l , daß diese be ide n S p i r a l e n e inande r a n t i d r o m s ind . 
J e d o c h m u ß h i e rbe i der V o r b e h a l t g e m a c h t w e r d e n , daß d i e 

G l e i c h u n g e n A„, = 2 m —n u n d A„ = n — m n i c h t ge l t en für d e n 
K o n t a k t f a l l m = Q, n = 1, sodaß dafür a u c h d ie G l e i c h u n g e n 14 a 
u n d 1 4 b n i c h t gül t ig s i n d . U m n u n für d e n K o n t a k t 0 u n d 1 d i e 
B e z i e h u n g z w i s c h e n 6 u n d a z u f inden , müssen w i r z u den F o r m e l n 
4 a u n d 4 b zurückkehren. W e l c h e v o n d iesen b e i d e n G l e i c h u n g e n 
w i r j e d o c h a n w e n d e n müssen, ist n i c h t ohne we i t e re s e inzusehen, 
d a dies j a d a v o n abhängt, ob die w - z e i l i g e S p i r a l e h o m o - oder an t i -
d r o m z u r H a u p t s p i r a l e ist, während dies v o n d e r 0 -ze ihgen S p i r a l e 
natürlich n i ch t a n z u g e b e n ist. V e r s u c h t m a n aber d ie F o r m e l n 4 a 
u n d 4 b für m = 0, n = 1, A„, = 1, A,, = 0 z u be rechnen , so g i b t 
4 a e twas U n m ö g l i c h e s u n d es b l e ib t a l l e i n 4 b für d i e A n w e n d u n g 
gee igne t u n d diese g i b t : 

b = 1 

H i e r a u s e rhe l l t a lso, daß de r K o n t a k t 0 u n d 1 b e i a l l e n mögl ichen 
W e r t e n v o n oc v o r k o m m e n k a n n , aber daß stets b = 1 se in muß. 

W i r h a b e n h i e r b e i n o c h k e i n e Rücks i ch t g e n o m m e n auf d ie 
B e m e r k u n g e n , d ie i n § 4 u n d § 5 K a p . I I g e m a c h t s i nd . A u s d iesen 
fo lg t nämhch, daß a l l e in d ie W e r t e v o n b u n d a, d ie z w i s c h e n den-
j e n i g e n l i e g e n , w e l c h e ge l t en für d e n K o n t a k t {n — m), m u n d n 
u n d für den K o n t a k t m, n u n d {m-\-n), für d ie K o n s t r u k t i o n e n m i t 
d e m K o n t a k t m u n d n b r a u c h b a r e W e r t e g e b e n . W i r w e r d e n 
j e d o c h b e i de r B e s p r e c h u n g de r dreizähligen K o n t a k t e s ehen , daß 
dies für den K o n t a k t 0 u n d 1 k e i n e Beschränkung ve ru r sach t . 

B e t r a c h t e n w i r n u n an z w e i t e r S t e l l e d e n K o n t a k t 1 u n d 1, 
wofür d ie F o r m e l n (14) w o h l G e l t u n g haben . W e l c h e d iese r 
G l e i c h u n g e n (14a) oder (14b) müssen w i r a n w e n d e n ? A u c h h i e r 
s tehen w i r w i e d e r v o r de r S c h w i e r i g k e i t , daß die w - z e i l i g e S p i r a l e , 
h i e r also d ie 1-zeil ige, s o w o h l h o m o d r o m als a n t i d r o m z u r H a u p t -
sp i r a l e aufgefaßt w e r d e n k a n n , w e i l h i e r k e i n U n t e r s c h i e d besteht 
z w i s c h e n de r »«-zeil igen u n d de r w-ze i l igen . W i r können uns a u c h 
h i e r auf d iese lbe W e i s e aus d e r S c h w i e r i g k e i t he l fen . D e n n v e r -
such t m a n m = l, n = l, A,n = l, ^ „ = 0 i n d ie F o r m e l (14a) e i nzu -
setzen, so k o m m t i r ian w i e d e r z u e i n e m unmögl ichen R e s u l t a t u n d 
es b l e ib t n u r d ie F o r m e l (14 b) übr ig , d ie uns a ls B e z i e h u n g z w i s c h e n 
b u n d a be i d e m K o n t a k t e 1 u n d 1 g i b t : 

o c = 1 8 0 « 

H i e r a u s folgt , daß b e i d e m K o n t a k t e 1 u n d 1 stets eine D i v e r g e n z 
v o n 1 8 0 " he r r schen m u ß , daß aber b a l le m ö g h c h e n W e r t e be-
s i t zen k a n n . N u n w i r d d ieser K o n t a k t 1 u n d 1 b e g r e n z t d u r c h 
d e n dreizähligen K o n t a k t 0, 1 u n d 1 u n d den dreizähligen K o n t a k t 
1, 1 u n d 2. D i e W e r t e v o n oc u n d b für d iesen le tz ten K o n t a k t 
b i l d e n a u c h eine de r G r e n z e n für den K o n t a k t 1 u n d 2. 

B e t r a c h t e n w i r n u n d iesen K o n t a k t 1 u n d 2 , d a n n is t es deut-
l i c h , daß h i e r b e i a l le Z w e i f e l über d ie A n w e n d u n g de r F o r m e l (14a) 
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oder (14b) s c h w i n d e n . S i c h e r is t j a h i e r d ie m-zeilige S p i r a l e de r 
H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m , d a j a diese S p i r a l e n i den t i s c h s i nd . A u s 
der F o r m e l (14a) fo lg t d u r c h E i n s e t z e n v o n m = l, n = 2, A,„ = 0 u n d 

^ ' ' = 1- a = ( 3 i 5 2 + l ) 9 0 o 
D e r K o n t a k t 1 u n d 2 w i r d a u f der e inen S e i t e , w i e gesagt , 

begrenz t d u r c h den K o n t a k t 1, 1 u n d 2, auf der anderen Se i t e d u r c h 
den dreizähligen K o n t a k t 1, 2 u n d 3, der z u g l e i c h den e inen G r e n z -
fal l b i l d e t für den K o n t a k t 2 u n d 3. W e l c h e F o r m e l (14a oder 
14b) muß m a n n u n für d iesen K o n t a k t 2 u n d 3 a n w e n d e n ? D i e s 
läßt s i c h i n f o l g e n d e r W e i s e d e u t l i c h m a c h e n : 

B e i d e m dreizähhgen K o n t a k t 1, 2 u n d 3 läuft n a c h § 3 S. 24 
die z w e i z e i l i g e S p i r a l e s i che r a n t i d r o m de r w^-zeihgen, d. h . h i e r de r 
H a u p t s p i r a l e ; d a n n aber muß diese z w e i z e i h g e S p i r a l e n a c h § 7 
S. 29 a u c h für a l l e Kontaktfäl le m i t d e m K o n t a k t 2 u n d 3 der 
H a u p t s p i r a l e a n t i d r o m laufen . F o l g l i c h muß für den K o n t a k t 2 
u n d 3 d ie F o r m e l (14b) a n g e w e n d e t w e r d e n , w e l c h e n u n e r g i b t : 

a = ( 1 - 3 2 ) 150" 

A u f eben d iese lbe W e i s e we i s t m a n n a c h , daß für d e n K o n t a k t 3 

Tabelle I. 
Zweizählige Kontakte aus der Hauptreihe bei regelmäßigen Kreissystemen auf der 

Kreiszylinderfläche. 

Kon takte: Die Beziehung zwischen 
a und b: 

Werte von a und b 
für rechtwinklige Kontakte: 

0 und 1 b=zl <^ = j • 360° = 0 ° 

b= 1 

1 und 1 a = 180» 
a = i • 360° = 180» 

b = 0,70711 

1 und 2 a = (1-1-34') 90° 
a = | . 360° = 144» 

5 
4 = 0,44721 

2 und 3 a = (1-4=) 150» 
a = ^ • 360» = 138° 28' 

lo 
b = 0,27735 

3 und 5 a = (11-f 16*') 12° 
a = i | . 360° = 137» 39' 

4 = 0,17150 

5 und 8 2 a = (31 - 39 A') 9° 
az=^. 360» = 137°31' 

b = 0,10600 

8 und 13 26 a = ( 7 9 + 105 4^)45° 
a = H • 360° = 137» 30' 39" 

4 = 0,06551 
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u n d 5 d ie d r e i ze i l i ge S p i r a l e der H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m läuft u n d 
a lso F o r m e l (14 a) a n g e w e n d e t w e r d e n muß. W e n n m a n so fort-
fährt, k a n n m a n a ls a l l g e m e i n e R e g e l aufs te l l en : 

D i e m-zeilige S p i r a l e läuft de r H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m für d ie 
K o n t a k t e : 

1 u n d 2, 3 u n d 5, 8 u n d 13, 21 u n d 34, 55 u n d 89 u s w . 
D a g e g e n s i n d diese S p i r a l e n e inande r a n t i d r o m für d ie K o n -

t ak t e : 
1 u n d 1, 2 u n d 3, 5 u n d 8, 13 u n d 21, 34 u n d 55 u sw . 
D i e F o r m e l (14a) g i l t a lso für d ie e r s tgenann ten K o n t a k t e , 

d ie F o r m e l (14b) d a g e g e n für d ie l e t z tgenann ten . 
H i e r m i t s i n d a l le S c h w i e r i g k e i t e n für d ie B e r e c h n u n g de r B e -

z i e h u n g z w i s c h e n d u n d a für den F a l l , daß m u n d n G h e d e r de r 
H a u p t r e i h e s ind , aus d e m W e g geräumt. 

I n T a b e l l e I (S. 37) f indet m a n für e in ige w i c h t i g e Kontaktfäl le 
dieser R e i h e d ie B e z i e h u n g n o c h näher a n g e g e b e n . 

§ 5. D r e i z ä h l i g e K o n t a k t e a u s d e r H a u p t r e i h e . O b w o h l 
w i r i n § 5 K a p i t e l I I den a l l g e m e i n e n A u s d r u c k für d u n d a für 
dreizählige K o n t a k t e abgele i te t haben , so ist d ie B e r e c h n u n g d a v o n 
d o c h e infacher auszuführen, w e n n m a n d ie B e z i e h u n g e n , d ie z w i s c h e n 
3 u n d IX für d ie zweizähligen K o n t a k t e ge funden w u r d e n , dabe i an -
wende t . 

E s w e r d e n nämhch d ie W e r t e v o n d u n d a für den dreizähligen 
K o n t a k t 0 , 1 u n d 1 s o w o h l der B e z i e h u n g , d i e für 6 u n d a b e i 
d e m K o n t a k t e 0 u n d 1 g i l t , a ls a u c h de r j en igen b e i d e m K o n t a k t e 
1 u n d 1, genügen , d. h . a l so : 

3 = 1 u n d a = ISO« 

I n g l e i c h e r W e i s e w e r d e n die W e r t e v o n b u n d a b e i d e m K o n -
t a k t e 1, 1 u n d 2 s o w o h l de r B e z i e h u n g genügen , d ie b e i d e m K o n -
t ak t e 1 u n d 1 als a u c h der jen igen , d ie b e i d e m K o n t a k t e 1 u n d 2 
g i l t , d. h . a l s o : 

a = 180« u n d a = (3 3 2 + 1 ) 9 0 « 

w o r a u s f o l g t : 6 = 0 ,57735. 
S o w i r d auc h der K o n t a k t 1, 2 u n d 3 g e f u n d e n w e r d e n aus 

den b e i d e n B e z i e h u n g e n : 

a = (3 3 2 + 1 ) 9 0 « u n d a = ( 1 - 3 2 ) 1 5 0 « 

dies e r g i b t 3 = 0,37797, x = 1 2 8 « 3 4 ' 3 7 " . 

Tabelle n . 
Dreizählige Kontakte aus der Hauptreihe bei regelmäßigen Kreissystemen auf der 

Kreiszylinderfläche. 

Kontakte: Divergenz (a): Relative Kreisdurch-
messer (i): 

0, 1 und 1 180» 1 
1, 1 „ 2 180» 0,57735 
1, 2 „ 3 128° 34'37" 0,37797 
2, 3 „ 5 142» 6'14" 0,22942 
3, 5 „ 8 135» 55' 6" 0,14285 
5, 8 „ 13 138» 8'22" 0,08804 
8, 13 „ 21 137° 16' 12" 0,05447 

13, 21 „ 34 137» 35'56" 0,03358 
21,34 „ 55 137° 28' 23" 0,02080 
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A u f diese W e i s e k a n n m a n a l l e gewünschten dreizähligen 
K o n t a k t e d e r H a u p t r e i h e be rechnen . I n T a b e l l e I I (S. 38) findet 
m a n die w i c h t i g s t e n dieser W e r t e a n g e g e b e n u n d m a n s ieht daraus , 
daß für höhere dreizählige K o n t a k t e de r W e r t v o n b a b n i m m t , daß 
aber de r W e r t v o n « auf- u n d a b s c h w a n k t . ( M a n v e r g l e i c h e 
S C H W E N D E N E R , M e c h a n . T h e o r i e S . 16.) 

D i e W e r t e v o n b, d ie für d ie zweizähhgen K o n t a k t e ge l t en , 
hegen also stets i n n e r h a l b dieser G r e n z e n ; z. B . l i e g e n d ie W e r t e 
v o n b b e i d e m K o n t a k t e 1 u n d 1 z w i s c h e n 1 u n d 0,57735, b e i m 
K o n t a k t e 1 u n d 2 z w i s c h e n 0,57735 u n d 0,37797 usw. 

D a b e i m u ß aber eines beachte t w e r d e n . D e r K o n t a k t 0 u n d 
1 w i r d offenbar b e g r e n z t d u r c h den K o n t a k t 1, 0 u n d 1 u n d d e n 
K o n t a k t 0, 1 u n d 1, aber dies s i n d natürlich iden t i sche Fälle. D e r 
K o n t a k t 0 u n d 1 hat a lso n u r e inen e i n z i g e n G r e n z f a l l . D i e s w i r d 
n o c h deu t l i cher w e r d e n , w e n n w i r das B e s p r o c h e n e an F i g u r e n er-
läutern. 

§ 6. G r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g d e r B e z i e h u n g z w i s c h e n 
b u n d « i n d e r H a u p t r e i h e . W i e berei ts früher ause inande r 
gesetzt i s t , w i r d b e i d ieser g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g de r W e r t v o n 
oc a u f de r X - A c h s e , de r v o n b au f de r K - A c h s e a b g e t r a g e n . D i e 
B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d oc für d e n K o n t a k t 0 u n d 1, d . h . b = \, 
w i r d a lso da rges t e l l t d u r c h die ho r i zon ta l e L i n i e , d ie i m A b s t a n d 1 
p a r a l l e l m i t der J T - A c h s e läuft u n d z w a r v o n 0" b i s 180". M a n 
siehe hierfür d ie g r aph i s che D a r s t e l l u n g I I , T a f e l I I . 

D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n d e n Größen für den K o n t a k t 1 u n d 1 
d . i . oc = 1 8 0 " w i r d d a g e g e n d u r c h eine v e r t i k a l e L i n i e darges te l l t . 
D i e s e läuft v o n d e m W e r t e 3 = 1 b i s 3 = 0,57735. D e r erste 
P u n k t en t sp r i ch t offenbar d e m K o n t a k t e 0, 1 U n d 1, der zwe i t e 
d e m K o n t a k t e 1, 1 u n d 2. 

I n d i e sem le tz ten P u n k t e schließt s i c h die P a r a b e l an, w e l c h e 
die B e z i e h u n g z w i s c h e n 3 u n d a für den K o n t a k t 1 u n d 2 w i e d e r -
g i b t (d. i . oc = (3 3 2 + 1 ) 90"). D i e s e läuft b i s zu d e m P u n k t e , de r 
d e m K o n t a k t e 1, 2 u n d 3 entspr icht . H i e r b i e g t n u n eine P a r a b e l 
nach rech ts u m , d ie d e m K o n t a k t e 2 u n d 3 en t sp r i ch t (d. i . a = 
(1 — 32) 1500)^ diese läuft b i s z u d e m P u n k t e , de r den K o n t a k t 2, 
3 u n d 5 dars te l l t , w o w i e d e r eine P a r a b e l nach l i n k s u m b i e g t , d ie 
d ie B e z i e h u n g z w i s c h e n 3 u n d a für den K o n t a k t 3 u n d 5 (d. i . a = 
(11 + 16 32) 12») w i e d e r g i b t u s w . 

M a n findet e inze lne der h i e r a n g e g e b e n e n P a r a b e l n i n unse re r 
F i g u r an den dreizähligen K o n t a k t e n vorüber p u n k t i e r t gezogen , 
u m auf diese W e i s e z u ze igen , daß d ie be t rachte ten K u r v e n w i r k -
hche P a r a b e l n m i t d e m S c h e i t e l au f der X - A c h s e s i nd . 

§ 7. R e c h t w i n k l i g e K o n t a k t e . D i e B e r e c h n u n g der 
W e r t e 3 u n d « für den r e c h t w i n k l i g e n K o n t a k t m u n d n k a n n 
e r fo lgen d u r c h A n w e n d u n g de r F o r m e l n (9) u n d (10) i n § 9 K a p . I I . 

D i e F o r m e l (9) d . i . 
33 = = 

;;/2 - f « 2 

läßt s i ch für den F a l l , daß m u n d n aufe inander f o l g e n d e G l i e d e r 
der H a u p t r e i h e s i n d , n i ch t vere infachen . E s w i r d a u c h n i e m a n d 
für diese F o r m e l e ine n o c h g rößere V e r e i n f a c h u n g v e r l a n g e n . 

D a g e g e n lassen s i c h d ie B e z i e h u n g e n 1 0 a u n d 1 0 b i n d i e sem 
F a l l e w o h l au f e infachere W e i s e schre iben , w e n n w i r nämhch da r in 
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(mit A u s n a h m e des F a l l e s »« = 0, n = \) für zl„, den W e r t {2m —n) 
u n d für A„ den W e r t (n — m) e inse tzen. E s w i r d d a n n , fal ls d ie 
»2-zei l ige S p i r a l e de r H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m ist, de r W e r t v o n a 
g e f u n d e n aus: 

moc = ( ^ — 5 + 2 » / - « ) 3 6 0 0 ( i 5 a ) 
\m^ + n- j 

u n d fal ls d ie b e i d e n S p i r a l e n e inande r a n t i d r o m s i n d , d iese r W e r t 
g e g e b e n d u r c h d ie G l e i c h u n g : 

^ 3 6 0 0 (15b) n<x. = ———--\-n — m 
\m- + 

N a c h d e m , w a s w i r i n § 4 dieses K a p i t e l s he rge le i t e t haben , 
g i l t d ie B e z i e h u n g (1.5 a) für d i e K o n t a k t e 1 u n d 2, 3 u n d 5, 8 u n d 13, 
21 u n d 34, 55 u n d 89 usw., d a g e g e n d ie B e z i e h u n g (15 b) für d ie 
K o n t a k t e 1 u n d 1, 2 u n d 3, 5 u n d 8, 13 u n d 21 , 34 u n d 55 u s w . 

N u n lassen s i c h z w a r d ie F o r m e l n (15) n i c h t n o c h w e i t e r v e r e i n -
fachen, w o h l aber läßt s i c h das E n d r e s u l t a t , das m a n erhält, w e n n 
m a n d ie B e r e c h n u n g für d ie v e r s c h i e d e n e n K o n t a k t e ausführt, a u f 
e ine e infachere F o r m b r i n g e n . M a n w i r d nämlich f i n d e n , daß für 
d ie r e c h t w i n k l i g e n K o n t a k t e : 

1 u n d 1, 1 u n d 2, 2 u n d 3, 3 U n d 5, 5 u n d 8 u s w . 

d ie W e r t e v o n oc s i n d : ~ 3 6 0 o , | - 3 6 0 o , : ^ - 3 6 0 o , i5-360o, ^ • 3 6 0 o u s w . 
2 5 lo o4 oy 

1 2 5 13 34 
N u n k a n n m a n d ie h i e r i n anget rof fenen Brüche —, ^ . —> —> ^ 

u s w . erhal ten , w e n n m a n aus de r f o lgenden R e i h e , d ie i n de r L e h r e 
der B l a t t s t e l l u n g e n w o h l b e k a n n t ist, jedes zwe i t e G h e d n i m m t : 

1 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 
1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 u s w . 

I n d ieser R e i h e s i n d Zähler u n d N e n n e r j edes B r u c h e s g l e i c h de r 
S u m m e de r Zähler u n d N e n n e r der v o r h e r g e h e n d e n Brüche . 

W i e o b e n b e m e r k t i s t , können die F o r m e l n (15) n ich t für 
d ie B e r e c h n u n g v o n a b e i m r e c h t w i n k l i g e n K o n t a k t e 0 u n d 1 
a n g e w e n d e t w e r d e n . D i e s e r F a l l läßt s i c h j e d o c h d i r e k t be-
r echnen . W e n n nämlich die 1-zeil ige S p i r a l e r e c h t w i n k l i g z u de r 
0 -ze i l igen steht, so muß d ie D i v e r g e n z g l e i c h 0 se in , sodaß w i r n u n 

a = — . 3 6 0 0 setzen können. 

M a n f indet i n T a b e l l e I ( S . 3 7 ) für d ie w i c h t i g s t e n r e c h t w i n k l i g e n 
K o n t a k t e aus de r H a u p t r e i h e d ie W e r t e v o n a u n d b a n g e g e b e n , 
während i n der g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g I I T a f e l I I d ie P u n k t e , d ie 
d iesen W e r t e n en t sp rechen , d u r c h k l e i n e K r e u z e da rges te l l t s i n d . 

§ 8. A n f e r t i g u n g u n d B e s c h r e i b u n g d e r g e o m e t r i s c h e n 
K o n s t r u k t i o n e n . U m m i t e i n e m b e s t i m m t e n W e r t e v o n b b e i 
e i n e m g e g e b e n e n K o n t a k t e m u n d n d ie K r e i s k o n s t r u k t i o n auf de r 
a b g e r o l l t e n Zylinderfläche auszuführen, benu tz t m a n d ie E igenscha f t , 
daß d e r S c h n i t t p u n k t der m- u n d de r «-zei l igen S p i r a l e , d ie d u r c h 
d e n P u n k t 0 gehen , stets d ie N u m m e r mn trägt. 

M a n nehm e n u n zuers t e ine Zylinderfläche m i t b e s t i m m t e m 
U m f a n g an , auf der m a n die K o n s t r u k t i o n ausführen w i l l ; de r W e r t 
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des K r e i s d u r c h m e s s e r s d ist d a n n d u r c h den g e g e b e n e n W e r t v o n 
b bes t immt . M a n virähle d e n P u n k t o a u f der L i n i e , längs w e l c h e r 
m a n s i ch d ie Zylinderfläche au fgeschn i t t en d e n k e n muß, d a n n s o l l 
dieser P u n k t au f de r l i n k e n u n d r e c h t e n G r e n z l i n i e der a b g e r o l l t e n 
Zylinderfläche v o r k o m m e n . (Zur U n t e r s c h e i d u n g w o l l e n w i r , w e n n 
nötig, den r ech t sge legenen P u n k t m i t Ö' bezeichnen.) M a n beschre ibe 
je tz t v o n d iesen b e i d e n P u n k t e n aus K r e i s e m i t d e n R a d i e n md 
u n d nd, d a n n w i r d der S c h n i t t p u n k t dieser be iden de r P u n k t des 
S y s t e m s se in , w e l c h e r d ie N u m m e r mn trägt. V e r b i n d e t m a n n u n 
0 u n d o' m i t d iesem P u n k t , d a n n s i n d d a m i t d ie m- u n d die «-ze i l ige 
S p i r a l e d u r c h den P u n k t o be s t immt . M a n b rauch t n u r n o c h 
(wü — 1) S p i r a l e n der w - z e i l i g e n p a r a l l e l u n d ( « — 1) S p i r a l e n d e r 
«-zei l igen p a r a l l e l z u k o n s t r u i e r e n u n d z w a r auf so lche W e i s e , daß 
diese S p i r a l e n v o n e inander g l e i c h e n A b s t a n d h a b e n , u m i n den 
S c h n i t t p u n k t e n dieser be ide n S p i r a l s c h a r e n a l le P u n k t e des P u n k t -
sys tems z u finden, u m die d ie K r e i s k o n s t r u k t i o n mög l i ch ist. 

E i n B e i s p i e l , das aus unse ren F i g u r e n g e n o m m e n is t , w i r d 
dies n o c h näher erläutern. 

W i r n a h m e n für d ie K o n s t r u k t i o n des r e c h t w i n k h g e n K o n t a k t e s 
2 u n d 3 i n F i g . 6 T a f e l I e inen Z y l i n d e r m i t d e m U m f a n g = 5 c m . 
N a c h T a b e l l e I ist für d iesen K o n t a k t f a l l b = 0,27735, sodaß der D u r c h -
messer de r K r e i s e d ieser K o n s t r u k t i o n d= 5 • 0,27735 = 1,387 c m be-
t r agen muß. U m den l i n k s g e l e g e n e n P u n k t e o w i r d n u n m i t e i n e m 
R a d i u s 2 ^ = 2,774 c m e in K r e i s b e s c h r i e b e n , u m d e n rech ts -
g e l e g e n e n P u n k t e o m i t e i n e m R a d i u s 3 < / = 4 , l 6 1 c m . D e r S c h n i t t -
p u n k t d ieser K r e i s e t rägt d a n n n o t w e n d i g e r w e i s e d ie N u m m e r 
2 - 3 = 6. H i e r m i t ist n u n d ie z w e i - u n d d i e d r e i z e i l i ge S p i r a l e d u r c h 
den P u n k t o bes t immt , g l e i c h z e i t i g abe r a u c h der P u n k t 3 u n d die 
P u n k t e 2 u n d 4, d ie auf d iesen S p i r a l e n hegen . D u r c h den P u n k t 3 
k a n n die zwe i t e z w e i z e i l i g e S p i r a l e u n d d u r c h die P u n k t e 2 u n d 4 
können die b e i d e n anderen d r e i z e i l i g e n S p i r a l e n g e z o g e n w e r d e n . 
D i e S c h n i t t p u n k t e dieser S p i r a l s c h a r e n l ie fe rn uns a l le P u n k t e des 
rege lmäßigen P u n k t s y s t e m s u n d u m diese P u n k t e können n u n m i t 

d e m R a d i u s ~ = 0,693 c m die K r e i s e be sch r i ebe n w e r d e n , d ie den 
2 

gewünschten K o n t a k t 2 u n d 3 ze igen . 
D i e F i g u r e n 1—3 de r T a f e l I X u n d d ie F i g u r e n 1—11 d e r 

T a f e l I s t e l l en n u n e ine R e i h e K r e i s k o n s t r u k t i o n e n dar^) , d ie 
a u f d ie o b e n beschr iebene W e i s e ausgeführt s i n d . I n a l l en 
F i g u r e n is t der U m f a n g des Z y l i n d e r s 5 c m a n g e n o m m e n , während 
die H a u p t s p i r a l e i n a l l en diesen Fällen als rechts g e w u n d e n v o r a u s -
gesetzt w i r d . E s s i n d d a r i n d u r c h ges t r i che l t e L i n i e n (außer d e r 
L i n i e 0—0) d i e m- u n d d ie «-zei l igen u n d , sowe i t s ie v o r h a n d e n s ind , 
auch d ie {m + « ) z e i l i g e n K o n t a k t s p i r a l e n a n g e g e b e n u n d z w a r auf 
solche W e i s e , daß m a n i n d e r A n z a h l pa r a l l e l e r L i n i e n d ie Z a h l e n 
m, n u n d {m - f « ) des K o n t a k t e s wieder f inde t . 

A u ß e r F i g . 2 T a f e l I X , worübe r b a l d näheres gesag t w i r d , 
wählten w i r als B e i s p i e l e ausschließlich r e c h t w i n k l i g e u n d dreizählige 
Kontaktfäl le u n d o rdne ten diese so, daß j ede fo lgende F i g u r e in 
höheres K o n t a k t dars te l l t a ls d ie vo rhe rgehende . 

1) Fig. 3 Tafel I X und Fig. 1 Tafel I sind identisch, der Grund, der uns zu 
dieser Wiederholung Anlaß gibt, wird später klar werden. 
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F i g . 1 T a f e l I X s te l l t den s enk rech t en K o n t a k t 0 u n d 1 da r 

u n d die D i v e r g e n z dafür k a n n a lso d u r c h — darges te l l t w e r d e n . 

F i g . 2 dieser T a f e l ist, w i e bere i ts gesagt , wede r s enk rech t e r K o n t a k t 
n o c h dreizähliger, s o n d e r n s te l l t den K o n t a k t 0 u . 1 d a r b e i d e m W e r t e 

2 
a = — • 3 6 0 " = 144". M a n sieht i n d ieser F i g u r a ls K o n t a k t s p i r a l e n 

0 
die 0- u n d 1-zei l ige. 

F i g . 3 T a f e l I X u n d F i g . 1 T a f e l I s t e l l en den n i e d r i g s t en 
dreizähligen K o n t a k t , d . h . den K o n t a k t 0, 1 u n d 1 dar . H i e r i n 
w i r d m a n d a n n a u c h die 0 -ze i l ige u n d z w e i e i n z e i l i g e n K o n t a k t -
sp i r a l en a n g e g e b e n finden. 

F i g . 2 T a f e l 1 g i b t den F a l l b e i r e c h t w i n k l i g e m K o n t a k t 
1 u . 1 w i e d e r , während F i g . 3 dieser T a f e l den z w e i t e n dreizähligen 
K o n t a k t d. i . 1, 1 u n d 2 dars te l l t . I n den d r e i l e t z t genann t e n 
F i g u r e n ist d ie D i v e r g e n z g l e i c h 180". 

F i g . 4 d ieser T a f e l erläutert den r e c h t w i n k l i g e n K o n t a k t 1 u n d 2, 
2 

dieser F a l l en t sp r ich t e ine r D i v e r g e n z v o n - - 3 6 0 " = 144". H i e r 
5 

steht also de r M i t t e l p u n k t des K r e i s e s 5 v e r t i k a l über d e m v o m 
K r e i s 0. 

F i g . 5 g i b t den dreizähligen K o n t a k t 1, 2 u n d 3, der für 
unsere B e t r a c h t u n g e n e ine g r o ß e B e d e u t u n g besitzt , w i e s i c h später 
he rauss t e l l e n w i r d . 

F i g . 6 v e r a n s c h a u l i c h t den r e c h t w i n k l i g e n K o n t a k t 2 u n d 3. 
D i e B e d e u t u n g de r übr igen F i g u r e n bis F i g u r 11 w i r d d e m L e s e r 
n a c h d e m V o r h e r g e h e n d e n k l a r se in . 

I n a l l e n a b g e b i l d e t en F i g u r e n w u r d e , w i e gesagt , d ie H a u p t -
sp i r a l e als rech ts g e w u n d e n a n g e n o m m e n ; m a n erhält d ie K o n -
s t r u k t i o n e n , d ie a u f d ie l i n k s g e w u n d e n e H a u p t s p i r a l e B e z u g h a b e n 
d a d u r c h , daß m a n d ie S p i e g e l b i l d e r d ieser en twi r f t . H i e r b e i is t 
n o c h z u b e m e r k e n , daß die S p i e g e l b i l d e r der K o n s t r u k t i o n e n m i t 
d e m K o n t a k t e 1 u n d 1 m i t d iesen i den t i s c h s i nd . 

D a ß w i r für unsere F i g u r e n ausschließlich so lche m i t recht -
w i n k l i g e n u n d m i t dreizähhgen K o n t a k t e n wählten, ha t e inen be -
sonde ren G r u n d ; es w i r d j e d o c h d e u t l i c h s e i n , daß die K o n -
s t r u k t i o n e n für j e d e n anderen K o n t a k t f a l l a u f d ieselbe W e i s e aus-
zuführen s ind . 

E n d l i c h muß n u n n o c h d a r a u f h i n g e w i e s e n w e r d e n , daß i n 
aUen unse ren K o n s t r u k t i o n e n de r D u r c h m e s s e r des Z y l i n d e r s 5 c m 
a n g e n o m m e n u n d a lso k o n s t a n t ist. D a d u r c h k a n n de r D u r c h m e s s e r 
der K r e i s e d ieser K o n s t r u k t i o n e n als M a ß g e n o m m e n w e r d e n für den 
F a k t o r i u n d w i r können d u r c h V e r g l e i c h u n g der Längen de r R a d i e n 
de r e inze lnen K r e i s e u n m i t t e l b a r e inen E i n d r u c k v o n d e m W e r t e v o n i 
b e k o m m e n . E s bes i tzen d a n n a u c h i n den K o n s t r u k t i o n e n m i t d e m 
r e c h t w i n k l i g e n K o n t a k t m u n d n d ie R a d i e n de r K r e i s e Längen , d ie 
l i e g e n z w i s c h e n denen, w e l c h e m a n b e i d e m dreizähligen K o n t a k t e 
(m—n), m u n d n u n d d e m dreizähhgen K o n t a k t e n , « u n d (m-\-n) antrifft. 

§ 9. N ä h e r u n g s w e r t e fü r d i e D i v e r g e n z . O b w o h l w i r 
für e i n e n b e s t i m m t e n zweizähligen K o n t a k t i n d e n W e r t e n v o n « 
b e i den dreizähligen K o n t a k t e n (n — m) m u n d n u n d m, n u n d 
(m -}- n) d ie w i r k l i c h e n G r e n z w e r t e für d ie D i v e r g e n z ge funden h a b e n , 
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ist es d o c h n i c h t ohne Interesse a u c h n o c h d ie jen igen Näherungs-
wer te z u be t rach ten , d ie uns d u r c h d ie F o r m e l n 7 a u n d 7 b g e g e b e n 
w e r d e n . D a ß w i r diese F o r m e l n a n w e n d e n können, f o lg t nämlich 
u n m i t t e l b a r aus der E r w ä g u n g , daß, w e n n m u n d n au fe inander 
fo lgende G l i e d e r de r H a u p t r e i h e s ind , stf,ts n<i2m ist . 

D i e B e z i e h u n g : 

^ ' ^ • 3 6 0 o < a < ^ . 3 6 0 « 
m-\-n > > n 

läßt s ich , für den F a l l , daß m u n d n au fe inander f o l g e n d e G l i e d e r 
der H a u p t r e i h e s i n d , i n d ieser F o r m s c h r e i b e n : 

- ^ . 3 6 0 o < a < ^ . 3 6 0 o 
m+n > > n 

D i e oberen Z e i c h e n (<) ge l t en , w e n n d ie »«-zeil ige S p i r a l e de r H a u p t -
sp i ra le h o m o d r o m ist, d. i . a lso für d ie K o n t a k t e 1 u n d 2, 3 u n d 5, 
8 u n d 13, 21 u n d 34, u sw . D i e un t e r en ( » für d e n F a l l , daß diese 
be iden S p i r a l e n e i n a n d e r a n t i d r o m s ind , d. i . a lso für d ie K o n t a k t e 
2 u n d 3, 5 u n d 8, 13 u n d 21, 34 u n d 55, u sw . i ) . 

W e n d e n w i r n u n diese F o r m e l a u f den K o n t a k t 1 u n d 2 an, 
so f inden w i r : 

\ - 3 6 0 ' ' < a < i - 3 6 0 < ' 

für d e n K o n t a k t 2 u n d 3 e r g i b t s i c h : 

J - 3 6 0 < ' > a > ^ - 3 6 0 ' ' 
5 6 

für den K o n t a k t 3 u n d 5 : 

| . 3 6 0 o < a < | - 3 6 0 < ' 
ö 0 

usw. M a n sieht, daß d ie Näherungswer te für d ie D i v e r g e n z a ls 
T e i l e des U m f a n g s ausgedrückt , d u r c h d ie G l i e d e r d e r R e i h e 

2 ' 3 ' 5 ' 8 ' l 3 ' 'l^'^g®^*®-^^^ w e r d e n . 

Für d ie B e s t i m m u n g de r Näherungswer te hätten w i r a u c h 
die a l l g e m e i n e n F o r m e l n 3 a u n d 3 b a n w e n d e n können u n d würden 
d a n n ge funden h a b e n : 

^ ^ . 3 6 0 0 ^ a ^ ^ . 3 6 0 o 
m > ^ n 

w o r a u s für d e n K o n t a k t 1 u n d 2 f o l g t : 

0 « < a < ^ . 3 6 0 0 

für den K o n t a k t 2 u n d 3 : 

i . 3 6 0 ' > > a > ~ 3 6 0 « 
2 o 

für d e n K o n t a k t 3 u n d 5 : 

^ • 3 6 0 < » < « < | - - 3 6 0 o 
8 5 

1) Der Kontakt 1 und 1 bildet eine Ausnahme von dieser Regel. 



Erster Abschn. Einfache Systeme auf einer KreiszyHnderfläche. 

u s w . M a n s ieht h ie raus , daß diese F o r m e l n w e n i g e r genaue 
Näherungswer te für d ie D i v e r g e n z a n g e b e n als d ie v o r i g e n . 

§ 10. L i m i t w e r t e d e r D i v e r g e n z b e i m F o r t r ü c k e n i n 
d e r H a u p t r e i h e . U n t e r d e m L i m i t w e r t b e i m Fort rücken i n de r 
H a u p t r e i h e vers teh t m a n d ie jen ige D i v e r g e n z , d ie ents teht , w e n n 
die W e r t e m u n d n z w e i aufe inander f o l g e n d e , u n e n d h c h g r o ß e 
G l i e d e r dieser R e i h e s ind . 

U m d iesen W e r t annäherungsweise z u b e s t i m m e n , können 
w i r s o w o h l d ie F o r m e l , w e l c h e w i r i m v o r i g e n P a r a g r a p h e n aus 
d e n B e z i e h u n g e n 7 a u n d 7 b able i te ten , a ls a u c h d i e j en igen F o r m e l n , 
w e l c h e aus 3 a u n d 3 b fo lgen , a n w e n d e n . W i r wählen das le tz tere 
aus später a n z u g e b e n d e n Gründen. D i e s e F o r m e l drückt aus, daß 
de r W e r t v o n a für e inen K o n t a k t m u n d n stets l i e g e n muß 
z w i s c h e n den Näherungswerten 

^ - ^ - 1 ^ . 3 6 0 0 u n d ^ ^ . 3 6 0 0 
m n 

gleichgült ig , w e l c h e W e r t e m u n d n bes i tzen , w o f e r n sie n u r z w e i 
aufe inander fo lgende G h e d e r de r H a u p t r e i h e s i nd . 

W i r w e r d e n n u n z e i g e n , daß diese be ide n A u s d r ü c k e i m m e r 
m e h r e inande r näher k o m m e n , je g röße r ni u n d n w e r d e n , u n d daß 
sie schl ießhch s i c h e in u n d de r se lben L i m i t e nähern; dies m u ß d a n n 
n o t w e n d i g e r w e i s e d ie gesuch te L i m i t d i v e r g e n z se in . 

B e t r a c h t e n w i r den F a k t o r — — ^ , d a n n läßt d ieser s i c h 
w i e fo lg t s c h r e i b e n : 
2m —n_ 1 1 1 

m ' ^ ^ 2 n - ^ m - 1 " „ . 1 
2 m —n ^ ^5 m — 3 n 

2n—3m ^ 5n—Sm 
öm — Sn 

D i e T e i l u n g läßt s i c h w e i t e r for tse tzen b i s z u e i n e m R e s t e 1. 

A u f g l e i c h e W e i s e k a n n de r F a k t o r — - — darges te l l t w e r d e n : 

n—m 1 1 1 
o , 2 m - n ^ 1 

^+ ^ ^ 2 n - 3 m 
2 m —n 5 m. —3 n 

2 + 

1 + -
1 + ^ ^5n — 8m 

5 m —Sn 

u n d da raus fo lg t dann , daß, w e n n m a n für d e n ers ten F a k t o r d iese 
S c h r e i b w e i s e einführt: 

2m —n 
m 

= | 2 , 1 s G l i e d e r 1 . . . . 1, l } 
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für den z w e i t e n F a k t o r n o t w e n d i g e r w e i s e d ie f o l g e n d e g i l t : 
n — m 

= <[2, 1, 1, . . . . j G l i e d e r 1 . . . . 1, l } , 
n 

w o r a u s s i c h e rg ib t , daß — ^ — ^ u n d ^ — ^ aufgefaßt w e r d e n können 
* m n ^ 

als z w e i aufe inander fo lgende Näherungsbrüche des u n e n d l i c h fort-
laufenden K e t t e n b r u c h e s : 

1 

2 + ' 

1 + - ^ 

1 + . . . . 
oder i n ande re r S c h r e i b a r t : 

{ 2, I , 1. 1, 1 . . . . b i s ins U n e n d l i c h e G l i e d e r 1 } 

H i e r a u s fo lg t d a n n z u g l e i c h , daß, w e n n m u n d n g röße r 
werden , d ie o b e n a n g e g e b e n e n F a k t o r e n s i c h i m m e r m e h r nähern 
müssen u n d daß sie b e i u n e n d l i c h g roßen W e r t e n v o n m u n d n 
beide g l e i c h d e r L i m i t e dieses u n e n d h c h for t laufenden K e t t e n b r u c h e s 
w e r d e n müssen. 

I m f o l g e n d e n P a r a g r a p h e n w e r d e n w i r n u n n a c h w e i s e n , daß 

diese L i m i t e da rges t e l l t w e r d e n k a n n d u r c h J5- (3 — ^ 5 ) , sodaß d a n n : 
1 J 

die L i m i t d i v e r g e n z de r H a u p t r e i h e = - ( 3 - V 5 ) 360o = 137030 '28" ist. 

D i e Näherungswer te de r D i v e r g e n z , d ie w i r für b e s t i m m t e 
W e r t e v o n m u n d n i m v o r i g e n P a r a g r a p h e n f a n d e n , s i n d a lso 
anzusehen als Näherungswer te an diese L i m i t d i v e r g e n z . D i e s g i l t 
s o w o h l für d ie Näherungswerte, d ie w i r aus F o r m e l (3), als a u c h 
für die, w e l c h e w i r aus F o r m e l (7) abge le i t e t haben . E s is t d ies 
auch de r F a l l für d ie w i r k l i c h e n Näherungswerte de r D i v e r g e n z , 
die d u r c h d ie W e r t e v o n a für d ie dreizähhgen K o n t a k t e da rges t e l l t 
w e r d e n . D i e s w i r d e in B l i c k auf d ie g raph i sche D a r s t e l l u n g s o g l e i c h 
k l a r m a c h e n , d a j a d ie b e i d e n dreizähligen K o n t a k t e , d ie e inen be-
s t i m m t e n zweizähligen K o n t a k t b e g r e n z e n , auf ve r s ch i edenen S e i t e n 
der jenigen O r d i n a t e h e g e n , w e l c h e d e m W e r t e v o n a = 1 3 7 " 3 0 ' 2 8 " 
entspr icht , u n d s i c h dieser O r d i n a t e u m so m e h r nähern, je höhere 
K o n t a k t e be t rach te t w e r d e n . D a r a u s fo lg t d a n n z u g l e i c h , daß b e i 
j e d e m K o n t a k t m u n d n e ine K o n s t r u k t i o n mög l i ch ist , w e l c h e d ie 
L i m i t d i v e r g e n z ze ig t . E i n e A u s n a h m e v o n d iesen b e i d e n R e g e l n 
m a c h t a l l e i n der K o n t a k t 1 u n d 1, abe r w i r sahen bere i ts , daß dafür 
auch die F o r m e l n (3) u n d (7) n i ch t a n z u w e n d e n s ind . A u c h der 
K o n t a k t 0 u n d 1 n i m m t e ine besondere S t e l l u n g e in , w e i l h i e r n u r 
e in b e g r e n z e n d e r dreizähliger K o n t a k t (0, 1 u n d 1) a n z u g e b e n ist. 

F r a g e n w i r u n s n o c h e inma l , w e l c h e F o r m e l n w i r für das 
A u f f i n d e n de r L i m i t d i v e r g e n z g e b r a u c h t e n ; es w u r d e n a n g e w a n d t : 
1. d ie F o r m e l (3) u n d 2. d ie B e z i e h u n g e n A,,, = 2m — n, A„ = n — m, 
w e l c h e für den F a l l ge l ten , daß m u n d n au fe inander fo lgende 
G l i e d e r de r H a u p t r e i h e s i n d . D i e s e be iden B e z i e h u n g e n s i n d 
j e d o c h ganz unabhängig v o n den B e t r a c h t u n g e n , d ie w i r b e i den 



46 Erster Abschn. Einfache Systeme auf einer Kreiszylinderfläche. 

K r e i s k o n s t r u k t i o n e n anges te l l t h a b e n , w i r hätten d ie B e r e c h n u n g 
de r L i m i t d i v e r g e n z also ebenso g u t s c h o n i n K a p . I g e b e n können. 
H i e r a u s fo lg t , daß, w e n n i n e i n e m rege lmäßigen P u n k t s y s t e m auf 
e iner a b g e r o l l t e n Zyhnderfläche d ie m- u n d die « -ze i l ige S p i r a l e 
„zugeordne t" u n d die W e r t e m u n d n z w e i u n e n d h c h g roße , auf-
e inander fo lgende G l i e d e r de r H a u p t r e i h e s i n d , d ie D i v e r g e n z stets 
der oben ge fundenen L i m i t d i v e r g e n z g l e i c h se in muß. J e n a c h d e m 
m u n d n g röße re G l i e d e r dieser R e i h e s ind , w e r d e n die D i v e r g e n z e n 
s i c h w e n i g e r v o n d i e sem L i m i t w e r t e un te r sche iden . 

D i e s e E i g e n s c h a f t e n w e r d e n w i r benu tzen , w e n n w i r ande re 
S y s t e m e als d i e rege lmäßigen K r e i s s y s t e m e auf de r a b g e r o l l t e n 
Zyhnderfläche be t rach ten . Für unse ren Z w e c k h a b e n diese K r e i s -
sys t eme j e d o c h b e i w e i t e m den größten W e r t u n d d a r u m m e i n t e n 
w i r , d ie A b l e i t u n g d e r L i m i t d i v e r g e n z auch b e i de r B e s p r e c h u n g 
derse lben g e b e n z u müssen. 

§ 11. D i e s t e t i g e o d e r g ö t t l i c h e P r o p o r t i o n , d e r g o l -
d e n e S c h n i t t u n d d i e g o l d e n e n R e i h e n . I n d i e sem P a r a g r a p h e n 
w e r d e n e inze lne A b l e i t u n g e n g e g e b e n w e r d e n , die, o b w o h l d u r c h a u s 
n i ch t neu, h ie r d o c h e inen P l a t z finden müssen, te i l s w e i l sie für 
den B e g r i f f unsere r ferneren B e t r a c h t u n g e n u n e n t b e h r l i c h s i n d , te i l s 
auch , w e i l sie i n v e r s c h i e d e n e n W e r k e n ve rb re i t e t anget rof fen w e r d e n . 
W e r s i ch über d ie g e s c h i c h t l i c h e E n t w i c k l u n g de r h i e r be sp rochenen 
B e g r i f f e näher o r i en t i e ren w i l l , s e i auf d ie W e r k e v o n A . Z E I S I N G I ) 
u n d v o n F R . X . P F E I F E R 2) v e r w i e s e n . 

I n § 2 dieses K a p i t e l s h a b e n w i r n a c h g e w i e s e n , daß, w e n n vt 
u n d n z w e i aufe inander fo lgende G l i e d e r der H a u p t r e i h e s ind , de r 

VI 
B r u c h — i n de r F o r m eines K e t t e n b r u c h e s g e s c h r i e b e n w e r d e n 

k a n n , dessen T e i l n e n n e r a l le g l e i c h 1 s i n d , sodaß w i r fo lgende 
S c h r e i b w e i s e a n w e n d e n k o n n t e n : 

m 
n 

J e höhere G l i e d e r der H a u p t r e i h e vi u n d n s i n d , desto g rößer w i r d 
d ie A n z a h l der T e i l n e n n e r i n d i e se m K e t t e n b r u c h , für u n e n d h c h 
g r o ß e W e r t e v o n »« u n d « w i r d : 

L i m ^ = 11, 1, . . . . b i s ins U n e n d l i c h e G l i e d e r l | 

D i e s e L i m i t e läßt s i c h b e q u e m b e s t i m m e n ; beze ichne t m a n 
sie nämlich m i t %, so können w i r anste l le v o n : 

T. m 1 
X — L i m — = « . 1 

= {1,1 s G h e d e r 1 1, 1} 

1 + ^ 
1+. . . . 

1) Neue Lehre von den Proportionen des menschlichen Körpers, Leipzig 1854. 
Das Normal-Verhältnis der chemischen und morphologischen Proportionen^ Leipzig 1856. 
Der goldene Schnitt, Halle 1884. 

2) Der goldene Schnitt und dessen Erscheinungsformen usw. Augsburg 1885. 
Als neuere Literatur über diesen Gegenstand verdient noch Beachtung: A . G O E R I N G E R . 
Der goldene Schnitt und seine Beziehung zum menschlichen Körper usw. München 1893. 
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a u c h s c h r e i b e n : 

w o r a u s d a n n f o l g t : 

was e r g i b t 

1 = 

i'^t-\ = o, (16) 

D i e zwe i t e W u r z e l de r G l e i c h u n g k o m m t n i ch t i n B e t r a c h t . 
D i e B e r e c h n u n g d ieser i r r a t i o n a l e n Z a h l is t auf 34 D e z i m a l -

s te l len ausgeführt w o r d e n , für unse ren Z w e c k können w i r uns m i t 
fo lgendem Näherungswer te b e g n ü g e n : 

X = \[~\ + il) = 0 ,6180340 (17) 

D a s je tz t be rechne te Verhäl tnis hat den N a m e n „göt t l iche" 
oder „stet ige P r o p o r t i o n " oder a u c h „Propor t io d i v i n a " e rha l ten . 

D a n u n e i n m a l d ie L i m i t e des u n e n d l i c h for t laufenden K e t t e n -
bruches m i t der ausschließlichen I n d e x z a h l 1 b e k a n n t ist, k a n n m a n 
mi t de ren H i l f e sofor t d ie L i m i t e des jen igen K e t t e n b r u c h e s f inden, 
w e l c h e m w i r i m v o r i g e n P a r a g r a p h e n b e g e g n e t e n : 

1 

2 + - ' 

1 + ^ 
1 

1 

1 + . . . . 

D i e s e können w i r nämlich da r s t e l l en d u r c h : 

2 + ; ^ 

u n d dieser A u s d r u c k läßt s i c h n o c h d a d u r c h ve re in fachen , daß m a n 
Zähler u n d N e n n e r m i t 1—% m u l t i p l i z i e r t , w o r a u s s i c h d a n n e r g i b t : 

1 -
^ = 1 - ;t; = -J (3 - y5) = 0,3819660. 

2 - Z - Z ^ ^ 2 
H i e r m i t ist die R i c h t i g k e i t des W e r t e s , den w i r i m v o r i g e n 

P a r a g r a p h e n einsetz ten, bewiesen . 
W i r we i sen n o c h d a r a u f h i n , daß diese le tz te L i m i t e a u c h als 

der G r e n z w e r t aufgefaßt w e r d e n k a n n , w e l c h e m s i ch d ie fo lgende 
R e i h e nähert : 

0 1 1 2 3 5_ ^ 
r 2 ' 3' 5' 8' 13 ' 21 

W i r w e r d e n n u n nachwe i sen , daß, w e n n m a n m i t z w e i w i l l -
kürlichen Z a h l e n als A n f a n g s z a h l e n eine R e i h e b i lde t , w o b e i j ede 
fo lgend e Z a h l g l e i c h der S u m m e der be iden v o r h e r g e h e n d e n ist, 
die L i m i t e des Q u o t i e n t e n z w e i e r aufe inander f o l g e n d e r G l i e d e r 
der göttlichen P r o p o r t i o n % g l e i c h w i r d . 

E i n e so lche R e i h e läßt s i c h stets da r s te l l en d u r c h : 

/. q,p+q,p + 2p, 2p + dq, 3 / + 5^ , 5 / + 8 ^ u sw . 
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u n d m a n sieht s o g l e i c h e i n , daß d ie K o e f f i z i e n t e n de r Z a h l e n 
/ u n d q stets z w e i au fe inander fo lgende G l i e d e r de r H a u p t r e i h e 
s i nd . M a n k a n n also z w e i aufe inander fo lgend e G l i e d e r m u n d n 
dieser R e i h e da r s t e l l en d u r c h : 

m = m^i^p + n^q u n d n = n^^pA,- {m^ + n^) q, 

w e n n u n d « ^ aufe inande r fo lgende G h e d e r de r H a u p t r e i h e s ind , 
d ie stets g röße r w e r d e n , je höher d ie be t rach te ten G l i e d e r m u n d n 
der R e i h e s i nd . 

D e r gesuch te L i m i t w e r t w i r d a l s o : 
W i , 

m m^p + n^q n^^ 
L i m — = L i m — , , = L i m j ^ = 

n n^p + {m^ + n^)q pj^i^j^A^ 

/ + iP+i'q-^iq %P + q+{x' + x-^)q ^ 

w o m i t d ie B e h a u p t u n g b e w i e s e n ist. 
D i e G r ö ß e ^ bes i tz t n o c h eine ande re B e d e u t u n g , sie s te l l t 

nämhch das Verhäl tnis de r b e i d e n T e i l e dar , i n d ie e ine G e r a d e 
ze r l eg t w i r d , w e n n m a n sie so t e i l t , daß d e r g rößere A b s c h n i t t 
mi t t l e re P r o p o r t i o n a l e z w i s c h e n de r g a n z e n G e r a d e n u n d d e m k l e i -
ne ren A b s c h n i t t w i r d . 

N e n n t m a n die ganze L ä n g e de r L i n i e /, den größten A b s c h n i t t 
xl, so m u ß : 

oder : 

w a s n a c h (11) r i c h t i g i s t , w e n n x das Verhältnis de r göttl ichen 
P r o p o r t i o n dars te l l t . 

M a n ha t n u n diese T e i l u n g de r G e r a d e n den jen igen des g o l -
d e n e n S c h n i t t e s g e n a n n t ; x s te l l t a lso a u c h das Verhältnis des 
g o l d e n e n Schn i t t e s dar . 

E n d l i c h g i b t x n o c h den Q u o t i e n t e n de r g o l d e n e n R e i h e n 
a n ; das s i n d d i e j en igen g e o m e t r i s c h en R e i h e n , b e i d e n e n jedes 
G l i e d g l e i c h is t der Di f f e renz oder de r S u m m e der b e i d e n u n m i t t e l -
b a r v o r h e r g e h e n d e n G l i e d e r . 

S t e l l e n w i r e ine so lche geome t r i s che R e i h e d a r d u r c h : 

a a a a 
p - 3 - p "'X> ar, ax\ax\ 

i n w e l c h e r a e ine wil lkürl iche Z a h l v o r s t e h t , d a n n muß. diese 
S c h r e i b w e i s e i d e n t i s c h se in m i t de r f o l g e n d e n : 

2 + - \ a 1 + - , « \ + - \ - , a , a x , a { \ - x \ a { 2 x - l \ 

« ( 2 - 3 ; ^ ) 

D a m i t n u n h i e r i n d ie d r i t t en G l i e d e r v o n a ab ge r echne t 
i d e n t i s c h s i n d , m u ß : 

af ^ a{l-x) oder x^ + x - l ^ 0, 
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sein, was n a c h (16) i n der T a t de r F a l l ist, w e n n % das Verhältnis 
der j , gött l ichen P r o p o r t i o n dars te l l t . S i n d d ie d r i t t en G h e d e r 
ident isch , g l e i c h v i e l w e l c h e n W e r t a besitzt , d a n n s ieht m a n l e i ch t 
ein, daß d ies a u c h für a l l e ande ren G h e d e r ge l t en mußi ) . 

D a n u n d e r F a k t o r a willkürlich ist, so g i b t es u n e n d h c h v i e l e 
go ldene R e i h e n ; es ist % de r Q u o t i e n t für a l le diese R e i h e n . A l s 
F a k t o r a n i m m t m a n gewöhn l i ch die E i n h e i t u n d sp r i ch t i n d iesem 
F a l l d a n n w o h l v o n „der" g o l d e n e n R e i h e , d ie s i c h w i e f o l g t 
schre iben läßt: 

2^ ' z ' ^ ' ^ ' 
oder m i t Näherungswer ten : 

6 ,854092; 4 ,236068; 2 ,618034; 1,618034; 1; 0 ,618034; 
0 ,381966; 0 ,236068; 0 ,145898; 

D i e „Hauptreihe" k a n n selbstverständlich k e i n e „ g o l d e n e R e i h e " 
se in , sie is t j a k e i n e g e o m e t r i s c h e ; d e n n o c h z e i g t sie m i t den 
„goldenen R e i h e n " bedeu tende Übere ins t immung. S o w o h l d ie 
„Hauptreihe" als d ie „go ldene n R e i h e n " können nämlich als be -
sondere Fälle d ieser a l l g e m e i n e n R e i h e : 

A ? ' / + ? . / + 2 ^ , 2 / + 3 ^ , 3 / + 5 ^ , u s w . 

aufgefaßt w e r d e n . A u ß e r d e m sahen w i r soeben, daß , j e höhere 
G l i e d e r der H a u p t r e i h e m a n be t rach te t , der Q u o t i e n t zwe ie r auf-
e inander fo lgender G l i e d e r s i c h i i m m e r m e h r nähert. H i e r a u s 
fo lg t , daß d ie H a u p t r e i h e i n den höheren G l i e d e r n s i c h m e h r u n d 
m e h r e ine r g o l d e n e n R e i h e nähert. 

A l s A n f a n g s g l i e d e iner g o l d e n e n R e i h e n i m m t m a n auch oft 
die Z a h l 1000 u n d f indet d a n n annäherungsweise diese R e i h e : 

1000,00; 618,03; 381,96; 236,07; 145,90; 90,17; 55 ,73; 34,44; 21,29; 
13,15; 8,13; 5,02; 3,11; 1,92; 1,19; 

oder b e i e ine r w e n i g e r g e n a u e n Annähe rung : 

1000; 618 ; 3 8 2 ; 236 ; 146; 90 ; 56 ; 34 ; 2 1 ; 13; 8; 5; 3 ; 2 ; 1. 

V e r g l e i c h t m a n diese R e i h e m i t der i n u m g e k e h r t e r R e i h e n -
fo lge g e s c h r i e b e n e n „Hauptreihe": 

9 8 7 ; 610 ; 377 ; 2 3 3 ; 144; 8 9 ; 5 5 ; 34 ; 2 1 ; 13; 8; 5; 3 ; 2 ; 1 

so w i r d a u c h h i e r d u r c h e in l euch ten , daß die letzte R e i h e s i c h e iner 
g o l d e n e n R e i h e nähert. D a ß b e i d ieser S c h r e i b a r t d ie A b w e i c h u n g 
z w i s c h e n d e n höheren G l i e d e r n d e r H a u p t r e i h e u n d de r g o l d e n e n 
R e i h e g röße r ist a ls z w i s c h e n d e n n i ede ren , f indet seine U r s a c h e 
i n de r v o l l k o m m e n willkürhchen A n n a h m e de r Z a h l 1000 als A n f a n g s -
z a h l de r g o l d e n e n R e i h e . Hät te m a n 987 als so lche gewählt , so 
wäre d i e A b w e i c h u n g v o n de r H a u p t r e i h e i n den n i ede ren G l i e d e r n 
sehr b e d e u t e n d g e w e s e n , i n den höheren j e d o c h be inahe u n m e r k b a r . 

') Dies läßt sich z. B. für die vierten Glieder wie folgt n-achweisen: 
^•^ = ^ f ~ ^ (\ — ̂ ) = ^ ^ yji = 2 x — \. 

I t e r s o n , Studien Uber Blattstellungen. 
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Kapitel IV. Systeme tangierender Ki-eise mit Kontakten aus 
den Nehenreihen auf einer Kreiszylinderfläche. 

§ 1 . N e b e n r e i h e n . A n erster S t e l l e w o l l e n w i r d ie K o n t a k t -
fälle be t r ach ten , de r en K o n t a k t e da rges t e l l t w e r d e n d u r c h z w e i oder 
d r e i au fe inander fo lgende G l i e d e r de r R e i h e : 

1, 2, 1 + z, 1 + 22, 2 + 32, 3 + 52, u sw . 

w o r i n z e ine g a n z e Z a h l dars te l l t , d ie g röße r als 2 ist, a lso 3, 4, 
5, 6 u s w . 

W i r w e r d e n diese R e i h e beze i chnen a ls d ie N e b e n r e i h e 1, z 
u n d we i t e rh in sp rechen v o n „Kon tak ten aus e ine r N e b e n r e i h e " , w i e 
w i r es v o n „Kon tak ten aus de r H a u p t r e i h e " ta ten. 

Für den F a l l 2 = 3 w o U e n w i r die N e b e n r e i h e 1, z a u c h w o h l 
d ie „erste N e b e n r e i h e " nennen , w e g e n de r größeren B e d e u t u n g , d ie 
diese R e i h e für d ie L e h r e de r B l a t t s t e l l u n g besi tz t . 

N a c h d e m die R e i h e 1, z b e s p r o c h en i s t , s o l l d a n n d ie n o c h 
a l l g e m e i n e r e zu r S p r a c h e k o m m e n , d ie da rges te l l t w e r d e n k a n n 
d u r c h : 

q,p + q,p + 2q, 2 / + 3 ^ , 3 / + 5 ^ , u s w . 

u n d die w i r b e z e i c h n e n w e r d e n als d ie N e b e n r e i h e / , q. 
E s muß n o c h d a r a u f a u f m e r k s a m g e m a c h t w e r d e n , daß b e i 

d ieser S c h r e i b w e i s e a n g e n o m m e n w i r d , daß p d ie k l e i n s t e Z a h l de r 
R e i h e darstel l t , a u c h w e n n m a n die R e i h e n a c h l i n k s v e r f o l g t . E s 
w i r d d e u t l i c h se in , daß dies de r F a l l ist, s o b a l d q'>2p ist. 

I n der R e i h e 1, z s o w o h l w i e i n de r R e i h e p, q w i r d m i t 
A u s n a h m e d e r be ide n ers ten G h e d e r jedes f o l g e n de G l i e d k l e i n e r 
se in als das D o p p e l t e des v o r h e r g e h e n d e n . B e i d e n K o n t a k t e n aus 
N e b e n r e i h e n ge l t en a lso a l le E i g e n s c h a f t e n , d ie w i r i n § 3 u n d § 7 
K a p . I I abge le i t e t h a b e n für den F a h , daß n <.2m ist. 

§ 2. B e r e c h n u n g v o n A„, u n d A„, w e n n m u n d n a u f -
e i n a n d e r f o l g e n d e G l i e d e r d e r R e i h e 1,2 s i n d . S c h r e i b e n w i r 
d ie N e b e n r e i h e 1, z u n d d i e H a u p t r e i h e i n fo lgender W e i s e u n t e r 
e inande r : 

1, 2, 1 + 2, 1 + 22, 2 + 32, 3 + 52 in, n, .... 
1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . . m^, « 1 

(also un t e r F o r t l a s s u n g des ers ten G l i e d e s aus de r H a u p t r e i h e ) , d a n n 
nennen w i r d ie G l i e d e r , w e l c h e i n b e i d e n R e i h e n u n t e r e i n a n d e r z u 
stehen k o m m e n : „korrespondierende" . E s w i r d n u n d e u t h c h se in , 
daß w i r d ie G l i e d e r de r N e b e n r e i h e ausdrücken können d u r c h d ie 
k o r r e s p o n d i e r e n d e n der H a u p t r e i h e u n d d u r c h das G l i e d z. S o f inden 
w i r a l l g e m e i n : , , , 

in = (2 — « i ) + ( « 1 — mi) 2 
n = (n^ — Uli) + »^i s 

W i r w e r d e n d a n n n a c h w e i s e n , daß d ie A u s d r ü c k e A„, u n d A„ 
g e g e b e n w e r d e n d u r c h d ie B e z i e h u n g e n : 

Am = n,-m, \ (18) 
A„ = ) 

D a z u müssen w i r b e w e i s e n , daß diese W e r t e der G l e i c h u n g (2) 

inA„-nAm=±\ 
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daß sie außerdem die k l e i n s t e n W e r t e s ind , b e i d e n e n das de r 
F a l l ist. 

Se tzen w i r d ie ge fundenen W e r t e v o n m u n d n u n d d ie j en igen 
v o n Am u n d A,, aus den F o r m e l n (18) i n d ie G l e i c h u n g ein, so muß 
bewiesen w e r d e n : 

I (2 7«i — «i) -I- ( « 1 ~ 77«i) 2 I 7«i — { ( « 1 — ?«i) + 2 } ( « 1 — = + 1 

oder ausge rechne t : 

D a n u n ni^ u n d 7Zj au fe inander fo lgend e G l i e d e r de r H a u p t -
reihe s i n d , so bes teht h i e r n a c h F o r m e l (13) S . 35 e ine Identität, 
sodaß d ie W e r t e (18) i n de r T a t d e r G l e i c h u n g (2) genügen . 

U m n u n n a c h z u w e i s e n , daß es a u c h d ie k l e i n s t e n s i n d , be i 
denen das de r F a l l i s t , b e d e n k e m a n , daß a l le Lösunge n d e r G l e i -
c h u n g (2) w i e d e r g e g e b e n w e r d e n müssen d u r c h : 

= (^1 — ffij) + ^ m u n d A„ = -\- kn 
w o r i n A = + (0, 1, 2, 3, 4, 5, usw.) . 

E s lassen s i c h diese W e r t e a u c h fo lgendermaßen s c h r e i b e n : 

Am = [ni - m^) + /« ( (2 in^ — n{) + [n^ — z } 

An = W i + h [ ( « 1 — 7 « i ) + 2 } 
u n d es w i r d d e u t l i c h s e i n , daß s o b a l d h i e r i n 2 ^ 2 i s t , für j eden 
W e r t v o n //, de r g rößer a ls o i s t , a u c h e in abso lu t größerer W e r t 
der A u s d r ü c k e Am u n d An als [n^ — u n d e rha l ten w i r d . 
Da r a u s f o l g t n u n , daß d ie W e r t e (18) w i r k l i c h d ie k l e i n s t e n s i n d 
u n d m i t h i n d ie gesuch ten . 

D i e B e r e c h n u n g v o n Zi?« u n d A„ ist a lso sehr e in fach u n d das 
E r g e b n i s e iner so l chen läßt s i c h i n dieser F o r m s c h r e i b e n : 

m ^ 1 z 1 + 2 1 + 22 2 + 32 

n ~ T ' r + 2 ' 1 + 2^' 1 + ^ ' " 3 + ' 5 7 ' 
^ 0 1 1 2 ' 3 ^^^^ 
dann .st: ^ = - . u s w 

D a r a u s sieht m a n , daß A,n u n d z/„ d ie K o e f f i z i e n t e n v o n z s ind , d ie 
i n den A u s d r ü c k e n v o n m u n d n v o r k o m m e n . 

N i m m t m a n 2 = 2 , so g e h t d ie N e b e n r e i h e 1,2 über i n d ie 
H a u p t r e i h e , u n d w i e m a n s ieht , is t dann a u c h das E r g e b n i s , das 
m a n n a c h (19) erhält, i d e n t i s c h m i t "dem, w e l c h e s aus (11) S . 33 
gefunden w u r d e i). 

§ 3. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d a f ü r z w e i -
z ä h l i g e K o n t a k t e a u s d e r N e b e n r e i h e 1, z. S e t z e n w i r d ie 
W e r t e (18) i n d ie F o r m e l n (4) e i n , so finden w i r für den F a l l , daß 
die »«-zeil ige S p i r a l e der H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m läuft: 

^ ( « 2 _ ^ , 2 ) ^ 2 + i + 2 « ( « i - » % ) . . . (20a) 

u n d für den F a l l , daß sie a n t i d r o m der H a u p t s p i r a l e i s t : 

^ " ^ ^ ^ = - ( « 2 - » 2 2 ) 3 2 + 1 + 2 O T » 2 I . . . . (20b) 
180« 

1) Man darf nicht 2 = 1 setzen, denn dann ist die Richtigkeit der oben gegebenen 
Ableitung, wobei vorausgesetzt wurde, daß 2 ^ 2 ist, hinfällig. 

i* 
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E s erhebt s i c h n u n d ie F r a g e , w e l c h e v o n diesen F o r m e l n m u ß 
i n e i n e m b e s t i m m t e n F a l l e a n g e w e n d e t w e r d e n . 

E s is t k l a r , daß für d e n K o n t a k t 1 u n d z d ie F r a g e sofort z u 
b e a n t w o r t e n i s t , d e n n d ie »/-zei l ige S p i r a l e is t h i e r j a d ie H a u p t -
sp i ra l e se lbs t ; a l so g i l t für d iesen K o n t a k t d ie F o r m e l (20a). 

B e i d e m K o n t a k t 1, z, (1 + z) muß n u n d ie s -ze i l ige S p i r a l e 
na ch § 3 K a p . I I s i c h e r de r 1-zei l igen S p i r a l e a n t i d r o m l au fen , u n d 
dies muß d a n n a u c h n a c h § 7 desse lben K a p i t e l s für a l le K o n t a k t -
zustände (14- z) u n d (1 + 22) ge l t en . S o f indet m a n f o l g e n d e 
R e g e l n : 

F o r m e l 2 0 a g i l t für d ie K o n t a k t e : 
1 u n d 2, (1 + 2) u n d (1 + 2 z), (2 + 3 2) u n d (3 + 5 2 ) . . . . 

F o r m e l 2 0 b g i l t für d ie K o n t a k t e : 
2 u n d (1+2) , (1 + 22) u n d (2 + 32), (3 + 52) u n d (5 + 82) . . . . 

H i e r m i t is t j ede S c h w i e r i g k e i t für d ie A n w e n d u n g d ieser F o r m e l n 
gehoben . 

W ä h l e n w i r als B e i s p i e l d ie erste N e b e n r e i h e , w o b e i 2 = 3 
ist, so geh t für den K o n t a k t 1 u n d 3 d ie F o r m e l (20a) über i n : 

a = (1 + 8 32)60«, 

Tabelle III. 
Zweizählige Kontakte aus den Nebenreihen bei regelmäßigen Kreissystemen auf 

der Kreiszylinderfläche. 

Kontakte: Die Beziehung zwischen 
a und b: 

Werte von a und * 
für rechtwinklige Kontakte: 

1 und 3 a = (1 + 8*') 60° 
a = A . 3 6 0 » = 108° 

* = 0,31623 

3 und 4 a = (1 - S') 105» 
a = ^ . 360» = 100° 48' 

5 = 0,2 

4 und 7 • 7<x = (15+ 33*') 45° 
1 ft 

a = i § . 360» = 99° 42' 
DO 

b = 0,12404 

7 und 11 . 77 a = (43 - 72 *') 180» 
a = ^ . 360° = 99° 32' 

b = 0,076696 

1 und 4 a = (1 + I 5 * ' j 4 5 » 
a = A . 360° = 84° 42' 

* = 0,24254 

4 und 5 a = ( 9 - 9*') 9» 
a = . 360» = 79° 1' 

41 
* = 0,15617 

2 und 5 a = (9 — 21 *') 18° 

10 

a = i ^ . 360° = 148° 58' 

* = 0,18570 
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für den K o n t a k t 3 u n d 4 geh t (20b) über i n : 

a = ( 1 - 3 2 ) 1 0 5 » 

D i e A n w e n d u n g a u f andere R e i h e n als d ie jen ige 1, 3 w i r d 
auch k e i n e S c h w i e r i g k e i t be re i t en . 

I n T a b e l l e I I I (S. 52) findet m a n d ie B e z i e h u n g e n z w i s c h e n « 
u n d b für e i n i g e andere W e r t e aus d iesen R e i h e n a n g e g e b e n . 

§ 4. E i g e n t ü m l i c h k e i t d e s K o n t a k t e s 1 u n d z. W i r 
sahen bere i t s h i e r oben , daß die z w e i ers ten G l i e d e r d e r R e i h e 1, s 
insofern v o n d e n f o l g e n d e n a b w e i c h e n , als für diese das z w e i t e 
G l i e d g röße r is t a ls das D o p p e l t e des ersten. Für den K o n t a k t 1 
u n d z g e l t e n a l so d ie E i g e n s c h a f t e n , d ie w i r i n K a p . I I § 3 u n d 
§ 7 für den F a l l n'y2 m abge le i t e t haben . 

B e i den Kontaktfäl len m i t d i e sem K o n t a k t w e r d e n also s o w o h l 
solche v o r k o m m e n , b e i d e n e n die 1- u n d die s -ze i l ige S p i r a l e e in -
ander a n t i d r o m s i n d , als a u c h solche , b e i denen sie e inande r h o m o -
d r o m ve r l au fen . A u c h muß dabe i e in F a l l angetroffen w e r d e n , 
be i d e m die 2-zei l ige S p i r a l e v e r t i k a l verläuft u n d die D i v e r g e n z dar-
ges te l l t w i r d d u r c h — - 3 6 0 » , a l so h i e r d u r c h —^ • 360« = - • 3 6 0 » . 
^ n n z 
B e i d e m K o n t a k t 1 u n d 3 is t a lso e in F a l l n a c h z u w e i s e n m i t ve r -
t i k a l ve r l au fende r d r e i z e i l i g e r K o n t a k t s p i r a l e u n d e ine r D i v e r g e n z 

g l e i c h \ • 360» = 120». D e r dazugehörende W e r t v o n b w i r d 
o 

aus de r o b e n g e g e b e n e n B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d a ge funden 

u n d be t räg t 3 = i v 2 = 0,35355. 

E b e n s o k o m m t be i d e m K o n t a k t e 1 u n d 4 e i n F a l l v o r m i t 

e iner D i v e r g e n z ^ - ' 3 6 0 « = 90» u n d hierfür w i r d 3 = ^ / l 5 = 0,258. 

D i e s e n B e i s p i e l e n k a n n m a n l e i ch t andere hinzufügen. 
§ 5. D r e i z ä h l i g e K o n t a k t e a u s d e r N e b e n r e i h e 1, z. 

B e i d e m dreizähligen K o n t a k t aus d e r N e b e n r e i h e 1, z können 
w i r uns k u r z fassen, d ie B e r e c h n u n g v o n a u n d 3 könnte aus den 
F o r m e l n (5) oder (6) e r fo lgen , gesch ieh t abe r e infacher d u r c h A n -
w e n d u n g z w e i e r aufe inander f o l g e n d e r G l e i c h u n g e n , d ie für z w e i -
zählige K o n t a k t e ge l t en . 

D a s E r g e b n i s de r B e r e c h n u n g findet m a n für e inzelne d ieser 
K o n t a k t e i n T a b e l l e I V . 

Tabelle IV. 
Dreizählige Kontakte aus den Nebenreihen bei regelmäßigen Kreissystemen auf 

der Kreiszylinderfläche. 

Kontakte: Divergenz (a): Relative Kreisdurch-
messer (Ä): 

1, 3 und 4 96° 55' 0,2773 
3, 4 „ 7 102° 10' 0,1644 
4, 7 „ 11 98» 43' 0,1037 
1, 4 „ 5 77° 8',5 0,2182 
4, 5 „ 9 79» 40' 0,1280 
2, 5 „ 7 152° 18',5 0,16013 
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V o n Interesse is t e ine nähere B e t r a c h t u n g des dreizähligen 
K o n t a k t e s ( 2 — 1 ) , 1, z, w e l c h e r den K o n t a k t 1 u n d z an e iner 
Se i t e beg renz t . E s läßt s i c h dieser K o n t a k t a u c h s c h r e i b e n : 
1, ( 3 — 1 ) , z; er is t a lso a u c h e in dreizähliger K o n t a k t de r R e i h e 
1, (2—1). I n d i e se m P u n k t , den m a n a l s . A n f a n g s p u n k t der N e b e n -
re ihe 1, 2 be t rach ten k a n n , schließt s i ch a l so diese R e i h e an die 
N e b e n r e i h e 1, (2—1) an . 

S o w i r d z. B . der K o n t a k t 1 u n d 3 b e g r e n z t d u r c h den K o n t a k t 
2, 1 u n d 3 oder 1, 2 u n d 3 u n d d iesen h a b e n w i r a ls dreizähligen 
K o n t a k t de r „Hauptreihe" k e n n e n ge le rn t . D i e s e r P u n k t k a n n also 
als A u s g a n g s p u n k t de r N e b e n r e i h e 1, 3 .aufgefaßt w e r d e n . 

§ 6. D i e g r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g d e r B e z i e h u n g z w i -
s c h e n b u n d (X fü r K o n t a k t e a u s d e r N e b e n r e i h e 1, 2. D i e 
B e t r a c h t u n g , m i t w e l c h e r de r v o r h e r g e h e n d e P a r a g r a p h endete, 
w i r d d e u t l i c h e r w e r d e n , w e n n w i r d ie g r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g de r 
B e z i e h u n g e n 20 a u n d 20 b suchen . 

I n de r se lben g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g , d ie w i r z u m T e i l be re i t s 
b e s p r o c h e n h a b e n u n d d ie als F i g u r I I auf T a f e l I I w i e d e r g e g e b e n 
ist, findet m a n l i n k s n e b e n de r S e r i e P a r a b e l n , d ie s i c h a u f d ie H a u p t -
re ihe bezieht, e ine S e r i e , d ie für K o n t a k t e aus de r N e b e n r e i h e 1, 3 
g i l t u n d daneben eine für so lche aus de r N e b e n r e i h e 1, 4 u n d 
e n d l i c h n o c h eine für so lche aus d e r N e b e n r e i h e 1, 5. M a n sieht aus 
de r F i g u r , w i e d ie P a r a b e l , d ie für den K o n t a k t 1 u n d 3 g i l t , b e i d e m 
K o n t a k t e 1, 2 u n d 3 i h r e n A n f a n g n i m m t . M a n findet fe rner d e n 

F a l l m i t de r D i v e r g e n z —•360° auf d ieser K u r v e m i t e inem k l e i n e n 
ö 

K r e u z a n g e g e b e n . A l l e P u n k t e z w i s c h e n d i e sem u n d z w i s c h e n d e m 
K o n t a k t 1, 2 u n d 3 en t sprechen , w i e s i c h aus d e m V o r h e r g e h e n d e n 
e rg ib t . Kontaktfäl len, i n denen die 1- u n d die 3-ze i l ige S p i r a l e h o m o -
d r o m s i n d ; a l l e P u n k t e z w i s c h e n 1/3 u n d d e m K o n t a k t 1, 3 u n d 4 
so lchen , b e i denen d ie z w e i S p i r a l e n a n t i d r o m s ind . E i n e so l ch e 
B e t r a c h t u n g läßt s i c h a u c h a u f d ie K o n t a k t e 1 u n d 4, 1 u n d 5 u s w . 
a n w e n d e n . 

H i e r m i t is t e in w i c h t i g e r U n t e r s c h i e d z w i s c h e n den K o n t a k t e n 
aus den N e b e n r e i h e n u n d s o l c h e n aus der H a u p t r e i h e a n g e g e b e n , d e n n 
b e i d iesen w a r e n die u n d d ie «-zei l igen S p i r a l e n n i e m a l s h o m o d r o m . 

§ 7. R e c h t w i n k l i g e K o n t a k t e a u s d e r N e b e n r e i h e 1 ,2 . 
D e r W e r t b für diese K o n t a k t e w i r d w i e d e r ge funden aus de r 
B e z i e h u n g (9), d . h . : 

w e n n die M - z e i l i g e S p i r a l e de r H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m ist, u n d aus : 

b'i = 
1 

de r v o n a aus : 

w e n n sie dieser a n t i d r o m läuft. 
D a s E r g e b n i s der B e r e c h n u n g läßt s i c h n i ch t i n so e infacher 

F o r m n iede r sch re iben , w i e das b e i d e n r e c h t w i n k l i g e n K o n t a k t e n 
d e r H a u p t r e i h e der F a l l w a r . 
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Man> findet das R e s u l t a t e inze lner A u s r e c h n u n g e n i n T a b e l l e I I I 
(S. 52), a u c h s i n d die betreffenden P u n k t e i n de r g r a p h i s c h e n D a r -
s t e l l u n g a n g e g e b e n . 

§ 8 . A n f e r t i g u n g u n d B e s c h r e i b u n g d e r g e o m e t r i -
s c h e n K o n s t r u k t i o n e n . D i e A r t , auf we lche die K r e i s k o n s t r u k -
t ionen ausgeführt w e r d e n , w e n n e i n m a l d ie W e r t e v o n b u n d a 
bekann t s i n d , b e d a r f nach d e m , w a s w i r darüber be i de r B e s p r e c h u n g 
der H a u p t r e i h e gesag t haben , k e i n e r näheren Erläuterung. A u f 
T a f e l I findet m a n i n F i g u r 12 b i s 16 d e r g l e i c h e n K o n s t r u k t i o n e n 
für N e b e n r e i h e n 1, z angefer t ig t . F i g . 12 s te l l t den K o n t a k t f a l l 
1 u n d 3 m i t der D i v e r g e n z 1 / 3 - 3 6 0 ' ' = 1 2 0 " dar, w o b e i a lso d ie 
d re ize i l igen S p i r a l e n v e r t i k a l ve r l au fen . F i g . 13 g i b t d e n F a l l w i e d e r 
mi t d e m r e c h t w i n k l i g e n K o n t a k t e 1 u n d 3, w o b e i a = 3 / ^ ^ . 3 6 0 " , 
F i g . 14 ist d e r dreizähhge K o n t a k t 1, 3 u n d 4, F i g . 15 de r rech t -
w i n k l i g e K o n t a k t 3 u n d 4 , während e n d l i c h F i g . 16 den jen igen 
K o n t a k t f a l l 1 u n d 4 dars te l l t , w o b e i a = 1 / 4 - 3 6 0 0 = 90« ist. 

E s se i n o c h da rau f h i n g e w i e s e n , daß w i r für diese K o n s t r u k -
t ionen w i e d e r e ine Zylinderfläche m i t d e m U m f a n g 5 c m wählten, 
u n d daß also d ie D u r c h m e s s e r de r K r e i s e i n den e inze lnen K o n -
s t ruk t ione n e i n d i r e k t e s M a ß für d e n F a k t o r b s i nd . V o r a l l e m ist 
eine V e r g l e i c h u n g m i t den Größen Verhältnissen de r K r e i s e b e i d e n 
K o n s t r u k t i o n e n för d ie H a u p t r e i h e sehr l e h r r e i c h , später k o m m e n 
w i r h ie rauf näher zurück. 

§ 9. D i e B e r e c h n u n g v o n A,,, u n d / ) „ , w e n n 711 u n d n 
a u f e i n a n d e r f o l g e n d e G l i e d e r d e r N e b e n r e i h e q s i n d . W i r 
schre iben die N e b e n r e i h e / , q u n d d ie H a u p t r e i h e folgendermaßen 
un te re inander : 

A / + / + 2 f , 2 / - l - 3 ^ , 3 / + 5 ^ , . . . in, n 
1 1 2 3 5 8 . . . / « i , « 1 , . . . . 

u n d nennen die un t e r e inande r s t ehenden G h e d e r „korrespondierende". 
W i r können d a n n m u n d n ausdrücken d u r c h w^, p u n d q u n d 
e rha l t en : ^ ^ -n^p + [n^ - m^) q 

n = ( « 1 — OTi) q 

D e n k e n w i r uns n u n den B r u c h ^ als K e t t e n b r u c h ge sch r i eben , 

u n d nennen w i r d e n Zähler u n d N e n n e r des le tz ten Näherungs-
bruches n u n d V, d a n n w e r d e n w i r nachwe i sen , daß: 

Am = (2 viy - « 1 ) ^ + K - OTi) V \ (21) 

A„ = ( « 1 — ; « i ) ^ + » % » ' / 
ist. D a z u w e r d e n w i r bewe i sen , daß diese W e r t e de r G l e i c h u n g (2): 
m A„ ~n Am = +1 en t sprechen , u n d daß sie außerdem d ie k l e i n s t e n 
W e r t e s ind , m i t d e n e n das de r F a l l ist . 

Se t z t m a n d ie W e r t e (21) i n die G l e i c h u n g (2) e i n , so muß 
also bewie sen w e r d e n : 

• {(2 -ni)fJ. + ( « 1 - "h) v) {(«1 - W i ) / ' + ? } -

{ ( « 1 - m^)/u + M,v){(2 - « 1 ) / + ( « 1 - w,)q) = ±'i-

pder ausge rechne t : 
( W i 2 + / « i « 1 -n,^){fiq-vp)^±l 
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N u n ist der erste F a k t o r dieses P r o d u k t e s n a c h F o r m e l (13) 
s i che r g l e i c h + 1 , aber a u c h d e r zwe i t e F a k t o r is t d e m g l e i c h , w e i l 
H u n d V Zähler u n d N e n n e r des l e tz ten Näherungsbruches des 

Q u o t i e n t e n - s i nd . D i e B e z i e h u n g stel l t a l so i n der T a t e ine 

Identität v o r . 
U m ferner nachzuwe i sen , daß die W e r t e (21) a u c h die k l e ins t en 

s i n d , die de r G l e i c h u n g (2) g e n ü g e n , b e d e n k e m a n , daß a l le 
Lösunge n d iese r G l e i c h u n g en tha l ten se in müssen i n den A u s -
drücken : 

A„, = (2 Hi^ — « i ) /X + ( « 1 — W i ) v-\- h m 

u n d A a — ( « 1 — ni^ fx + v-\- hn, 

w e n n >̂  = + ( 0 , 1, 2, 3, 4 usw.) 

ist , oder, w e n n m a n die W e r t e für w u n d n einsetzt , i n d i e sen : 

A,n = (2 - n^) 1.1 ( « 1 — v -|- Ä {(2 in^ — n^)p-\-{n^ — m^) q] 

A„ = ( « 1 — m^) fi +m,v + /i^ ( « 1 — » / i ) p + / « i q] 
E s ist k l a r , daß, w e n n / ^ 2 u n d q ^2 ist, k e i n e k l e i n e r e n 

W e r t e für zl,„ u n d A„ (absolut g e n o m m e n ) bes tehen als d ie j en igen , 
w e l c h e m a n erhält, w e n n m a n k = 0 setzt; da raus f o l g t also, daß 
die W e r t e (21) w i r k h c h die gesuch ten s i n d . 

N u n w i r d d ie B e r e c h n u n g v o n /Im u n d zl„ i n de r R e g e l v i e l 
e infacher geschehe n d u r c h d i r e k t e A n w e n d u n g des Leh r sa t ze s , daß 
diese Größen Zähler u n d N e n n e r des l e t z t en Näherungsbruches des 

Q u o t i e n t e n ^ s i n d ; d ie ge fundene n A u s d r ü c k e für /J„, u n d zl„ w e r d e n 

s i c h aber für d ie we i t e re A b l e i t u n g als so w i c h t i g herauss te l len , 
daß sie h i e r d o c h e inen P l a t z f inden mußten. 

§ 10. K o n s t r u k t i o n e n u n d g r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g i n 
d e r N e b e n r e i h e p, q. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n a u n d b w i r d für 
diese N e b e n r e i h e i n de r R e g e l a m besten ge funden d u r c h A n -
w e n d u n g de r F o r m e l n (4 a) u n d (4 b). W e l c h e v o n d iesen be iden 
m a n n u n g e b r a u c h e n muß, läßt s i c h n ich t i m a l l g e m e i n e n a n g e b e n , 
is t aber i n de r R e g e l sehr s c h n e l l he rauszuf inden . 

N e h m e n w i r als B e i s p i e l d ie K o n t a k t e d e r N e b e n r e i h e 2, 5. 
D e r K o n t a k t 2 u n d 5 w i r d an de r e inen Se i t e b e g r e n z t d u r c h d e n 
dreizähligen K o n t a k t 3, 2 u n d 5 ode r 2, 3 u n d 5, d. i . a lso d u r c h 
e inen K o n t a k t aus der „Hauptre ihe" v o n d e m b e k a n n t ist, daß d ie 
z w e i z e i l i g e S p i r a l e de r H a u p t s p i r a l e a n t i d r o m läuft; a lso g i l t d ies 
a u c h für a l l e Kontaktfä l le 2 u n d 5. D a m i t ist g e z e i g t , daß 
F o r m e l 4 b für d iesen K o n t a k t a n g e w e n d e t w e r d e n muß ; diese 
e r g i b t b e i de r A u s r e c h n u n g : 

« = ( 9 - 2 1 32 )18" 

I n d e m K o n t a k t 2, 5 u n d 7 läuft d ie 5 -ze i l ige S p i r a l e d e r 
H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m , dies g i l t a u c h für a l le Kontaktfäl le 5 
u n d 7, sodaß dafür F o r m e l (4a) g e b r a u c h t w e r d e n m u ß , w e l c h e 

7 a = ( 2 4^ 52+ 29 )3 6 0 

Für den K o n t a k t 7 u n d 12 hat w i e d e r F o r m e l 4 b G e l t u n g u n d i n 
dieser W e i s e k a n n m a n w e i t e r schließen. 
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W i e w i r es u n s eben für d ie K o n t a k t e aus de r N e b e n r e i h e 2, 5 
ve ranschau l i ch ten , k a n n m a n a u c h K o n t a k t e aus a n d e r en N e b e n -
re ihen / , q au f b e k a n n t e Fäl le zurückführen. 

A u ß e r d e m w e r d e n die a l l g e m e i n e n R e g e l n , d ie w i r späterhin 
über den L a u f de r K u r v e n i n d e r g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g auf-
s te l len w e r d e n , i n v i e l e n Fällen die W a h l z w i s c h e n d e n F o r m e l n 
(4 a) u n d (4 b) n o c h ve re in fachen . 

M e h r e r e P a r a b e l n , d ie s i c h auf K o n t a k t e aus d e n N e b e n -
re ihen p, q bez iehen , f indet m a n i n de r g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g I I 
T a f e l I I a n g e g e b e n . E s w i r d d e m L e s e r n i c h t s c h w e r fa l l en , s i c h 
v o r z u s t e l l e n , i n w e l c h e r W e i s e diese D a r s t e l l u n g auch für andere 
Kontaktfälle for tgese tz t w e r d e n könnte . 

E s ist n o c h v o n In teresse d a r a u f h i n z u w e i s e n , daß der K o n -
t ak t / u n d q w i e d e r v o n den höheren K o n t a k t e n aus der R e i h e 
p, q abwe ich t , w e i l q~>2p i s t u n d also d ie E i g e n s c h a f t e n ge l t en , 
die w i r für K o n t a k t e , b e i d e n e n ny2m ist, abge le i te t haben . B e i 
d iesem K o n t a k t e p u n d q k o m m e n also Fäl le v o r , b e i d e n e n d i e 

u n d d ie q-ze\\ige S p i r a l e h o m o d r o m u n d so l che , i n d e n e n sie 
a n t i d r o m laufen . A u ß e r d e m k o m m t n o c h e in F a l l v o r , b e i w e l c h e m 
die ^ -ze ihge S p i r a l e v e r t i k a l läuft u n d w o b e i d i e D i v e r g e n z g l e i c h 

— • 3 6 0 " ist. B e r e c h n e t m a n d iesen le tz ten F a l l für d e n K o n t a k t 2 u n d 5, 
n 2 1 

so f indet m a n d ie D i v e r g e n z - • 360« = 144«, während 3 = — y21 = 0,218 

ist. D i e s e r F a l l is t a ls e i n z i g e r V e r t r e t e r de r R e i h e n p, q i n F i g . 17 
T a f e l I abgeb i lde t . 

§ 11. B e r e c h n u n g d e r L i m i t d i v e r g e n z fü r d i e N e b e n -
r e i h e 1, z. D i e W e r t e v o n « für e inen K o n t a k t m u n d n l i e g e n 
n a c h § 9 K a p . I für d e n F a l l , daß die in- u n d die « -ze i l ige S p i r a l e 

e inander a n t i d r o m s i n d , z w i s c h e n — - 3 6 0 « u n d — • 3 6 0 « . D i e s e 
m n 

G r e n z e n ge l t en m i t A u s n a h m e des K o n t a k t e s 1 u n d z für a l le K o n -
takte aus de r N e b e n r e i h e 1, z. S e t z e n w i r n u n i n diese Näherungs-
wer t e d ie A u s d r ü c k e für A,„ u n d A„ u n d die für ni u n d n e in , w e l c h e 
w i r i n § 2 dieses K a p i t e l s ge funden haben , so l i e g e n die W e r t e v o n 
a z w i s c h e n : 

- . 3 6 0 « u n d , ^ " ^ ^ ^ 3 6 0 « 
(2 / « i — «^) -f- ( « 1 — in^ z ( « 1 — / « i ) + z 

N u n s i n d die Brüche, w e l c h e i n den Ausd rücken v o r 360« 
s tehen , z w e i aufe inander f o l g e n d e Näherungsbrüche des K e t t e n -
b ruches : 

1 

. + - 1 
1 

1 + -
1 + . . . . •• 

oder a u f andere W e i s e g e s c h r i e b e n : 

{ 2 , 1 , 1 , 1 . 1 } 

E s läßt s i c h d ies i n f o l g e n d e r W e i s e verständlich m a c h e n . 



58 Erster Abschn. Einfache Systeme auf einer Kreiszylinderfiäche. 

B r i c h t m a n d iesen K e t t e n b r u c h i r g e n d w o ab, so erhält m a n 
stets b e i de r A u s r e c h n u n g v o n a l l e m , w a s auf d e n T e i l n e n n e r z 
folgt , e inen Annäherungsbruch des unendHchen K e t t e n b r u c h e s : 

{ l , 1, 1, 1, ...••} 

M a n k a n n d iesen le tz ten K e t t e n b r u c h i m m e r so abb rechen , daß 

a ls Näherungsbruch ge funden w i r d : — — ~ . D e r e r s tgenann te 
fz^ — f/l^ 

K e t t e n b r u c h geh t j e d o c h , w e n n er i n g l e i c h e r W e i s e a b g e b r o c h e n 
w i r d , über i n : 

1 ^ 1 ~ "h 

d. h . i n d e n ers ten de r o b e n g e n a n n t e n Annäherungswer te . 
Hät te m a n d e n K e t t e n b r u c h i n e i n e m f o l g e n d e n T e i l n e n n e r 

a b g e b r o c h e n , so würde als Näherungswer t dieses B r u c h e s ent-
s tanden s e i n : 

1 vi^ 
yzi — ~' ( « 1 — + m^z 

Z -j 

d . h . de r zwe i t e de r o b e n a n g e g e b e n e n Annäherungswer te . 
E s i s t a l so k l a r , daß d ie L i m i t d i v e r g e n z , w e l c h e m a n erhält 

d u r c h d ie B e t r a c h t u n g i m m e r höherer W e r t e aus de r N e b e n r e i h e 1, z, 
da rges t e l l t w i r d d u r c h : 

L i m i t e ( z , 1, 1, 1, 1 } 3 6 0 » 

D e r W e r t d ieser L i m i t e i s t sehr l e i c h t a n z u g e b e n , d e n n w i r f anden 
i n § 11 K a p . I I I a ls L i m i t e für d e n K e t t e n b r u c h ( l , 1, 1, 1, . . . . ) 
d i e „göt t l iche P r o p o r t i o n " %, sodaß : 

L i m ^ = 3 6 0 » = - ^ - 3 6 0 0 (22) 

2 + 
2 + Z 

1 + . . . . 
w i r d . 

Für 2 = 3 findet m a n a l s o : 

L i m i t d i v e r g e n z = - ^ - 3 6 0 » = 99» 3 0 ' 6 " , 

für 2 = 4: 

L i m i t d i v e r g e n z = j ^ ^ ' ^ ö O » = 77 »57'19" , 

für 2 = 5: 

L i m i t d i v e r g e n z = g ^ - ^ G O » = 640 4'45", 

u s w . 
D i e h i e r be rechne ten L i m i t d i v e r g e n z e n s i n d i n d e r m e h r f a c h 

b e s p r o c h e n e n g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g d u r c h d i c k e r e O r d i n a t e n an-
g e g e b e n . J ede dieser O r d i n a t e n schneidet , w i e s i c h aus d e m V o r -
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he rgehenden e r g i b t , a l l e P a r a b e l n , d i e B e z u g h a b e n au f K o n t a k t e 
aus so l chen R e i h e n , für w e l c h e d i e be t rachte te O r d i n a t e d ie L i m i t -
d ive rgen z ang ib t . D i e dreizähligen K o n t a k t e aus e in u n d de r se lben 
R e i h e l i e g e n a b w e c h s e l n d an v e r s c h i e d e n e n S e i t e n d e r L i m i t -
o rd ina ten u n d nähern s i c h u m so m e h r d ieser L i n i e , je höhere K o n -
takte be t rach te t w e r d e n . 

§ 12. B e r e c h n u n g d e r L i m i t d i v e r g e n z fü r K o n t a k t e 
a u s d e r N e b e n r e i h e / , q. A u c h für d ie K o n t a k t e aus de r 
N e b e n r e i h e / , q (a l le in m i t A u s n a h m e des n i ed r ig s t e n K o n t a k t e s 
/ u n d q) l i e g e n a l l e W e r t e v o n a z w i s c h e n den Näherungswer ten 

— • 3 6 0 0 u n d — - 3 6 0 0 oder , w e n n w i r d ie W e r t e für A„„ A,,, m 
m n 

u n d w e in se t zen , d ie w i r i n § 9 g e f u n d e n h a b e n , z w i s c h e n den 
Näherungswerten: 

{2my-n^)li + {n^-m;)v ^^^^ {n,-m;)fi + m,v ^^^^ 

(2 — n^)p-\- ( « 1 ~m^)q ( « i -my)p + q 

N u n s i n d h i e r i n d ie K o e f f i z i e n t e n v o n 360* aufzufassen als 
Größen, d ie m a n b e k o m m t , w e n n m a n i n d e m A u s d r u c k : 

v + fi ^-

1 + • . 
1 + 

1 + 
1 + . . . . 

• (23) 

1 + 
1 + 

1 + 

die be ide n d a r i n v o r k o m m e n d e n Ket tenbrüche b e i z w e i au fe inande r 
fo lgenden T e i l n e n n e r a b b r i c h t , aber so , daß das A b b r e c h e n i n 
be iden Ket tenbrüchen b e i e i n e m T e i l n e n n e r g l e i c h e r O r d n u n g ge-
schieht . 

M a n erhält nämlich b e i m A b b r e c h e n d ieser Ket tenbrüche stets 

e inen Näherungsbruch des K e t t e n b r u c h e s : | l , 1, 1, 1, — | u n d m a n 

k a n n a l so a u c h i n d e r W e i s e abbrechen , daß m a n als Näherungs-

b r u c h dafür findet: ^ ^ ^ ^ — B r i c h t m a n da rau f b e i be ide n 

Ket tenbrüchen e inen T e i l n e n n e r w e i t e r ab, so erhält m a n als Nähe-

r u n g s b r u c h ^ — — . B e r e c h n e t m a n n u n m i t d iesen b e i d e n W e r t e n 

den A u s d r u c k (23), so findet m a n die oben a n g e g e b e n e n Näherungs-
wer te für d ie D i v e r g e n z . 

D e r L i m i t w e r t de r D i v e r g e n z i n d e r N e b e n r e i h e p, q w i r d also 
darges te l l t d u r c h : 

L i m i t d i v e r g e n z = ^ ^ i ^ ^ . S G O o (24) 
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N e h m e n w i r a ls B e i s p i e l d ie N e b e n r e i h e 2, 5, so w i r d dafür ^ = 1, 
V ~ 2 u n d f o l g l i c h 

d ie L i m i t d i v e r g e n z = ^ t _ ^ . 3 6 0 » = 151 " 8 ' 8". 

Für d ie N e b e n r e i h e 2, 7 w i r d /j, = l, v = 3 u n d 

d ie L i m i t d i v e r g e n z = I ' W • 360 <> = 158<> 8'. 

Für d ie N e b e n r e i h e 3, 8 w i r d /n = l, v = 3 a l so : 

d ie L i m i t d i v e r g e n z = • 3 6 0 « = 1 3 2 « 10'. 
^X + ^ 

D i e s e B e i s p i e l e lassen s i c h l e i ch t w e i t e r for tsetzen. 
Z u m Schluß se i n o c h d a r a u f h i n g e w i e s e n , daß die F o r m e l (24) 

auch d ie A u s d r ü c k e umfaßt, d ie w i r i m v o r i g e n P a r a g r a p h e n für d ie 
L i m i t d i v e r g e n z de r N e b e n r e i h e 1, z u n d i n K a p . I I I für d ie der H a u p t -
re ihe abge le i t e t h a b e n ; setzt m a n nämhch i n der N e b e n r e i h e />, q d i e 
W e r t e p—\ u n d ^ = s, so g e h t d iese über i n d ie N e b e n r e i h e l , s u n d 
d a n u n hierfür = 0, v = \ w i r d , geh t d i e B e z i e h u n g (24) über i n 

L i m i t d i v e r g e n z = • 360« 

Se t z t m a n i n de r N e b e n r e i h e p, q d e n W e r t p — \ u n d q = 2, so 
geh t diese R e i h e über i n d ie H a u p t r e i h e , u n d d a ferner j.i = 0, 
V = 1 w i r d , e r g i b t d ie B e z i e h u n g (24) h i e r : 

L i m i t d i v e r g e n z =: 3 6 0 « = ( 1 - ; K ) - 3 6 0 O . 

Kap. V. Fortsetzung der allgemeinen Betrachtungen 
über regelmäßige Kreissysteme auf einer Kreiszylinderfläche. 

§ 1. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d a i n i h r e r G e -
s a m t h e i t . N a c h d e m w i r i n d e n v o r i g e n K a p i t e l n d ie B e z i e h u n g 
z w i s c h e n b u n d a für b e s t i m m te W e r t e v o n m u n d n b e sp rochen 
haben , k e h r e n w i r n u n z u r B e t r a c h t u n g de r a l l g e m e i n e n B e z i e h u n g 
zurück. D i e L ö s u n g de r F r a g e , w i e diese z u b e s t i m m e n sei , h e g t 
i n d e m V o r h e r g e h e n d e n bere i ts e i ngesch lo s sen . W e n n m a n näm-
l i c h e inen g a n z willkürlichen K o n t a k t m u n d n be t rachte t , s i n d 
n u r z w e i Fäl le mög l i ch : « > 2 ; « oder n-C2m. I m ersten F a l l e 
können m u n d n i m m e r be t rachte t w e r d e n als A n f a n g s g l i e d e r de r 
N e b e n r e i h e p, q, i m z w e i t e n j e d o c h lassen s i c h w i e d e r z w e i M ö g -
l i c h k e i t e n un t e r s che iden u n d z w a r : in > 2 ( « — m) u n d in < 2 ( « — m). 
Ist das erste r i c h t i g , d a n n können [n — iti) u n d in a l s d i e e rs ten 
G h e d e r e iner N e b e n r e i h e p, q aufgefaßt w e r d e n ; g i l t das zwei te , 
d a n n lassen s i c h w i e d e r z w e i Fäl le d e n k e n : (n — in) > 2 (2 in — n) 
o d e r [n — in) < 2 (2 in — n) u s w . W e n n m a n so fortfährt, s ieht m a n 
e in , daß, s o b a l d « < 2 m ist, d ie Z a h l e n m u n d n i m m e r angesehe n 
w e r d e n können als z w e i aufe inander fo lgende G l i e d e r e iner N e b e n -
re ihe p, q. 
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D a m i t is t a l so n a c h g e w i e s e n , daß die B e s t i m m u n g de r a l l -
geme inen B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d « i n den v o r i g e n K a p i t e l n i n 
der T a t bere i t s ge schehe n ist, u n d m a n b r a u c h t n u r die g r a p h i s c h e 
D a r s t e l l u n g I I a u f T a f e l I I v o l l k o m m e n auszuarbe i t en , u m d a r i n 
diese B e z i e h u n g g a n z u n d g a r z u m A u s d r u c k z u b r i n g e n . T h e o r e -
t i sch müssen d a r i n natürhch a l le R e i h e n p, q schließlich in der 
A b s z i s s e n a c h s e e n d i g e n . 

A l l e P u n k t e de r K u r v e n dieser G e s a m t d a r s t e l l u n g en t sp rechen 
also den W e r t e n v o n b u n d a, m i t denen d i e K r e i s k o n s t r u k t i o n e n 
auszuführen s i n d . M i t d ieser D a r s t e l l u n g ist a lso a u c h d ie F r a g e 
gelöst, d ie w i r i n K a p . I I § 1 ges te l l t h a b e n : a n z u g e b e n , u m w e l c h e 
„ rege lmäßigen P u n k t s y s t e m e a u f der a b g e r o l l t e n Zylinderfläche" d ie 
gewünschten K r e i s k o n s t r u k t i o n e n m ö g l i c h s ind . 

§ 2. D i e L a g e d e r P a r a b e l n i n d e r N ä h e e i n e s d r e i -
z ä h l i g e n K o n t a k t e s . O b w o h l s i c h d ie L a g e der K u r v e n , d ie d ie 
B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d a ausdrücken, aus der g r a p h i s c h e n D a r -
s t e l l un g i n de r H a u p t s a c h e ab lesen läßt, m ö g e n d o c h d ie d a m i t 
verknüpften w i c h t i g e n Eigentümlichkei ten n o c h näher h e r v o r g e h o b e n 
u n d d ie a l l g e m e i n e Gült igkei t a u c h für d ie T e i l e , w e l c h e n ich t i n 
unserer F i g u r v o r k o m m e n , n a c h g e w i e s e n w e r d e n . 

D a ß i n dieser g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g i n j e d e m P u n k t , der 
• e inem dreizähligen K o n t a k t m, n u n d {in + ti) en tspr ich t , d r e i P a r a -

be ln zusammentref fen u n d z w a r d i e , w e l c h e auf d ie K o n t a k t e m 
u n d n, m u n d {vi-^n) u n d n u n d {iii-\-n) B e z u g h a b e n , w u r d e 
bereits i n K a p . I I § 6 besprochen , h i e r m ö g e n n u r n o c h e in ige B e -
m e r k u n g e n über d ie „ L a g e " d ieser d r e i P a r a b e l n P l a t z finden. 

Läuft d ie 7«-zeil ige S p i r a l e b e i d e m K o n t a k t e m u n d n der 
H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m , so w i r d d i e B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d a 
für d iesen K o n t a k t ausgedrückt d u r c h d ie F o r m e l (4 a), u n d diese 
stel l t e ine P a r a b e l d a r m i t n a c h rech ts l aufenden Äs ten . A b e r 
auch für den K o n t a k t 7n u n d (m + « ) muß d a n n n a c h § 7 K a p . I I 
diese F o r m e l 4 a a n g e w e n d e t w e r d e n ; d a g e g e n w i r d für den K o n -
tak t n u n d {m-\-n) d ie B e z i e h u n g (4b) Gültigkeit haben , u n d diese 
stel l t e ine P a r a l l e l da r m i t n a c h l i n k s l au fenden Äs ten . 

Ist d a g e g e n d ie w - z e i l i g e S p i r a l e des K o n t a k t e s m u n d n d e r 
H a u p t s p i r a l e a n t i d r o m , so g i l t dafür d ie F o r m e l (4b), u n d d a n n 
w i r d diese a u c h a n z u w e n d e n se in auf den K o n t a k t /n u n d {?n + n), 
während für den K o n t a k t n u n d (w + « ) d ie F o r m e l 4 a g e b r a u c h t 
w e r d e n muß. 

V o n den v i e r dreizähligen K o n t a k t e n : {n — iii], m, n; m, n 
{//i + n); in, {m+n), {2m + n); n, {711-\-71}, (7u + 2n), l i e g t de r erste 
am höchsten, dann fo lg t der zwei te , d a n a c h der dr i t te u n d e n d l i c h 
der v ie r te . D i e s w i r d d e u t l i c h w e r d e n , w e n n m a n bedenk t , daß 
der W e r t v o n b- i n a l l e n d iesen Fällen ge funden w i r d d u r c h A n -
w e n d u n g de r F o r m e l n 5 a oder 6 a. 

D a r a u s fo lg t dann , daß v o n d e m P u n k t e aus, de r den K o n t a k t 
m, n u n d (w + n) dars te l l t , d ie P a r a b e l für den K o n t a k t in u n d n 
aufwärts läuft, d ie jen ige für d e n K o n t a k t m u n d [m-j-n) u n d die-
j en ige für n u n d (w + n) be ide abwärts laufen . 

A u s den G l e i c h u n g e n der P a r a b e l n läßt s i ch n u n überdies 
n o c h ab le i ten , daß i n d e m P u n k t e n u n d (m + ?i) d i e P a r a b e l 
für d e n K o n t a k t 7n u n d {/n + n) stets w e n i g e r s t e i l ist als d ie be iden 
anderen P a r a b e l n . (Die S t e i l he i t w i r d gemessen d u r c h den W i n k e l , 
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w e l c h e n die i n d i e sem P u n k t an d i e P a r a b e l g e z o g e n e T a n g e n t e 
m i t de r A b s z i s s e n a c h s e bildet .) 

I n d e r T e x t f i g u r 14 s i n d d ie b e i d e n Fäl le abgeb i lde t , d ie s i ch 
i n b e z u g a u f d i e L a g e de r P a r a b e l n e r g e b e n können, w e l c h e i n 

e i n e m P u n k t e m, n u n d (in-\-n) z u s a m m e n k o m m e n . I n unse re r 
g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g w i r d m a n be ide Fäl le l e i c h t auff inden. 

§ 3. D i e E i n t e i l u n g d e r g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g i n 
v i e r e c k i g e F i g u r e n . B e t r a c h t e t m a n e inen K o n t a k t in u n d n, 
i n w e l c h e m die ;«-zei l ige S p i r a l e d e r H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m ist 
u n d de r en P a r a b e l be ide Ä s t e n a c h rech ts keh r t , so schließt s i c h 
da r an ein K o n t a k t m u n d (in + ri) an , de r se inerse i ts w i e d e r A n -
schluß findet an e inen K o n t a k t m u n d ( 2 « / + « ) ; d ieser schheßt 
s i c h w i e d e r a n e inen K o n t a k t m u n d (3 vi + « ) an u s w . M a n k a n n 
a l so ausgehen v o n d e m dreizähligen K o n t a k t e {n — vi), vi u n d n 
u n d übergehen z u K o n t a k t e n , w e l c h e da rges te l l t w e r d e n d u r c h 
VI u n d [Xvi-\-n), w e n n A = 0, 1, 2, 3, 4, 5 u s w . ist . A l l e d iese 
K o n t a k t e en t sp rechen P a r a b e l n , w e l c h e ih re b e i d e n Ä s t e n a c h 
rechts senden u n d die n a c h d e m v o r i g e n P a r a g r a p h e n i m m e r w e n i g e r 
s t e i l l au fen . 

I n de r T e x t f i g u r 15 findet m a n v o n d e n P a r a b e l n , w e l c h e 
dieser S e r i e K o n t a k t e en t sprechen , e i n i g e a n g e g e b e n u n d m a n k a n n 

s i c h t h c h diese R e i h e auffassen a ls e ine d i s k o n t i n u i e r l i c h e K u r v e , 
w e l c h e v o n d e m P u n k t e {n — vi), vt u n d n (A) au sgeh t u n d schheß-
l i c h d ie A b s z i s s e n a c h s e er re icht . 
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I m P u n k t e [m — n), m u n d n {A) findet m a n j e d o c h a u c h 
Ansch luß an den K o n t a k t [n — m) u n d m. D i e s e m en tspr ich t e ine 
P a r a b e l m i t n a c h l i n k s ge r i ch t e t e n Äs t en . E r w i r d beg renz t 
du rch den dreizähligen K o n t a k t (2m —n), [n — m) u n d m, u n d i n 
d iesem P u n k t findet m a n w i e d e r A n s c h l u ß an e inen K o n t a k t 
(2 m — 71) u n d m, der seinersei ts b e g r e n z t w i r d d u r c h den dreizähligen 
K o n t a k t (2 m — n), m u n d (3 m — n) [B). E s w i r d w o h l d e u t l i c h se in , 
daß s i c h i n d i e s e m P u n k t e w i e d e r e ine g a n z e S e r i e K o n t a k t e a n -
schließt, d ie da rges t e l l t w e r d e n können d u r c h m u n d {X'7}t — n), w e n n 
X' = 3, 4, 6, 7, 8 u s w . ist. D i e Ä s t e a l l e r d ieser P a r a b e l n s i n d n a c h 
l i n k s ger ich te t . A u c h je tz t w e r d e n w i r w i e d e r diese S e r i e be t rach ten 
als e ine d i s k o n t i n u i e r l i c h e , v o n B ausgehende K u r v e . Schließlich 
muß a u c h d iese i n d e r A b s z i s s e n a c h s e i h r E n d e finden. 

Zue r s t m u ß m a n n u n d a r a u f ach ten , daß w i r d ie K o n t a k t e i n 
unserer F i g u r so wählten, daß i n a l l en de r W e r t m v o r k o m m t ; 
w e i t e r h i n w i r d es d e u t l i c h sein, daß aus j e d e m E c k p u n k t e de r F i g u r 
noch e ine andere P a r a b e l ausläuft als die , w e l c h e w i r be t rachte ten , 
daß aber i n den K o n t a k t e n , w e l c h e d iesen P a r a b e l n en t sprechen , 
der W e r t in n i c h t angetroffen w e r d e n k a n n . Behäl t m a n dies i m 
A u g e , so W i r d m a n s o g l e i c h i n de r g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g I I T a f e l I I 
B e i s p i e l e a n g e b e n können für d ie h i e r g e m e i n t e P a r a b e l s e r i e . 

W i r w e r d e n n u n nachwe i sen , daß die R e i h e P a r a b e l n , d ie v o n 
A ausgeh t u n d den K o n t a k t e n in u n d [Xinn) en t sp r i ch t , i n 
demse lben P u n k t e de r A b s z i s s e n a c h s e e n d i g t w i e d ie R e i h e de r 
P a r a b e l n , d ie v o n B ausgeht u n d den K o n t a k t e n in u n d (X'm — n) 
entspr icht . 

B e i de r e r s tgenann ten S e r i e P a r a b e l n läuft d i e ?;ü -zei l ige S p i r a l e 
der H a u p t s p i r a l e h o m o d r o m , u n d g i l t a lso F o r m e l (4a). Für 
den F a l l n u n , daß A = oo w i r d , muß m a n d a r i n n — oo u n d b = o 

setzen u n d findet d a n n da raus a — — ^ - S e O » als P u n k t , i n w e l c h e m 
m 

die S e r i e P a r a b e l n i n der A b s z i s s e n a c h s e end ig t . 
V o n der z w e i t e n S e r i e P a r a b e l n läuft d ie w^-zeilige S p i r a l e de r 

H a u p t s p i r a l e a n t i d r o m u n d d a r u m ist also F o r m e l (4b) a n z u w e n d e n , 
d ie j e d o c h d u r c h H i n z u z i e h u n g de r F o r m e l (2) a u c h i n d ieser F o r m 

geschr i eben w e r d e n k a n n : -^^^^^ =—(n^—in-) ö--\-1+ 2+ 2nA„. 

Für den F a l l , daß n u n X' = co w i r d , muß h i e r i n ebenfal ls n = oa 

u n d ö = o gesetz t w e r d e n u n d m a n findet a lso auch h i e r x — ^ - 360» 

als d e n P u n k t , i n w e l c h e m d ie S e r i e P a r a b e l n i n der A b s z i s s e n -
achse end ig t . 

A u s d iesen B e t r a c h t u n g e n geh t h e r v o r , daß die P a r a b e l n , d ie 
den K o n t a k t e n e n t s p r e c h e n , de ren eine Z a h l i m m e r m i s t , e ine 
F i g u r b i l d e n , d ie de r F o r m n a c h annähernd ein V i e r e c k ist. V o n 
g r o ß e m In teresse ist es n u n , d a r a u f z u achten , daß i n n e r h a l b dieser 
F i g u r k e i n e P a r a b e l n der g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g angetroffen 
w e r d e n können. 

D a m willkürlich a n g e n o m m e n w u r d e , k a n n m a n i m a l l ge -
m e i n e n j eden W e r t dafür e insetzen. J e d o c h g i b t es z w e i A u s n a h m e n 
be i d iesen B e t r a c h t u n g e n u n d z w a r für d i e Fälle, b e i denen m = 1 
oder in —2 ist . E s schUeßt s i c h j a d e m dreizähligen K o n t a k t e 0, 
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1 u n d 1 z w a r eine S e r i e K o n t a k t e an, w e l c h e dargesteUt w e r d e n können 
d u r c h 1 u n d ( A + 1 ) , w e n n X = 0, 1, 2, 3, 4, 5 u sw . ist, und>diese 
e n d i g t i n d e m P u n k t e der Absz i s senachse , der g e g e b e n w i r d d u r c h 
A 0 
— •360« = - - - ^ ß O « = 0 « ; nach der anderen Se i t e aber k a n n m a n 
m 1 

n u r i n den K o n t a k t 0 u n d 1 übergehen, der m i t d e m r e c h t w i n k l i g e n 
K o n t a k t 3 = 1, a = 0' ' end ig t . E s ist n o c h v o n Interesse , daß s i c h 
a u c h i n n e r h a l b des R a u m e s , der d u r c h diese P a r a b e l n u n d d u r c h 
d i e Ord ina t enachse begrenz t w i r d , k e i n e P a r a b e l n de r g r a p h i s c h en 
D a r s t e l l u n g bef inden können. 

A u c h an den dreizähhgen K o n t a k t 1, 2 u n d 3 schließt s i c h 
eine S e r i e K o n t a k t e a n , d ie da rzus te l l en ist d u r c h 2 u n d { 2 ; i + 3 ) , 
w e n n A = 0, 1, 2, 3, 4 u sw . ist, u n d diese e n d i g t i n de r A b s z i s s e n -
achse, i n d e m P u n k t e a = 1 8 0 « ; aber n a c h der anderen Se i t e schließt 
s i c h dieser K o n t a k t n u r an den K o n t a k t 1 u n d 2 an, sodaß d ie K o n -
takte , i n denen die Z a h l „ 2 " v o r k o m m t , end ige n i n d e m K o n t a k t 1, 1 
u n d 2. A u c h h ie r können inne rha lb der d r e i e c k i g e n F i g u r , w e l c h e 
d u r c h die genann ten K o n t a k t e u n d d u r c h die Ord ina t enachse geb i l de t 
w i r d , k e i n e P a r a b e l n v o r k o m m e n . 

A u ß e r d iesen be iden W e r t e n k a n n m i n obens tehender B e -
t r a c h t u n g , w i e gesag t , a l l e möghchen W e r t e bes i t zen , u n d i m m e r 
w i r d m a n i n der v o l l e n d e t gedach ten g raph i schen D a r s t e l l u n g d ie 
v i e r e c k i g e F i g u r nachwei sen können. D o c h muß s o g l e i c h b e m e r k t 
w e r d e n , daß z u ein u n d demse lben W e r t v o n m m e h r e r e so lche 
F i g u r e n gehören können. 

Für m = 3 findet m a n nur eine v i e r e c k i g e F i g u r , u n d d a r i n 

ist « = 5, sodaß — • 360« = ;^^360« = 120« ist. M a n k a n n s i c h i n 
m 6 

der g r aph i schen D a r s t e l l u n g I I T a f e l I I v o n dieser F i g u r , b e i w e l c h e r 
der P u n k t 1, 2 u n d 3 der höchs tge legene E c k p u n k t ist, l e i ch t e ine 
V o r s t e l l u n g m a c h e n . 

A u c h für 7 « = 4 besteht n u r eine so lche F i g u r , u n d hierfür ist 

n—1, sodaß ^ • 3 6 0 « = 90« ist. Für w = 5 g i b t es d a g e g e n z w e i 

so lche F i g u r e n ; b e i der e inen ist « = 7, u n d — • 360« = 3 6 0 « = 144«; 

bei de r z w e i t en ist « = 9 u n d — • 3 6 0 » = ^ • 3 6 0 « = 72«. 
m 5 

E s hat für unse ren Z w e c k k e i n Interesse, d ie F r a g e n a c h der 
A n z a h l möghche r v i e r e c k i g e r F i g u r e n m i t e in u n d d e m s e l b e n W e r t e 
v o n ;// w e i t e r z u v e r f o l g e n ; w i r w e i s e n d a r u m auf d ie g r a p h i s c h e 
D a r s t e l l u n g h in , i n der m a n solche F i g u r e n für mehre re W e r t e t e i l -
we i se w i e d e r g e g e b e n findet. Erwähnt sei h ier n u r n o c h die F i g u r 

für / « = 8, « = 13 , w o b e i — • 360« = • 360« = 135« ist, w e i l d ie -
m 8 

se lbe für unsere we i t e r e B e t r a c h t u n g e n v o n Interesse ist. 
H a t m a n s i c h e i n m a l v o n den i n d i e sem P a r a g r a p h e n be-

sp rochenen T a t s a c h e n gu t R e c h e n s c h a f t gegeben , so w i r d m a n s i c h 
ohne Mühe eine V o r s t e l l u n g mache n können v o n der L a g e de r 
K u r v e n i n der v o l l k o m m e n durchgeführten g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g , 
u n d es w i r d d ie Unvolls tändigkei t unserer F i g u r k e i n H i n d e r n i s 
b i l d e n , die a l l g e m e i n en F o l g e r u n g e n daraus z u z iehen . 
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§ 4. D i e v e r s c h i e d e n e n r e g e l m ä ß i g e n K r e i s s y s t e m e , 
w e l c h e m i t e i n u n d d e m s e l b e n b e s t i m m t e n W e r t e v o n a 
m ö g l i c h s i n d . W e n n e i n m a l d ie g r aph i s che D a r s t e l l u n g v o l l -
k o m m e n b e k a n n t is t , k a n n die F r a g e l e i ch t bean twor t e t w e r d e n , 
w e l c h e K r e i s s y s t e m e m i t e in u n d d e m s e l b e n b e s t i m m t e n W e r t e v o n 
a z u k o n s t r u i e r e n s i n d . M a n b r a u c h t d a z u n u r e ine O r d i n a t e z u 
z e i c h n e n , w e l c h e d i e sem W e r t e v o n « en t sp r i ch t , es w e r d e n d a n n 
die S c h n i t t p u n k t e m i t den K u r v e n d e r D a r s t e l l u n g uns s o g l e i c h i n 
den S t a n d setzen, d ie gewünsch ten W e r t e für b u n d die dazugehören-
den K o n t a k t e abzu lesen . 

I m a l l g e m e i n e n w e r d e n m i t e i n u n d d e m s e l b e n W e r t e v o n a 
zah l re iche r ege lmäß ige K r e i s s y s t e m e z u k o n s t r u i e r e n se in , abe r i n 
e i n i g en besonde ren Fällen w i r d diese A n z a h l sehr beschränkt se in . 

B e i e ine r D i v e r g e n z oc = —-SßO» = 120» z. B . w i r d diese A n z a h l 
ö 

z w e i sein , denn eine O r d i n a t e , d ie i n d e m P u n k t e « = 1 2 0 » e r r i ch te t 
ist, schneidet , w i e aus d e n B e t r a c h t u n g e n des v o r i g e n P a r a g r a p h e n 
folgt , n u r d ie P a r a b e l für den K o n t a k t 1 u n d 3 u n d d ie G e r a d e für 
den K o n t a k t 0 u n d 1. ( D i e K o n s t r u k t i o n m i t b = (i bes i tz t a l s G r e n z -
fal l natürlich k e i n e p r a k t i s c h e B e d e u t u n g . ) D e r e r s tgenann te K o n -
t ak t f a l l ist, w i e w i r bere i t s früher gesag t haben , a b g e b i l d e t i n F i g . 12 
T a f e l I ; der andere m i t d e m K o n t a k t 0 u n d 1 ze ig t e ine sehr 
g r o ß e Übere ins t immung m i t de r K o n s t r u k t i o n , d ie i n F i g . 2 T a f e l I X 
w i e d e r g e g e b e n ist. 

M a n k a n n a l l g e m e i n sagen , daß für a l l e W e r t e v o n a, d ie 

darges te l l t w e r d e n können , d u r c h -, w e n n q = 3, 4, 5, 6, 7 u s w . ist, 

n u r z w e i K r e i s k o n s t r u k t i o n e n m ö g l i c h s i n d , v o n denen d ie e ine 
den K o n t a k t 0 u n d 1 u n d b = 1 ze ig t , während die andere den 
K o n t a k t 1 u n d q z e i g t u n d e inen W e r t v o n der m i t w a c h s e n d e m 
q a b n i m m t . 

2 
V o n Interesse s i n d a u c h d ie K o n s t r u k t i o n e n m i t a = — • 3 6 0 » 

5 
= 144». A u s den B e t r a c h t u n g e n des v o r i g e n P a r a g r a p h e n folgt , 
daß m i t d ieser D i v e r g e n z d r e i K o n s t r u k t i o n e n m ö g l i c h s i n d , d e n n 
die O r d i n a t e i n d i e sem P u n k t ze ig t d r e i S c h n i t t p u n k t e m i t K u r v e n 
der D a r s t e l l u n g : 1. m i t d e m K o n t a k t 2 u n d 5, 2. m i t d e m K o n t a k t 
1 u n d 2, u n d 3. m i t d e m K o n t a k t 0 u n d 1. M a n findet diese d re i 
K o n s t r u k t i o n e n i n F i g . 17 u n d F i g . 4 de r T a f e l I u n d i n F i g . 2 
der T a f e l I X . A n d e r e K o n s t r u k t i o n e n als diese s i n d m i t « = 
2 
p - 3 6 0 » = 1 4 4 o n i ch t mög l i ch . 

3 
M i t a = —-360» = 135» s i n d , w i e m a n aus de r g r a p h i s c h e n 

o 
D a r s t e l l u n g ablesen k a n n , v i e r ve r sch i eden e K o n s t r u k t i o n e n mögl ich. 

W e i t e r w o l l e n w i r diese B e i s p i e l e n i c h t ausführen. 
§ 5. D i e v e r s c h i e d e n e n r e g e l m ä ß i g e n K r e i s s y s t e m e , 

w e l c h e m i t e i n u n d d e m s e l b e n b e s t i m m t e n W e r t e v o n b 
m ö g l i c h s i n d . V o n v i e l g röße re r p r a k t i s c h e r B e d e u t u n g als die 
F r a g e , w e l c h e w i r i m v o r i g e n P a r a g r a p h e n behande l t haben , w i r d 
s i ch d ie F r a g e he rauss t e l l en : W e l c h e s s i n d die ve r sch i edenen r e g e l -

I t e r s o n , Studien über Blattstellungen. ü 



66 Erster Abschn. Einfache Systeme auf einer Kreiszylinderfläche. 

mäßigen K r e i s s y s t e m e , d ie s i ch m i t e in u n d demse lben W e r t e v o n 
b k o n s t r u i e r e n lassen? 

D i e L ö s u n g ist a u c h je tz t sehr einfach. M a n b r a u c h t n u r e ine 
A b s z i s s e z u z iehen, die d e m g e g e b e n en W e r t e v o n b entspr icht , 
u m i n den S c h n i t t p u n k t e n derse lben mi t den K u r v e n de r D a r -
s t e l l u n g die gesuch ten W e r t e v o n a u n d d ie jen igen v o n m u n d n 
ablesen zu können. I m a l l g e m e i n e n g i b t es mehre re K r e i s s y s t e m e 
m i t e in u n d demse lben W e r t e v o n b, für den F a l l , daß 3 = 0 ist, 
theore t i sch soga r u n e n d l i c h vie le , aber b e i größeren W e r t e n v o n b 
n i m m t diese Anzähl ab , u m e n d h c h sehr beschränkt z u w e r d e n , 
o b w o h l für 3 = 1 ausnahmsweise w i e d e r u n e n d l i c h v i e l e ve r sch iedene 
K o n s t r u k t i o n e n mögl i ch s ind . 

Für a l le W e r t e v o n 3, w e l c h e z w i s c h e n 1 u n d 0,57735 ( K o n -
t ak t 1, 1 u n d 2) hegen , ist n u r e ine e inz ige K r e i s k o n s t r u k t i o n u n d 
z w a r ausschließlich m i t d e m K o n t a k t 1 u n d 1 m ö g h c h . A b e r a u c h 
für a l le W e r t e v o n 3, w e l c h e z w i s c h e n 0,57735 u n d 0,37797 ( K o n -
t a k t 1, 2 u n d 3) h e g e n , ist n u r eine K o n s t r u k t i o n auszuführen, 
d i e s m a l aber m i t d e m K o n t a k t e 1 u n d 2. Für a l le W e r t e dieses 
F a k t o r s , w e l c h e zwi schen 0,37797 u n d 0,27735 ( K o n t a k t 1, 3 u n d 4) 
l i e g e n , s i n d z w e i K r e i s k o n s t r u k t i o n e n auszuführen, u n d z w a r e ine 
m i t d e m K o n t a k t e 2 u n d 3 u n d eine m i t d e m K o n t a k t e 1 u n d 3. 
Für j eden W e r t v o n 3, der z w i s c h e n 0,27735 u n d 0,22942 ( K o n t a k t 
2, 3 u n d 5) l i eg t , s i n d d re i K r e i s k o n s t r u k t i o n e n mög l i ch : e ine m i t 
d e m K o n t a k t e 2 u n d 3, eine m i t d e m K o n t a k t e 3 u n d 4, u n d e ine 
m i t d e m K o n t a k t e 1 U n d 4. Schließt m a n so we i te r , so s te l l t s i c h 
heraus, daß, je k l e i n e r d ie W e r t e v o n 3 werden , u m so g röße r d ie 
A n z a h l mögl icher K o n s t r u k t i o n e n w i r d . 

§ 6. Ä n d e r u n g d e r K r e i s k o n s t r u k t i o n d u r c h k o n -
t i n u i e r l i c h e Z u - o d e r A b n a h m e v o n 3. Z w e i K r e i s s y s t e m e , 
m i t demse lben K o n t a k t e ni u n d n, de ren W e r t e v o n 3 n u r e inen 
u n e n d l i c h k l e i n e n W e r t u n t e r s c h i e d ze igen , w e r d e n i n der g r a p h i s c h e n 
D a r s t e l l u n g a n g e g e b e n d u r c h z w e i auf der be t ref fenden P a r a b e l 
nebene inander l i egende P u n k t e . M a n k a n n s i c h n u n vo r s t e l l en , 
daß die eine K o n s t r u k t i o n d u r c h eine g e r i n g e Ä n d e r u n g des W e r t e s 
v o n 3 u n d eine g le i chze i t ige V e r s c h i e b u n g de r K r e i s e i n d ie andere 
übergehen k a n n . D i e s e Ä n d e r u n g des W e r t e s v o n b k a n n dabe i 
au f verschiedene W e i s e zustande g e k o m m e n se in : en twede r d u r c h 
Ä n d e r u n g des K r e i s d u r c h m e s s e r s , w o b e i der des Z y l i n d e r s de r se lbe 
b le ib t , oder d u r c h Ä n d e r u n g des Zy l inde rdu rchmesse r s , w o b e i de r 
K r e i s d u r c h m e s s e r derse lbe b le ib t , oder e n d l i c h d u r c h g l e i c h z e i t i g e 
Ä n d e r u n g be ider D u r c h m e s s e r . E i n so lcher Ü b e r g a n g eines S y s t e m s 
i n e in anderes hat also i m a l l g e m e i n e n eine Ä n d e r u n g de r D i v e r g e n z 
u n d de r N e i g u n g der H a u p t s p i r a l e zur F o l g e . 

D e n k t m a n s i c h eine R e i h e so l che r k l e i n e r Ä n d e r u n g e n , so 
k a n n m a n i n u n u n t e r b r o c h e n for t laufender W e i s e a l le K o n t a k t e m 
u n d n du rch lau fen . B e t r a c h t e n w i r zuers t d ie Ä n d e r u n g , w e l c h e 
e in t r i t t d u r c h k o n t i n u i e r l i c h e „Zunahme" v o n 3. M a n muß d a d u r c h 
schließlich i n d e m K o n t a k t (n — in), in u n d n e n d i g e n . Is t n u n 
« < 2 ///, so is t die P a r a b e l des K o n t a k t e s in u n d n d ie stei lste de r 
be ide n P a r a b e l n , die v o n d e m P u n k t e ( « — m u n d n abwärts 
laufen. B e i we i t e re r Z u n a h m e des W e r t e s v o n 3 muß m a n n u n 
n o t w e n d i g e r w e i s e in d ie P a r a b e l für den K o n t a k t [n — in) u n d m 
aufs te igen. Ist j e d o c h « > 2 in, so ist d ie P a r a b e l für den K o n t a k t 
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m u n d n d ie a m w e n i g s t e n steile, d ie i n d e m P u n k t e {n — in), m 
u n d n ausläuft; u n d n u n w i r d m a n b e i for tgesetz ter Z u n a h m e des 
W e r t e s v o n b i n den K o n t a k t m u n d [n — m) k o m m e n . I n j e d e m 
F a l l e ist a l so e ine de r Z a h l e n , d ie den neuen K o n t a k t a n g e b e n , 
auch i m a l t en enthal ten , während die andere Z a h l g l e i c h de r Di f fe -
renz {n — m) ist . S t e i g t m a n i n d e m neuen K o n t a k t e w e i t g e n u g 
auf, so k o m m t m a n schließlich w i e d e r i n e inen dreizähligen K o n -
tak t u n d v o n d a b e i for tgesetz ter Z u n a h m e des W e r t e s v o n b 
w i e d e r i n e inen zweizähligen. 

E i n B e i s p i e l m ö g e dies näher erklären. Ist m = 13, n = 16, 
so w e r d e n b e i k o n t i n u i e r l i c h e r Z u n a h m e des W e r t e s v o n b fo lgende 
K o n t a k t e d u r c h l a u f e n : 13 u n d 16, 3 u n d 13, 3 u n d 10, 3 u n d 7, 
3 u n d 4, 1 u n d 3, 1 u n d 2, 1 u n d 1, 0 u n d 1. 

E s is t n u n a n de r H a n d d e r g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g l e i ch t e i n z u -
sehen, daß m a n , v o n w e l c h e m K o n t a k t e m a n a u c h ausgeht , d u r c h k o n -
t i n u i e r l i c h e Z u n a h m e v o n b, stets i n d e m K o n t a k t 0 u n d 1 enden muß. 

W i r w e i s e n n o c h da rau f h i n , daß man , s o b a l d m u n d n auf-
e inander fo lgend e G l i e d e r de r R e i h e p, q s i nd , d u r c h k o n t i n u i e r l i c h e 
Z u n a h m e des W e r t e s v o n b erst K o n t a k t e durchläuft, d ie d u r c h auf-
e inander f o l g e n d e G l i e d e r d ieser R e i h e a n g e g e b e n w e r d e n , b i s m a n 
e n d l i c h i n d e m K o n t a k t e p u n d q a n l a n g t u n d n u n i n e ine andere 
R e i h e übergeht . W e n n m u n d n G l i e d e r d e r H a u p t r e i h e s ind , so 
fo lg t h ieraus , daß m a n d u r c h k o n t i n u i e r l i c h e Z u n a h m e des W e r t e s 
v o n b a u c h stets i n de r H a u p t r e i h e b l e i b e n w i r d . 

D e n k t m a n s i ch , w e n n m a n v o n e i n e m b e s t i m m t e n K o n t a k t e 
m u n d n ausgeht , den W e r t v o n b k o n t i n u i e r l i c h „abnehmend", so 
k o m m t m a n schließlich auf den K o n t a k t in, n u n d {in-\-n); n u n 
aber w i r d d u r c h we i t e r e A b n a h m e des W e r t e s v o n b d ie M ö g l i c h -
k e i t bes tehen, daß e n t w e d e r e in K o n t a k t in u n d [m + n) oder e in 
K o n t a k t n u n d [in + n) e r re ich t w i r d . D i e k o n t i n u i e r l i c h e A b n a h m e 
v o n b führt a l so z u Z w e i d e u t i g k e i t e n u n d es ist z. B . n i c h t not-
w e n d i g , daß dabe i eine R e i h e / , q du r ch l au fen w i r d , w e n n in u n d n 
G l i e d e r e ine r s o l c h e n R e i h e s i nd . 

§ 7. E i n f ü h r u n g m e c h a n i s c h e r K r ä f t e . O b w o h l v o r a u s -
gesetzt w e r d e n m u ß , daß i n der T h e o r i e , w i e w i r sie i m z w e i t en 
T e i l d ieser A r b e i t für das „Zus tandekommen" de r B l a t t s t e l l u n g e n 
e n t w i c k e l n w e r d e n , mechan i sche Kräfte n ich t i n B e t r a c h t g e z o g e n 
w e r d e n , so muß d e n n o c h eine k u r z e B e h a n d l u n g de r Einführung 
so lcher Kräf te h i e r s tat t f inden, te i ls , w e i l sie, a u c h m e i n e r M e i n u n g 
nach , b e i d e n „ Ä n d e r u n g e n der B l a t t s t e l l u n g e n n a c h i h r e r A n l a g e " 
eine o b w o h l w e n i g bedeu tende R o l l e sp i e l en , teils , w e i l S C H W E N -
B E N E R e ine B e t r a c h t u n g m e c h a n i s c h e r V o r g ä n g e als A u s g a n g s -
p u n k t se iner T h e o r i e wählte. 

D e n k t m a n s i c h d ie K r e i s e eines regelmäßigen K r e i s s y s t e m s 
d u r c h ma te r i e l l e S c h e i b e n ersetzt u n d n i m m t m a n an, daß i n a l len 
M i t t e l p u n k t e n der S c h e i b e n e in v e r t i k a l n a c h un ten ge r i ch te t e r D r u c k 
herrscht , während eine d e r S c h e i b e n feststeht, so w e r d e n w i r nach-
we i sen , daß d a n n a u c h b e i e iner k o n t i n u i e r l i c h e n „ A b n a h m e " v o n 
b, e ine K o n t a k t r e i h e m, n, [m + n), {in + 2 n), u s w . du rch lau fen 
w e r d e n muß u n d ein Ü b e r g a n g i n andere R e i h e n unmögl i ch ist. 

D u r c h d ie k o n t i n u i e r l i c h e A b n a h m e v o n b k o m m e n w i r v o n 
e i n e m K o n t a k t in u n d n au sgehen d n a c h e i n i g e r Z e i t i n den K o n -
t ak t n u n d {in + n). D i e S c h e i b e n o, in, {in + n) u n d n n ehmen 

s* 
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i n d iesem K o n t a k t f a l l e ine L a g e e in , w i e sie i n F i g . 16 darges te l l t 
ist . B e t r a c h t e n w i r n u n den K r e i s m i t t e l p u n k t {7/1+ n), und f r agen 

{771-\-n) dars te l l t u n d eine 1^2, we l che s enk rech t auf d i e sem N o r m a l -
d r u c k steht u n d n a c h de r S c h e i b e 7/1 ger ich te t ist . 

E s w i r d n u n e in leuchten , daß, fal ls s i c h d ie S c h e i b e {771 + TZ) 
b e w e g t , diese B e w e g u n g der R i c h t u n g n a c h S c h e i b e 7« den V o r -
z u g g e b e n w i r d . H i e r a u s fo lg t d a n n aber, daß b e i de r k o n t i n u i e r -
l i c h e n A b n a h m e v o n d der K o n t a k t z w i s c h e n + n) u n d ;//, d. h . 
der «-zähl ige bestehen bleibt , während der K o n t a k t z w i s c h e n (w + « ) 
u n d « , d. h . de r wü-zählige aufgehoben w i r d . H i e r m i t ist a l so unse re 
V o r a u s s e t z u n g erwiesen . 

W i r b e m e r k e n noch , daß über d ie Größe de r v e r t i k a l e n K r a f t 
ke ine A n n a h m e g e m a c h t w u r d e , u n d unser Schluß a lso G e l t u n g 
hat, auch w e n n diese K r a f t n u r u n e n d l i c h k l e i n ist. 

§ 8. V e r s c h i e b u n g s k u r v e n . D e n k t m a n s i c h w i e d e r b e i 
e iner b e s t i m m t e n K r e i s k o n s t r u k t i o n den M i t t e l p u n k t eines de r K r e i s e , 
z. B . des K r e i s e s 0, fest, u n d läßt m a n dann b s i c h so k o n t i n u i e r -
h c h verändern, daß d i e j en igen aufeinander fo lgenden K o n s t r u k t i o n e n 
erha l ten w e r d e n , w e l c h e d u r c h die P u n k t e de r P a r a b e l für den 
K o n t a k t 7// u n d n a n g e g e b en w e r d e n , so müssen, w i e berei ts früher 
b e m e r k t w u r d e , d ie M i t t e l p u n k t e der anderen K r e i s e ih re S t e l l u n g 
ändern. D i e K u r v e n , w e l c h e dabe i v o n d iesen P u n k t e n besch r i ebe n 
w e r d e n , w e r d e n w i r als V e r s c h i e b u n g s k u r v e n beze ichnen . D a -
d u r c h , daß die Ä n d e r u n g des W e r t e s v o n d auf ve r sch iedene A r t 
gesch ieh t (siehe § 6), können diese K u r v e n aher le i F o r m e n a n n e h m e n , 
b e i b e s t i m m t e n V o r a u s s e t z u n g e n läßt s i ch j e d o c h d ie A r t d ieser 
K u r v e n l e ich t angeben . 

W i r w e r d e n h ie r d ie G l e i c h u n g der V e r s c h i e b u n g s k u r v e n auf-
s te l len un te r der V o r a u s s e t z u n g , daß die Ä n d e r u n g des W e r t e s 
v o n 6 ausschließlich zus tande k o m m t d u r c h Ä n d e r u n g des K r e i s -
durchmessers , während der Zylinderflächendurchmesser derse lbe 
b le ib t . Zuers t w e r d e n w i r d ie V e r s c h i e b u n g s k u r v e n für den P u n k t 1 
z u b e s t i m m e n suchen . 

W i r beze ichnen die K o o r d i n a t e n des P u n k t e s I m i t x u n d y 
u n d drücken be ide i n T e i l e n des Z y h n d e r u m f a n g s aus. E b e n s o 

Fig. 16. 
w i r uns, w i e s i c h d ieser 
M i t t e l p u n k t b e w e g e n 
w i r d , w e n n w i r d ie 
V o r a u s s e t z u n g m a -
chen, daß d ie S c h e i b e 
o ih re S t e l l u n g n i c h t 
ändert. M a n d e n k e s i c h 
d a zu e inen A u g e n b l i c k 
d ie S c h e i b e n 771 u n d n 
w e g g e n o m m e n . D i e 
v e r t i k a l e K r a f t K, d ie 
i m M i t t e l p u n k t de r 
S c h e i b e (/« + « ) an -
gre i f t , läßt s i c h zer-
l e g e n i n z w e i andere : 
e ine K^, w e l c h e den 
N o r m a l d r u c k z w i s c h e n 
den S c h e i b e n o u n d 
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w o l l e n w i r für unsere A b l e i t u n g a l l e D i v e r g e n z w i n k e l i n so l chen 
T e i l e n ausdrücken. B e i d ieser A n n a h m e 
ist : X =• (X. u n d Ft^. J7. 

b,n = mx — A,„ 

b„ = nx — An 

Bet r ach t e t m a n n u n das D r e i e c k , das d ie 
P u n k t e 0, o' u n d m n z u E c k p u n k t e n ha t 
(siehe F i g . 17), so is t d a r i n d ie H ö h e 
CD = mny, während 

A D = nd„i = III nx — n A,n 

BD - in b„ = III nx — m A„ 

ist. F e r n e r g i l t dafür: 

AC^ = AD^' + DC^ 

CB^ =^DB''+ CD^ 
oder : 

« 2 ^-2 _ (^.„i nx — nA ,„) 2 

fii^d'^ ~ {innx—mA,,)^• 
- in^ n^y^ 

E l i m i n i e r t m a n aus diesen G l e i c h u n g e n den F a k t o r d, d . h . den 
K r e i s d u r e h m e s s e r , so f indet m a n : 

x^'+yi-2x 
nA„—mA„L A^„ — A'^, 

2 — / « 2 n 2 m- n 
= 0 (24) 

D i e s e r A u s d r u c k g i b t a lso d ie B e z i e h u n g a n , w e l c h e z w i s c h e n 
X u n d y besteht, unabhäng ig v o n d e m W e r t e d, u n d s te l l t f o l g l i c h 
die G l e i c h u n g de r V e r s c h i e b u n g s k u r v e für den P u n k t 1 dar . E s 
ist diese G l e i c h u n g der ana ly t i s ch e A u s d r u c k eines K r e i s e s , dessen 
M i t t e l p u n k t auf d e r A b s z i s s e n a c h s e l i e g t u n d g e g e b e n w i r d d u r c h : 

W ä h r e n d d e r R a d i u s d a r g e s t e l l t w i r d d u r c h : 

1 
r = « 2 - m-

(25), 

(26) 

M i t H i l f e d ieser A u s d r ü c k e k a n n m a n für j eden W e r t v o n m u n d n 
die V e r s c h i e b u n g s k u r v e n des K r e i s m i t t e l p u n k t e s 1 k o n s t r u i e r e n . 

D a w i r gewöhn l i ch a u f de r A b s z i s s e n a c h s e d ie D i v e r g e n z i n 
G r a d e n ausgedrückt , ab t r agen , u n d dann den U m f a n g d e r Z y l i n d e r -
fläche n i ch t g l e i c h 1, w i e es b e i de r o b i g e n A b l e i t u n g geschehen 
is t , s o n d e r n g l e i c h 3 6 0 " se tzen , so w e r d e n w i r a u c h diese A u s -
d r u c k s w e i s e für d ie A b s z i s s e des M i t t e l p u n k t s des V e r s c h i e b u n g s -
kre i ses a n w e n d e n , u n d finden d a n n : 

Xn — 
n An — in A, 

« 2 _ / « 2 
• 3 6 0 " (25 a) 

W e i l aber der R a d i u s dieses K r e i s e s a m e infachs ten a u f der-
se lben A c h s e a b g e t r a g e n w i r d , auf de r de r M i t t e l p u n k t l i e g t , so 
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w e r de n w i r auch r i n de rse lben E i n h e i t ausdrücken u n d finden 
d a n n : ^ 

r = - - - t — - . 3 6 0 " (26a) 

E s s i n d i n T a b e l l e V u n d V I für die w i c h t i g s t e n W e r t e v o n 
;// u n d n die Größen u n d i n dieser E i n h e i t ausgedrückt . 

Tabelle V . 
Verschiebungskreise des Mittelpunktes 1 bei Kontakten aus der Hauptreihe. 

Kontakte: Mittelpunktsabszisse ( a „ ) 
in Graden: 

Radius (r) des Verschiebungs-
kreises in Graden: 

0 und 1 0 ° ' 360° 
1 „ 1 — OD» 00» 

1 „ 2 240" 120° 
2 „ 3 72° 72" 
3 „ 5 157°, 5 22», 5 
5 „ 8 129°, 24 9», 24 
8 „ 13 140°, 571 3», 429 

Tabelle VI . 
Verschiebungskreise des Mittelpunktes 1 bei Kontakten aus Nebenreihen. 

Kontakte: Mittelpunktsabszisse ( a „ ) 
in Graden: 

Radius {r) des Verschiebungs-
kreises in Graden: 

1 und 3 135° 45° 
3 „ 4 51 °, 43 51 °, 43 
4 „ 7 109°, 0909 10°, 9091 
7 „ 11 95° 5° 
1 „ 4 96° 24° 
4 „ 5 40° 40° 
2 „ 5 137°, 14 17°, 14 

Erwähnung verd ien t , daß für m — o u n d n = \ de r R a d i u s 
des K r e i s e s g l e i c h d e m U m f a n g e des Z y l i n d e r s w i r d , während 
dieser R a d i u s für w = 1 u n d n — \ u n e n d l i c h g r o ß i s t , de r 
K r e i s also übergeht i n eine G e r a d e , w e l c h e s enk rech t auf de r 
A b s z i s s e n a c h se steht. 

A u f T a f e l I I I findet m a n i n der g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g I diese 
V e r s c h i e b u n g s k u r v e n abgeb i lde t . D a b e i w u r d e a n g e n o m m e n , daß 
die H a u p t s p i r a l e r e c h t s g e w u n d e n war , w i e m a n daraus sehen k a n n , 
daß der P u n k t 1 s i c h stets rechts v o m P u n k t e o befindet . P u n k t o 
fällt natürlich m i t d e m U r s p r u n g des K o o r d i n a t e n s y s t e m s z u s a m m e n . 
W i l l m a n die D a r s t e l l u n g der V e r s c h i e b u n g s k u r v e n e rha l t en für den 
F a U , daß die H a u p t s p i r a l e l i n k s g e w u n d e n ist, so hat m a n n u r das 
S p i e g e l b i l d d i e se r F i g u r i n b e z u g auf die Ord ina t enachs e z u ze ichnen . 
D e n k t m a n s i ch dieses ausgeführt, so hat m a n i n der v o l l e n d e t e n 
g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g die A n t w o r t auf die F r a g e , we lches de r 
geome t r i s che O r t der P u n k t e se i , m i t denen der M i t t e l p u n k t v o n 
K r e i s 1 zusammenfa l l en k a n n . D e n k t m a n s i c h unsere F i g u r der-
art v e r k l e i n e r t , daß der U m f a n g de r Zylinderfläche 5 c m w i r d , d a n n 
g e b e n a l le P u n k t e , b e i denen a u f T a f e l I u n d T a f e l I X die Z a h l 1 
steht, a u c h P u n k t e der n u n e rha l tenen K u r v e n an, 
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W i r w e i s e n d a r a u f h i n , daß P u n k t 1, w e n n er d ie V e r -
s c h i e b u n g s k u r v e für den K o n t a k t 1 u n d 2 abwärts durchläuft, 
u n d i n P u n k t 1, 2 u n d 3 a n k o m m t , dor t v o r d ie W a h l ges te l l t 
w i r d , en tweder den K r e i s für den K o n t a k t 1 u n d 3 e n t l a n g h i n a b 
zu g l e i t e n oder d e n für d e n K o n t a k t 2 u n d 3 e n t l a n g . W i r d 
bei d i e sem V o r g a n g n ich t s vorausgese tz t als eine A b n a h m e des 
W e r t e s v o n b, d a n n hat k e i n e r d ieser W e g e den V o r z u g . N i m m t 
m a n j e d o c h w i e d e r e inen v e r t i k a l e n D r u c k an auf d ie K r e i s e , d ie 
n u n als ma te r i e l l e S c h e i b e n z u d e n k e n s ind , d a n n w i r d der P u n k t 1 
n o t w e n d i g e r w e i s e den K r e i s für den K o n t a k t 2 u n d 3 e n t l a n g 
h inabs te igen , w e i l d ieser die stei lste N e i g u n g besitzt . 

W a s n u n d ie V e r s c h i e b u n g s k u r v e n der ande ren K r e i s m i t t e l -
p u n k t e betrifft, so w i r d , w e n n m a n die K o o r d i n a t e n des K r e i s m i t t e l -
p u n k t s i/i m i t x' u n d y' beze ichne t , g e l t e n : x'= ni x — A,,, u n d 
y' = my, sodaß m a n die G l e i c h u n g de r V e r s c h i e b u n g s k u r v e n d a -

x' + A„, y' 
d u r c h findet, daß m a n i n d ie F o r m e l (24) x = — u n d y = ~ 

m m 
einsetzt. M a n sieht l e i ch t e in , daß m a n d a d u r c h als V e r s c h i e b u n g s -
k u r v e w i e d e r e inen K r e i s erhält, dessen M i t t e l p u n k t a u f der 
A b s z i s s e n a c h s e l i e g t u n d z w a r so, daß: 

n A„ — III A„ 

während d e r R a d i u s des K r e i s e s 

= " . ; ; _ . ' " ' " ( 2 ' ) 

ist, a l so w m a l so g r o ß als der für den K r e i s 1. 
Für d e n M i t t e l p u n k t des K r e i s e s iiin k a n n die G l e i c h u n g der 

V e r s c h i e b u n g s k u r v e n o c h e in w e n i g vere infacht w e r d e n . N i m m t 
m a n nämlich an , daß d ie H a u p t s p i r a l e r e c h t s g e w u n d e n ist, so findet 
m a n , w i e m a n l e i ch t e ins i eh t , für e ine l i n k s g e w u n d e n e ; « - ze i l i ge 
S p i r a l e : ^ " = <̂ «'' 
u n d für e ine rechtsgevvundene i-Ä-zeilige S p i r a l e : 

während i n b e i d e n Fällen de r R a d i u s des K r e i s e s ausgedrückt w i r d 
d u r c h : 

^ mn . . 

D i e s e V e r s c h i e b u n g s k u r v e n des P u n k t e s um s i n d v o n S C H W E N -
D E N E R z u m A u s g a n g s p u n k t se iner B e t r a c h t u n g e n g e n o m m e n w o r d e n . 
D i e s e r F o r s c h e r g a b v o n dense lben e ine geomet r i sche K o n s t r u k t i o n , 
d ie i n der T h e o r i e d e r D a c h s t u h l v e r s c h i e b u n g e n begründet is t , er 
s tel l te j e d o c h k e i n e nähere N a c h f o r s c h u n g n a c h der A r t d e r K u r v e n 
an. S o w e i t S C H W E N D E i ^ E R a n g e n o m m e n ha t , daß der Z y l i n d e r -
u m f a n g k o n s t a n t b l e i b t , s i nd n a c h unse ren D a r l e g u n g e n die 
v o n i h m k o n s t r u i e r t e n K u r v e n K r e i s e . D i e s g i l t z. B . für d ie 
K u r v e cc\ c\c'^c\, w e l c h e a u f T a f e l U I i n F i g u r 15 se iner Sch r i f t : 
^^Mechanische T h e o r i e de r B l a t t s t e l l u n g e n " a b g e b i l d e t is t ; der R a d i u s 
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dieses K r e i s e s beträgt ^ • 39 = 47,8 m m u n d der M i t t e l p u n k t h e g t 

a u f der Ver längerung der L i n i e d a in e i n e m A b s t a n d v o n — • 39 

= 31,2 m m h n k s v o n a. A u c h die K u r v e i n F i g . 16 ebender se lben 
T a f e l u n d die ve r sch iedenen K u r v e n a u f der T a f e l i n S C H W E N D E N E R s 
A b h a n d l u n g „Zur T h e o r i e der B l a t t s t e l l u n g " aus d e m J a h r e 18831) , 
s i n d ahe K r e i s e , de ren M i t t e l p u n k t e auf der A b s z i s s e n achse hegen . 

Natürlich w i r d d ie A r t der V e r s c h i e b u n g s k u r v e anders , w e n n 
m a n ann immt , daß de r D u r c h m e s s e r der Zylinderfläche s i c h ändert, 
aber für unseren Z w e c k hat es k e i n Interesse , dies w e i t e r z u ve r -
fo lgen . H i e r w a r die Haup t sache , n a c h z u w e i s e n , daß , o b w o h l das 
S y s t e m der V e r s c h i e b u n g s k u r v e n m i t d e m de r P a r a b e l n aus d e r 
g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g v o n der B e z i e h u n g z w i s c h e n d u n d a Ü b e r -
e i n s t i m m u n g z e i g t , d o c h die K u r v e n be ide r S y s t e m e g r u n d v e r -
sch ieden s ind . 

§ 9. E i n i g e Z a h l e n b e z i e h u n g e n . Z u m Schlüsse müssen 
h ie r n o c h e in ige Z a h l e n b e z i e h u n g en behande l t w e r d e n , d ie für 
unsere späteren B e t r a c h t u n g e n w o h l v o n N u t z e n s i n d , o b g l e i c h sie 
für d ie v o r h e r g e h e n d en ohne B e d e u t u n g w a r e n . 

B e z e i c h n e n w i r den W e r t v o n b für den r e c h t w i n k h g e n K o n -
t a k t m u n d n m i t u n d den für den r e c h t w i n k l i g e n K o n t a k t n u n d 
{•m -j-n), d. h . also für den fo lgenden höheren r e c h t w i n k l i g e n K o n -
t ak t i n der R e i h e w , n, m + n, m + 2n usw., m i t b^, so s te l l t s i c h 

b e i der B e r e c h n u n g des Quo t i en t en - - für ve r sch i edene W e r t e v o n 

m u n d n he raus , daß dieser s i ch u m s o m e h r der „göt t l ichen P r o -
p o r t i o n " X = 0,61803 . . . . nähert, je höhere G h e d e r de r R e i h e die 
Z a h l e n ?n u n d n s ind . U m dies näher z u ze igen u n d E i n s i c h t 

z u verschaffen i n die Größe der A b w e i c h u n g des Q u o t i e n t e n 

v o n de r L i m i t e x b e i den n iederen G h e d e r n , s i n d i n K o l u m n e 3 
de r nachs tehenden T a b e l l e n die W e r t e dafür berechnet b e i G h e d e r n 
aus der H a u p t r e i h e u n d b e i so l chen aus z w e i N e b e n r e i h e n . 

V e r g l e i c h t m a n die W e r t e aus T a b e l l e V I I u n d V I I I m i t e in -
ander , so w i r d s o g l e i c h auffallen, daß da r in d iese lben A u s d r ü c k e 

für den Q u o t i e n t e n v o r k o m m e n ; i n T a b e h e I X (S. 74) trifft m a n 
"\ 

dafür j e d o c h andere Größen an . E s sei h ier nebenbe i b e m e r k t , daß 
die G l e i c h h e i t der W e r t e n u r i n der H a u p t r e i h e u n d i n d e r ers ten 
N e b e n r e i h e ge funden w i r d , u n d daß i n a l l en anderen N e b e n r e i h e n 
A b w e i c h u n g e n d a v o n v o r k o m m e n . 

I n den d re i ve r sch iedenen T a b e U e n findet m a n sehr d e u t l i c h 

ausgedrückt, was oben v o n d e m Quo t i en t en ~ gesag t w u r d e : für 

d ie n iederen W e r t e ist d ie Annähe rung an x berei ts m e r k b a r , b e i 
den höheren G h e d e r n w i r d sie i m m e r deuthcher . 

W a s w i r nun d u r c h B e r e c h n u n g gefunden haben , läßt s i c h 
a u c h ma thema t i sch bewe i sen . W i r w e r d e n daz u ze igen , daß, w e n n 

1) Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1883, S. 741, 
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Tabelle V n . 

Das Verhältnis — und für Kontakte aus der Hauptreihe. 

Kontakte b (rechtwinkl. Kontakte) *3 

0 u. 1 fl 
' 1 = 1 

1 u. 1 fk = 0,70711 0,7071 

1 u. 2 fl 
' 5 = 0,44721 ' 5 = 0,6325 n 0,4472 

2 u. 3 fl = 0,27735 
/ T 

' 13 0,6202 ' 13 0,3922 

3 u. 5 fk = 0,17150 
/13 

/ 34 0,6184 ' 34 - - 0,3835 

5 u. 8 [l 
1 89 

= 0,10600 
lu 

1 89 0,6181 ' 89 0,3822 

8 u. 13 
|/ 233 = 0,06551 

/89 
' 233 = 0,6180 

/34 
' 233 0,3820 

13 u. 21 /' 
r 610 

= 0,04049 
/233 
' 610 0,6180 

/89 
' 610 0,3820 

21 u. 34 
' 1597 = 0,02502 

/ 610 
^ 1597 0,6180 

/233 
/ 1597 0,3820 

34 u. 55 
^ 4181 = 0,01546 

/l597 
r 4180 0,6180 

Veio 
' 4180 0,3820 

Tabelle V m . 

Das Verhältnis — und — für Kontakte aus der 1. Nebenreihe. 

Kontakte b (rechtwinkl. Kontakte) 
b., 

K 
h 
\ 

1 u. 3 = 0,31623 

3 u. 4 II = 0,2 
2 

' 5 = 0,6325 

4 u. 7 f65 = 0,12404 /¥ 
' 13 

= 0,6202 ' 13 0,3922 

7 u. 11 
• 170 = 0,07670 

/13 
' 34 0,6184 / T 

' 34 0,3855 

11 u. 18 

18 u. 29 

r 445 

[̂ 1165 

= 0,04740 

= 0,02930 

& 
' 89 
/89 

' 233 

0,6181 

0,6180 

ln_ 
' 89 

lu 
'233 

0,3822 

0,3820 
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Tabelle IX. 

Das Verhältnis ^ und ^ für Kontakte aus der Nebenreihe 1, 4. 

Kontakte h (rechtwinkl. Kontakte) 
K 

h 
h 

1 u. 4 = 0,24254 

4 u. 5 Vi =: 0,15617 
/ l 7 

' 41 = 0,6439 

5 u. 9 
' 106 = 0,09713 / « 

|/ 106 
0,6219 /" 

' 106 
= 0,4005 

9 u. 14 h 
1 277 

= 0,06008 
/ l06 

' 277 0,6186 
/41 

/ 277 0,3847 

14 u. 23 / ' 
' 725 

= 0,03714 
/277 

' 725 0,6181 
/ l06 

/ 725 = 0,3824 

23 u. 37 y 1898 = 0,02295 
/725 

/ 1898 0,6180 
/ 277 

^ 1898 = 0,3820 

m u n d n u n e n d l i c h g r o ß e G h e d e r e iner R e i h e / , q s i nd , g l e i c h -

gült ig w e l c h e W e r t e p u n d q bes i tzen, stets als L i m i t w e r t des Q u o -

t ien ten -j- de r W e r t ge funden w i r d . W i r drücken m u n d n 

w i e d e r aus i n p u n d q u n d i n den „übereinstimmenden G h e d e r n " 
u n d « 1 aus der H a u p t r e i h e , a u f dieselbe W e i s e w i e w i r dies i n 

§ 9 K a p . I V a n g e g e b e n haben, sodaß: 

m = (2 - « i ) / -f- ( « 1 - m^) q 
n = (n-^—m^p+m^ q . 

u n d 
E s w i r d n u n : 

I m"- -f-

_ IP' (5 - 6 « 1 + 2 « 1 ^ ) q-, (2 2 + « i ^ ) + 
p-i ( « ^ 2 - 2 /« i « 1 + 2 m^') + qi (2 mi^+ n{>) + 2pqmi[2ni- m^) 

+ 2 / £ ( « i — m^) (3 — n^) 

sodaß : 

'pH^X'-^X-V2) + q^2x^-2x+l) + 2pq{l-x){3x-l) 
P'^{l-2x+2x^)+q^l + f) + 2p q X (2 -x) 

N u n läßt s i c h d u r c h A n w e n d u n g der F o r m e l (16) nach -
we i sen , daß : 

L i m i t e ^ = 

^X'~^X + 2=.x'{l~'iX+2f), 2t-2x+l=x:'{^ + x:') 
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u n d (1 - ;t) (3 ;t - 1 ) = %^ (2 - xV), sodaß : 

L i m i t e ^ = % (31) 

ist. 
A u s d e m V o r h e r g e h e n d e n fo lg t we i t e r noch , daß, w e n n m a n 

den W e r t v o n b für den K o n t a k t [tu + n) u n d (;w -\-2n) m i t b^ be-
zeichnet , d ie B e z i e h u n g g i l t : 

L i m i t e = f (32) 

Für n iedere K o n t a k t e ist d ie A b w e i c h u n g v o n d i e se m L i m i t -
we r t e w i e d e r deu t l i ch m e r k b a r , w i e aus der v i e r t e n K o l u m n e der 
obens tehenden T a b e l l e n abge le sen w e r d e n k a n n . 

E s is t k l a r , daß, w e n n m a n m i t b^ d e n W e r t v o n b für d e n 
K o n t a k t {m-\~2n) u n d ( 2 ; « + 3 « ) beze ichnet , ge l t en w i r d : 

L i m i t e ^ = %^ 
"\ 

u n d i n d ieser W e i s e k a n n m a n w e i t e r schließen. 
W a s w i r n u n h ie r b e i d e n W e r t e n v o n b für d i e r e c h t w i n k -

Hgen K o n t a k t e n a c h g e w i e s e n h a b e n , läßt s i c h a u c h i n g l e i c h e r 
W e i s e für d ie dreizähligen K o n t a k t e b e w e i s e n . S i n d u n d b^ d i e 
W e r t e v o n b für z w e i aufe inander f o l g e n d e dreizählige K o n t a k t e , 
so g i l t dafür d ie B e z i e h u n g (31) usw. A u c h h i e r w i r d b e i den 
n iederen dreizähligen K o n t a k t e n n u r e ine A n n ä h e r u n g des Q u o -
t ienten an den L i m i t w e r t ge funden . Für unse ren Z w e c k w e r d e n 
s i c h d ie B e z i e h u n g e n für d ie r e c h t w i n k l i g e n K o n t a k t e als w i c h t i g e r 
herauss te l len . 

A u s d e m G e s a g t e n g e h t n o c h h e r v o r , w e l c h e w i c h t i g e B e -
d e u t u n g d i e „göt t l iche P r o p o r t i o n " für e in r i c h t i g e s Verständnis der 
g r a p h i s c h e n D a r s t e l l u n g v o n d e r B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d K besi tzt . 

Kapitel VI. Regelmäßige Systeme tangierender Ellipsen auf 
einer Kreiszylinderfiäche. 

B e r e i t s i n § 1 K a p . I I h a b e n w i r da rau f h i n g e w i e s e n , daß es 
m ö g l i c h ist, u m d ie P u n k t e jedes rege lmäßigen P u n k t s y s t e m s a u f 
einer a b g e r o l l t e n Zylinderfläche k o n g r u e n t e u n d p a r a l l e l l i egend e 
E l l i p s e n dera r t z u kons t ru i e r en , daß j ed e E l l i p s e v o n mindes tens 
v i e r ande ren berührt w i r d , daß s ie a lso z u s a m m e n e in „ rege lmäß iges 
S y s t e m t a n g i e r e n d e r E l l i p s e n " b i l d e n . U m diese K o n s t r u k t i o n aus-
zuführen, b r a u c h t m a n n u r z w e i „zugeordne te" R i c h t u n g e n i n d e m 
P u n k t s y s t e m aufzusuchen ; w e n n dies z. B . d ie m- u n d d ie w-zei l ige 

S p i r a l e s i n d , so beschre ibe m a n u m 0 m i t ' - ^ - u n d als h a l be 
Ct Li 

z u g e o r d n e t e D u r c h m e s s e r e ine E l l i p s e u n d k o n s t r u i e r e d a n a c h a u c h 

1) So ist z. B. z M l - 2 z + 2 = (3 - 4 ;t) = ;C (3 - 4 = 
= ;C (7 Z - 4) = 7 - 4 Pf = 5 - 6 ;C + 2. 
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u m a l le anderen P u n k t e des S y s t e m s k o n g r u e n t e u n d p a r a l l e l 
l i egend e E l h p s e n . D a u n e n d l i c h v i e l e zugeo rdne t e R i c h t u n g e n i n 
e i n e m regelmäßigen P u n k t s y s t e m nachzuwei sen s i n d , k a n n m a n 
a u c h u n e n d h c h v i e l e , ve r sch iedene rege lmäßige E l l i p s e n s y s t e m e 
u m d ie P u n k t e k o n s t r u i e r e n . D i e s e a l l g e m e i n e Mögl ichke i t hört 
j e d o c h auf, s o b a l d m a n an d ie A r t der E l l i p s e n b e s t i m m t e B e -
d i n g u n g e n knüpft, z. B . w e n n m a n ve r l ang t , daß sie e ine g e g e b e n e 
Exzentrizität bes i t zen oder, daß eine der A c h s e n i n e iner g e g e b e n e n 
R i c h t u n g läuft oder eine bes t immte Größe besitzt . 

O b w o h l diese a l l g e m e i n e F r a g e für unsere w e i t e r en B e t r a c h -
t u n g e n k e i n e n W e r t besitzt , w o l l e n w i r d o c h n i ch t un te r lassen , i n 
e i n e m besonderen F a l l e n a c h z u w e i s e n , w i e unsere früheren A b -
l e i t u n g e n s i ch b e i e iner E l l i p s e n k o n s t r u k t i o n ändern. W i r n e h m e n 
ein B e i s p i e l , das berei ts d u r c h S C H W E N D E N E R i n se iner Sch r i f t 
„Mechanische T h e o r i e der B l a t t s t e l l u n g e n " besp rochen w u r d e , u m 
unse ren S t a n d p u n k t neben d e m dieses F o r s c h e r s ause inanderse tzen 
z u können. 

D e n k t m a n s i c h b e i e i n e m regelmäßigen K r e i s s y s t e m a u f e ine r 
a b g e r o l l t e n Zylinderfläche die Z e i c h n u n g über e inen b e s t i m m t e n 
W i n k e l u m eine hor izon ta le L i n i e gedreh t u n d da rau f d ie Z e i c h -
n u n g auf d ie ursprüngliche Fläche zurück proj iz ie r t . D i e P r o j e k t i o n 
des ursprünglichen P u n k t s y s t e m s b i lde t d a n n e in neues r e g e l -
mäßiges P u n k t s y s t e m u n d u m die P u n k t e dieses l e tz te ren w i r d i n 
de r P r o j e k t i o n e in regelmäßiges S y s t e m t a n g i e r e n d e r E l l i p s e n v o r -
handen se in , de ren g roße A c h s e n h o r i z o n t a l ge r i ch te t s i nd . Hät te 
m a n die D r e h u n g u m eine ve r t i ka l e L i n i e ausgeführt, so würde 
m a n ein S y s t e m tang ie render E l h p s e n erha l ten haben , deren g r o ß e 
A c h s e n v e r t i k a l stehen. I n be iden Fällen ze ig t das E l l i p s e n s y s t e m 
diese lbe D i v e r g e n z u n d d iese lben K o n t a k t e w i e das ursprüngliche 
K r e i s s y s t e m i ) . N e n n t m a n i n d e m E l h p s e n s y s t e m das Verhältnis 
z w i s c h e n d e m hor i zon ta l en E l l i p s e n d u r c h m e s s e r u n d d e m Z y l i n d e r -
u m f a n g e w i e d e r h, d ann hat auch b h ie r d iese lbe G r ö ß e w i e b e i 
d e m K r e i s s y s t e m . 

D a n u n u m g e k e h r t jedes S y s t e m v o n E l h p s e n , de r e n eine 
A c h s e h o r i z o n t a l läuft, i m m e r als die P r o j e k t i o n eines rege lmäßigen 
K r e i s s y s t e m s bet rachte t w e r d e n k a n n m i t demse lben K o n t a k t e , der -
se lben D i v e r g e n z u n d demse lben W e r t e v o n h, so w i r d a u c h für 
so lche E l h p s e n s y s t e m e d ie B e z i e h u n g z w i s c h e n a u n d b d u r c h d ie -
se lben F o r m e l n u n d d u r c h d iese lbe g raph i sche D a r s t e l l u n g aus-
gedrück t , w i e für d ie regelmäßigen K r e i s s y s t e m e . A l l e E i g e n -
schaften, d ie w i r oben für die K r e i s s y s t e m e able i te ten , g e l t e n a lso 
a u c h für d ie regelmäßigen E l h p s e n s y s t e m e . M i t de r A u f f a s s u n g 
v o n S C H W E N D E N E R , daß dies auch für S y s t e m e m i t a n d e r en ge-
schlossenen s y m m e t r i s c h e n F i g u r e n ge l t en so l l , de ren S y m m e t r i e a c h s e n 
h o r i z o n t a l u n d v e r t i k a l l aufen (s. S. 33 seiner M e c h a n i s c h e n Theor i e ) , 
k a n n i c h m i c h n ich t e invers tanden erklären. 

E l l i p s e n s y s t e m e , deren E l l i p s e n a c h s e n n i ch t h o r i z o n t a l u n d 
v e r t i k a l l au fen , w e r d e n be i demse lben K o n t a k t e u n d d e m s e l b e n 
W e r t e v o n b andere D i v e r g e n z e n ze igen als d i e j e n i g e n , b e i denen 
die E l l i p s e n a c h s e n w o h l so ges te l l t s ind . D i e dreizähligen K o n t a k t e 
z. B . bes i tzen i n e i n e m so l chen S y s t e m e andere D i v e r g e n z e n . E s se i 

1) SCHWENDENER hat hierfür auch noch einen direkten Beweis gegeben. 
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j e d o c h darauf h i n g e w i e s e n , daß , j e höhere K o n t a k t e be t rach te t 
werden , e ine des to g röße re A n n ä h e r u n g an die D i v e r g e n z e n der 
K r e i s k o n s t r u k t i o n e n e r re ich t w e r d e n muß, während m a n stets d ie -
selben L i m i t w e r t e e rha l ten w i r d , w e n n m a n K o n t a k t e bet rachte t , d ie 
d u r c h u n e n d l i c h g r o ß e aufe inander f o l g e n d e Z a h l e n aus e in u n d 
derse lben K o n t a k t r e i h e ausgedrückt w e r d e n . D i e s fo lg t aus de r 
Über l egung , daß die Annäherungswer t e für die D i v e r g e n z , d ie w i r 
in § 9 K a p . I abge le i te t haben , s o w i e d ie L i m i t w e r t e für d ie D i v e r -
g e n z , d ie w i r i n § 10 K a p . I I I u n d i n § 12 K a p . I V able i te ten , 
ge funden w u r d e n , ohne daß w i r i r g e n d eine A n n a h m e mach ten 
über d ie F o r m der F i g u r e n , d ie u m die P u n k t e des P u n k t s y s t e m s 
besch r i eben w a r e n . ( M a n v e r g l e i c h e S. 45.) 

Kapitel VlI. Regelmäßige Systeme tangierender Kugeln, deren 
Mittelpunkte auf einer Kreiszylinderfläehe liegen. Zylindrische 

Kugelsänlen. 

§ 1. F r a g e s t e l l u n g . D e n k t m a n s i c h u m die P u n k t e eines 
rege lmäßigen P u n k t s y s t e m s a u f e iner Kreiszylinderfiäche K u g e l n 
m i t g l e i c h e m R a d i u s beschr i eben , so w i r d es i m a l l g e m e i n e n n i ch t 
m ö g l i c h se in , e inen s o l c h e n R a d i u s für diese K u g e l n z u wählen, 
daß jede v o n v i e r oder sechs ande ren berührt w i r d , ohne daß d ie 
Kugelf lächen s i c h schne iden . 

U n d d o c h w e r d e n w i r nachwe i sen , daß rege lmäßige P u n k t -
sys t eme a u f e ine r Kreiszylinderfiäche a n z u g e b e n s i n d , b e i denen 
so lche K u g e l s y s t e m e s i c h w o h l k o n s t r u i e r e n lassen. D a b e i w i r d d a n n 
jede K u g e l a u f z w e i oder d r e i ande ren r u h e n u n d als Stütze v o n 
z w e i oder d r e i ande ren g l e i c h e n K u g e l n d i enen . E i n e m so lchen 
S y s t e m e w e r d e n w i r den N a m e n z y l i n d r i s c h e K u g e l s ä u l e geben . 

H i e r be sp rechen w i r w i e d e r ausschließlich P u n k t s y s t e m e , b e i 
denen eine H a u p t s p i r a l e v o r k o m m t , sodaß w i r e ine k o n t i n u i e r l i c h e 
N u m e r i e r u n g de r P u n k t e ausführen können. 

B e t r a c h t e n w i r i n e i n e m s o l c h e n S y s t e m e d ie P u n k t e in u n d 
n, d ie a m nächsten b e i m P u n k t 0 l i e g e n (der A b s t a n d ist auf 
der a b g e r o l l t e n Zylinderfläche z u messen), sodaß d ie in- u n d die 
w-ze i l ige S p i r a l e „zugeordne te" S p i r a l e n b i l d e n , d a n n läuft die oben 
ges te l l te F r a g e d a r a u f h i n a u s , daß w i r d ie B e d i n g u n g e n z u er-
fo r schen uns bemühen, d ie i n e i n e m rege lmäßigen P u n k t s y s t e m 
erfüllt se in müssen, d a m i t u m 0 e ine K u g e l beschr i eben w e r d e n 
k a n n , w e l c h e g l e i che K u g e l n u m die P u n k t e m u n d n berührt. 
E s leuchte t e i n , daß d a n n a u c h die K u g e l u m in e ine g l e i che 
K u g e l u m 2 ni berühren muß, u n d diese w i e d e r eine so lche u m 
3 m u sw . M a n w i r d a lso b e i e i n e m d e r a r t i g e n S y s t e m eine S e r i e 
s ich berührender K u g e l n finden müssen, - de ren M i t t e l p u n k t e a u f 
e iner S c h r a u b e n H n i e l i e g e n , u n d z w a r w e r d e n s i c h i n derse lben 
R i c h t u n g in de ra r t i ge pa ra l l e l e K o n t a k t r e i h e n finden müssen u n d 
i n e iner ande ren R i c h t u n g n. W i r sp rechen i n d i e sem F a l l e w i e d e r 
v o m K o n t a k t e i n der R i c h t u n g der vi- u n d der «-zei l igen S p i r a l e , 
oder k u r z w e g v o m zweizähligen K o n t a k t in u n d n. 
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§ 2. A b l e i t u n g d e r F o r m e l n fü r d e n z w e i z ä h l i g e n 
K o n t a k t . N e n n e n w i r d ie S t e i g u n g de r H a u p t s p i r a l e ( r ich t ige r 
„Schraubenhnie") ß u n d beze ichnen w i r den R a d i u s d e r K r e i s -
zyhnderfläche m i t R, d ie D i v e r g e n z des P u n k t s y s t e m s , d i e w i r h i e r 
i n R a d i e n ausgedrückt denken , m i t a, d a n n ist deu t l i ch , daß der senk-
rechte A b s t a n d des P u n k t e s 1 über d e m P u n k t e 0 g e g e b e n w i r d 
d u r c h : 

Rxlgß. 

Info lgedessen w i r d de r P u n k t m (man siehe F i g . 18, w o r i n 18 a 

Fi^JS. 

eine pe r spek t iv i s che A n s i c h t , 18 b d ie v e r t i k a l e u n d 18 c d ie h o r i z o n -
ta le P r o j e k t i o n darstel l t ) s i c h i n e i n e m A b s t ä n d e : 

PC = mR7.tgß 

über d iesem P u n k t e 0 be f inden müssen. 
D e r hor izon ta le W i n k e l a b s t a n d , w e l c h e r z w i s c h e n den P u n k t e n 

0 u n d in besteht (die sekundäre D i v e r g e n z des P u n k t e s in\ ist i n 
R a d i e n ausgedrückt: 

bm — ina. — A,n.2 7i. 

H i e r a u s läßt s i ch u n m i t t e l b a r der hor i zon ta l e A b s t a n d A C des 
P u n k t e s 0 v o n in b e r echnen ; es w i r d dieser g l e i c h : 

^ C = 2 i ? s i n ^ = 2 i ? s i n 1^--^^, 
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u n d d a A , „ stets e ine g a n z e Z a h l i s t : 
7n oc 

AC = 2Rsi s m 2 
D e r w i r k h c h e A b s t a n d A P des P u n k t e s 0 v o n m ist a l so : 

AP = 
2 

N i m m t m a n a n , daß u m den P u n k t 0 eine K u g e l be-
sch r i eben ist, u n d s te l l t m a n die B e d i n g u n g auf, daß d iese e ine 
zwei te g l e i che K u g e l u m P u n k t m berühren s o l l , d a n n w i r d diese 
Berührung i n der M i t t e de r L i n i e A P geschehen , u n d es w i r d A P 
g l e i c h d e m d o p p e l t en R a d i u s d ieser K u g e l se in . D i e s e n R a d i u s 
beze ichnen w i r m i t r. E s w i r d d a n n : 

2 r = m-i a? + sin'- ^'^ 
2 

Setzt m a n außerdem n o c h als B e d i n g u n g fest, daß die u m 0 be -
schr iebene K u g e l a u c h d ie g l e i che u m P u n k t n be sch r i eben e K u g e l 
berühren so l l , so findet m a n auf g e n a u d iese lbe W e i s e : 

2r = R'-n'-oL"' igi ß + 4:R'^ s in ^ 
2 

M a n k a n n also als B e d i n g u n g dafür, daß d ie K u g e l u m 0 
g l e i c h z e i t i g g l e i c h e K u g e l n , d ie m u n d n u m s c h r i e b e n s ind , berührt, 
s c h r e i b e n : 

; = -f^'Usin'- = 1 / ^ ^ + s in^ ^ (33) 
R f 4: 2 f 4 2 

A u s d iesen be ide n G l e i c h h e i t e n läßt s i ch n o c h d ie fo lgende 
ab le i t en : 

^ ^ « ^ / ^ V = s i n ^ ^ - s i n ^ ^ (34a) 

oder : 

— ^ « 2 / ^ 2 ( 8 = — s m — ^ — a s m — ^ — a (34) 

D i e s e G l e i c h u n g g i b t d ie B e z i e h u n g an, w e l c h e z w i s c h e n den 
Größen « u n d ß bes tehen muß, d a m i t d ie Kuge l säu le m i t d e m K o n -
t ak t m u n d n u m die P u n k t e beschr i eben w e r d e n k a n n . B e i j e d e m 
W e r t e v o n « e r g i b t F o r m e l (34) e inen daz u gehörenden W e r t 
v o n ß, u n d d a d u r c h diese be ide n Größen das r ege lmäßige P u n k t -
sy s t em a u f de r Kreiszylinderfiäche v o l l k o m m e n b e s t i m m t i s t , so 
wäre d a m i t d i e i n § 1 ges te l l te F r a g e ge lös t : so lche P u n k t -
sys teme anzugeben , u m de ren P u n k t e d ie gewünsch te Kuge l säu len -
k o n s t r u k t i o n m ö g l i c h ist. D e r W e r t v o n r b e i e i n e m gegebene n 
W e r t v o n R w i r d d u r c h G l e i c h u n g (33) b e s t i m m t u n d u m g e k e h r t . 

D e n n o c h ist es n ich t h i n r e i c h e n d , daß a u n d ß de r G l e i c h u n g (34) 
g e n ü g e n , u m m i t d iesen W e r t e n Kugelsäu len k o n s t r u i e r e n z u 
können , i n denen ausschließlich Berührungen u n d k e i n e S c h n i t t e 
v o n K u g e l n v o r k o m m e n . 

D e n k t m a n s i c h e in P u n k t s y s t e m , das der B e d i n g u n g (34) 
en t sp r i ch t , g l e i c h z e i t i g m i t der Zylinderfläche a u f e iner E b e n e ab-
gerol l t , d a n n w e r d e n d ie P u n k t e o, m, n u n d [m -f- n) e in P a r a l l e l o -
g r a m m b i l d e n , ebenso w i e d ie P u n k t e o, m, n u n d {n — m), u n d 



80 Erster Abschn. Einfache Systeme auf einer Kreiszylinderfläche. 

i n n e r h a l b dieser V i e r e c k e w i r d k e i n e inz ige r P u n k t des S y s t e m s z u 
finden sein (die ni- i i n d «-ze i l ige S p i r a l e w a r e n j a zugeordne t ) . 
D a r a u s fo lg t , daß die e inz ige B e d i n g u n g , d ie erfüllt w e r d e n muß, 
w e n n m a n w i r k l i c h eine Kuge lsäu le ohne S c h n i t t de r K u g e l n k o n -
s t ru ie ren w i l l , l au te t : de r „wirkhche" A b s t a n d v o n o b i s [m + n) u n d 
der v o n o b i s [n — m) muß größer als der D u r c h m e s s e r d e r K u g e l n 
u n d höchstens i h m g l e i c h se in . D e n n ist diese B e d i n g u n g erfüllt, so 
k a n n k e i n D u r c h s c h n e i d e n der K u g e l m i t den K u g e l n ( ;« + « ) ode r 
[n — vi) s tat tf inden, aber a u c h n ich t m i t i r g e n d e iner a n d e r en K u g e l . 

D i e W e r t e v o n a u n d ß, d ie P u n k t s y s t e m e n en t sp rechen , u m 
deren P u n k t e eine K o n s t r u k t i o n v o n Kuge l säu len mögl ich , ist, b e i 
denen d ie K u g e l n s i c h n i ch t schneiden , w e r d e n z w i s c h e n den jen igen 
W e r t e n dieser Größen l i egen , w e l c h e für den dreizähligen K o n t a k t 
VI, n u n d [in + n) u n d den dreizähhgen K o n t a k t [n — vi), vi u n d n ge l t en . 

§ 3. A b l e i t u n g d e r F o r m e l n f ü r d r e i z ä h l i g e K o n -
t a k t e . W i r b e m e r k e n , daß die W e r t e v o n a u n d ß, d i e für d e n 
K o n t a k t m, n u n d [in + ii) g e l t e n , s o w o h l d e r G l e i c h u n g g e n ü g e n 
müssen, w e l c h e für den K o n t a k t m u n d n g i l t , a ls a u c h der-
j e n i g e n , w e l c h e für den K o n t a k t n u n d [in + n) gült ig ist , d. h . a lso 
d e n fo lgenden z w e i e n : 

[n + vi)[n — m) . vi + n . n — m 
— ß = — sm—;r—asm—-—x 

4 

[2n + m)m , „ „ . 2n + m . m 
~ -x'-ig^ß = - s m ^ x s m j x 

D u r c h D i v i s i o n d ieser be iden G l e i c h u n g e n e r g i b t s i c h : 

. vi + n . n — m 
, , , , , s m — ^ — X s m — j r — X 
[n + vi)[n-m) ^ 2 2 

12n + vi) m . 2n + m . VI ' 
s m — — a s m « 

2 2 
u n d diese B e z i e h u n g e rmöghch t u n s , den jen igen W e r t v o n x z u 
finden, der d e m K o n t a k t e vi, n u n d (m + n) en tspr ich t . 

E b e n s o finden w i r , daß der W e r t v o n x, de r z u d e m K o n t a k t 
(n — m), m u n d n gehört, g e g e b e n w i r d d u r c h d ie B e z i e h u n g : 

. 2m—n . n 
,n \ s m ~ a s m - « 

= (36b) 
m(vi + n) . m . m+n ' 

s m — X s m — 2 — X 

D i e W e r t e v o n x, w e l c h e z w i s c h e n denen l i e g e n , w e l c h e aus 
3 6 a u n d 3 6 b f o l g e n , s i n d also so l che , für d ie eine Kuge l säu le 
m i t d e m K o n t a k t e m u n d n ohne S c h n i t t v o n K u g e l n m ö g l i c h ist. 

§ 4. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d x. S i n d e i n m a l 
d ie W e r t e v o n x u n d ß für e in P u n k t s y s t e m , u m dessen P u n k t e 
eine Kuge l säu le mög l i ch ist, bekann t , so e r g i b t d ie G l e i c h u n g (33) 

f 

den W e r t v o n — , d . i . das Verhältnis des K u g e l r a d i u s z u d e m 

des Z y l i n d e r s . W i r können also für j eden W e r t v o n x d en 

dazu gehör igen W e r t v o n ~ b e r e c h n e n , u n d z w a r d a d u r c h , daß 

w i r erst m i t H i l f e v o n F o r m e l (34) d ie zugehör igen W e r t e v o n ß 
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und dann mit Hi l fe von Formel (33) diejenigen von -=5-bestimmen. 
r ^ 

Die Beziehung, welche zwischen a und — besteht, läßt sich jedoch 

auch direkt ausdrücken. Eliminiert man nämUch aus (33) und (34a) 
die G r ö ß e xi^ß, so findet man: 

r 

« 2 — 

Bei der Kreiskonstruktion haben wir die Beziehung gesucht, die 
zwischen einer G r ö ß e ö und der Divergenz « besteht. Nun stellte 
die G r ö ß e b das Verhältnis des Kreisdurchmessers zum Umfang 
der Zylinderfläche dar, auf die das Punktsystem beschrieben ist. 

2r r 
Führen wir hier dieselbe G r ö ß e ein, so ist b = ~—=^ = — ^ , also 

K 31 K 
können wir die letzte Formel auch fo lgendermaßen schreiben: 

1 1 
b = ~ 

71 

„ mx nx 
!• mi S I T T ! sm'' sm (38) 

Diese Gleichung tritt bei den Kuge l säu len an die Stelle der 
Gleichungen (4 a)» und (4 b), die für die Kreiskonstruktionen gelten. 

§ 5. D i e G l e i c h u n g d e r V e r s c h i e b u n g s k u r v e n . Be-
vor wir das hier Besprochene an einigen Zahlenbeispielen erläutern, 
wollen wir noch darauf hinweisen, daß auch die Gleichung der V e r -
s c h i e b u n g s k u r v e n für die Kuge l säu len aus dem Abgeleiteten 
unmittelbar folgt. Nimmt man die K u g e l o als fest an, und denkt 
man sich den Umfang der Zylinderfläche konstant, dann wird bei der 
Ä n d e r u n g von b, d. h. bei Ä n d e r u n g des Kugeldurchmessers, auch 
die H ö h e h, in der sich Punkt 1 über Punkt 0 befindet, sich ändern. 
Die K u r v e , die dieser Punkt bei kontinuierlicher Ä n d e r u n g von b 
beschreibt, ist wieder die „Versch iebungskurve" des Punktes 1. 
Nun haben wir oben gesehen, welchen Wert die H ö h e des Punktes 1 
über 0 besitzt: , „ , o 

h ^ xRtgp. , 
Setzt man diesen Wert in (34) ein, so wird: 

, . m-\-n . n — m 
h". 4 s m - ^ « s m — 2 — « 

i?2 (in -\-n){n~ vi) 

Drückt man die H ö h e nun wieder in Teilen des Zylinder-
umfangs aus, wie wir das bei den Verschiebungskurven für die 
Kreiskonstruktionen taten, und bezeichnen wir sie dann mit 2, so ist 

2 = ^rZTB' also: 

. m-\-n . n — m 

~ [m -[-»)(« — m) 

Diese Gleichung ist der analytische Ausdruck für die Ver-
schiebungskurven des Mittelpunktes der K u g e l 1, und stellt also 

I t e r s o n , Studien über Blattstellungen. ö 
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für die Kugelsäulenkonstruktionen das dar, was die Gleichung (24) 
(S. 69) für die Kreiskonstruktion war. 

Die Verschiebungskurven des Mittelpunktes (z', «') der K u g e l m 
z' 

findet man dadurch, daß man in Formel (39) z — — und 

a = setzt. 
m 

§ 6. U n t e r s c h i e d u n d Ü b e r e i n s t i m m u n g z w i s c h e n d e n 
E i g e n s c h a f t e n der K u g e l s ä u l e n u n d d e r K r e i s k o n s t r u k -
t ionen . Obwohl man aus den Abweichungen der Formeln bereits 
ersehen kann, daß die Punktsysteme, um deren Punkte rege lmäßige 
Kreiskonstruktionen m ö g l i c h sind, andere sind als die, um deren 
Punkte Kuge l säulen konstruiert werden können, so wollen wir 
diesen Unterschied im Folgenden doch näher erläutern. M a n denke 
sich ein Punktsystem, um dessen Punkte eine Kuge l säu le mit dem 
Kontakte m und n mög l i ch ist, mit der Zylinderfläche, auf der die 
Punkte liegen, in einer Ebene abgerollt. Dann wird das Viereck 
0, VI, + n), n ein Parallelogramm sein, aber niemals ein Rhombus, 
denn die « - ze ihge Spirale m u ß steiler laufen als die w-zeiUge und 
der wirkliche, direkte Abstand von o bis vi muß dem von o bis n 
gleich sein, sodaß der Abstand von o bis vi, an der Schraubenlinie 
entlang gemessen, größer als der von o bis n sein muß. Nur wenn 
die Kuge ln sehr klein werden, also für b = o, kann das Parallelo-
gramm als ein Rhombus betrachtet werden. * 

Nun ist das Viereck o, vi, {m + n), n bei der Kreiskonstruktion 
mit dem Kontakte vi und n wohl immer ein Rhombus, und es können 
also die Punktsysteme für Kreiskonstruktionen und Kuge l säulen nicht 
identisch sein, außer wenn b = p ist. Je g r ö ß e r b wird, desto mehr 
weichen die Punktsysteme für die beiden Konstruktionen von einander 
ab. W i r werden dies bei den Zahlenbeispielen noch näher nachweisen. 

Im Ü b r i g e n zeigen die beiden Konstruktionen in wichtigen 
Punkten g r o ß e Übere inst immung: sowohl bei den Kuge l säu len als 
bei den rege lmäßigen Kreissystemen können wir durch kontinuier-
liche Abnahme von b von einem Kontakte m und n aus, über-
gehen in einen Kontakt vi, n und {m^n) und von hier aus ent-
weder in einen IContakt vi und {vi + n) oder in einen Kontakt n 
und {ni-\-n). So können wir z. B . , wenn wir von dem Kontakt 
1 und 1 ausgehen, in den Kontakt 1 und 2 kommen und von da 
aus in den Kontakt 2 und 3, von hier aus wieder in 3 und 5, usw. 
W i r können also durch kontinuierliche Ä n d e r u n g von b stets in der 
Hauptreihe bleiben. D a ß wir hier in diesem Fal l , bei kontinuier-
licher Abnahme von b, schließlich zu demselben Limitwerte der 
Divergenz gelangen, den wir bei den Kreiskonstruktionen gefunden 
haben, läßt sich auf genau dieselbe Weise wie für jenen Fa l l nach-
weisen; es folgt dies aber auch noch aus der soeben gemachten 
Bemerkung, daß bei b — o beide Konstruktionen um dieselben 
Punktsysteme mög l i ch sind. 

Bleiben wir bei kontinuierlicher Abnahme von b in einer 
Nebenreihe, so werden wir ebenfalls notwendigerweise bei b = o 
denselben Limitwert der Divergenz in dieser Nebenreihe antreffen 
müssen wie bei der Kreiskonstruktion. 

§ 7. Z a h l e n a n w e n d u n g auf z w e i z ä h l i g e K o n t a k t e . W i r 
verweisen auf Tabelle X (S. 84/85), in der man für verschiedene Werte 
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von in und n die Gleichung (38) und (39) aufgestellt findet. Die 
graphische Darstellung der Gleichungen (38) findet man als F i g . I 
auf Tafel II; sie ist in demselben Maßstab abgebildet wie die gra-
phische Darstellung II auf dieser Tafel, welche letzte die Beziehung 
zwischen a und b für die zweizähligen Kontakte bei den Kreis -
konstruktionen angibt. Bei einer oberflächlichen Betrachtung fällt 
eine g r o ß e Ubereinstimmung zwischen beiden Darstellungen auf, aber 
bei näherer Prüfung findet man wichtige Unterschiede an ihnen. 

Die graphische Darstellung für die Kuge l säu len beginnt in 
dem Punkte, welcher bezeichnet ist mit 1, 1 und 2, jedoch muß 
hierbei bedacht werden, daß der Kontakt 1 und 1 bei diesen Säulen 
nicht zu realisieren ist, denn das Auftreten dieses Kontaktes würde 
ja bedeuten, daß K u g e l 0 zwei Kontaktpunkte mit K u g e l 1 besitzt, 
und das ist absurd. A u c h der Kontakt 0 und 1 ist hier unmögl ich , 
denn K u g e l 0 kann nicht mit sich selbst in Kontakt treten. Dennoch 
könnte man sich die Frage vorlegen, was denn geschehen würde, 

wenn wir die Kuge l säu l e mit immer größerem Werte für b 

konstruierten. M a n kann sich nämlich denken, daß dem Kontakt 1 
und 2 eine ganze Reihe Kontaktfä l le vorhergehen, wobei ein ein-
zähliger anstatt eines zweizähligen Kontaktes besteht. W i r kommen 
hierauf später zurück. 

W i e uns die Berechnung lehrt, wird der Punkt, welcher in 
der graphischen Darstellung für die Kuge l säu len dem Kontakt 1, 
1 und 2 entspricht, bedeutend niedriger liegen als der entsprechende 
Punkt bei der graphischen Darstellung für die Kreiskonstruktionen. 
V o n diesem Punkte aus nehmen jedoch die Linien einen Verlauf, 
der in beiden graphischen Darstellungen g r o ß e Übere inst immung 
zeigt, obgleich anfänglich bei der graphischen Darstellung für die 
Kuge l säulen die dreizähligen Kontakte näher an der Ordinalen für 
die Limitdivergenz liegen. 

In der Darstellung II Tafel III findet man die „Versch iebungs -
kurven" für den Mittelpunkt der K u g e l 1 abgebildet. Ihr Maßstab 
ist derselbe wie die von der graphischen Darstellung I derselben Tafel, 
welche für die Verschiebungskurven für den Mittelpunkt des Kreises 1, 
bei den Kreiskonstruktionen gilt. E ine Vergleichung der beiden ge-
nannten Darstellungen zeigt einige Abweichungen. Zunächst fehlt 
hier die Gerade, welche bei der Kreiskonstruktion dem Kontakt 1 und 1 
entspricht, oder kann nur theoretische Bedeutung besitzen. Weiter 
läuft die K u r v e , welche dem Kontakte 1 und 2 entspricht, hier in 
dem Punkte 1, 1 und 2 horizontal. M a n kann nämlich mit Hilfe der 
Differentialrechnung leicht nachweisen, daß diese K u r v e ein Maximum 
zeigt für a = 180». Im Punkte 1, 2 und 3 kann Punkt 1 sich ent-
weder längs der K u r v e 2 und 3 „abwärts" bewegen, oder längs der 
K u r v e 1 und 3 „aufwärts", obwohl in beiden FäUen b dabei abnimmt 
(es zeigt ja in der graphischen Darstellung I Tafel II die K u r v e für 
den Kontakt 1 und 3 k e i n e Steigung links vom Punkte 1, 2 und 3). 
Diese Betrachtung läßt sich wie folgt verallgemeinen. Geht man von 
einem Kontakt vi und n aus, so kann man durch kontinuierliche A b -
nahme von b stets in einer Reihe vi, n, vi -\- n, vi + 2 2 - f 3 « usw. 
bleiben, aber auch in eine andere Reihe übergehen. Jedoch muß man 
im letzten F a l l mit Punkt 1 aufwärts steigen, während im ersten Fal l 

Ii» 
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dieser Punkt immer abwärts steigt. W i r weisen hierauf hin, weil 
dieser Umstand ein Unterschied zwischen den Kuge l säu len und den 
Kreiskonstruktionen bildet, denn bei den letzteren (man siehe die 
Darstellung I T a f III) wird bei der Abnahme von b der Punkt 1 
sich senken, g le ichgült ig ob man vom Kontakte 1 und 2 übergeht 
in den Kontakt 2 und 3 oder in den Kontakt 1 und 3. 

Herrscht nun ein vertikaler Druck im Kugelsysteme, wobei die 
K u g e l n als materielle K ö r p e r zu denken sind, so ist klar, daß bei der 

Tabelle XI. 
Dreizählige Kontakte bei zylindrischen Kugelsäulen. 

Kontakte Die Beziehung (36 a): Werte von a, /?, 

b und 2 

1, 2 u. 3 

. 3 a 
3 
5 . 5 a 

sin — 

a = 131° 48' 37" 
ß = 14» 49' 5" 

= 0,962 

b 0,3063 
z = 0,0969 

2, 3 u. 5 

. 5 a . a 
sin —— sin — 

5 2 2 
16 sin 4 a sin a 

a = 141» 51', 5 
ß = 6» 8' 

= 0,672 

b = 0,2139 
z = 0,0423 

3, 5 u. 8 

16 sin 4 a sin a 
39 . 13a . 3a 

sm —-— sin —— 
2 2 . 

a = 135° 57' 48" 
^ = 2° 36', 5 

J = 0,438 

* = 0,1393 
2 = 0,0172 

5, 8 u. 13 

. 13 a . 3 a 
13 2 " ° 2 
35 . 21a . 5 a 

sin —— sin —-
2 2 

' a = 138° 8' 0" 
,? = 0° 59' 34" 

0.274 

b = 0.0872 
2 z= 0.00665 

8, 13 u. 21 

. 21 a . 5 a 
105 " ° 2 " ° 2 
272 sin 17 a sin 4 a 

a = 137» 16' 
/? = 0° 23', 5 

;^ 0, 170'̂  

5 = 0,0543 
2 = 0,0026 

1, 3 u. 4 

8 sin-2 a sin a 
7 ~ . 7a . a 

s m - s i n -

a - 97° 45' 
ß = 12» 2' 

; = 0.775 ^ 

* = 0.2467 
2 = 0.0579 

3, 4 u. 7 

. 7 a . a 
7 = ' ° T = ' " 2 
33 . 11 a . 3 a 

sin 2 sm 2 

a = 102° 6' 30" 
;8 = 4» 34' 

~ = 0.500 

b = 0.1592 
z = 0,0227 
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Abnahme von b immer eine Kontaktreihe: m, «, m-^n, m-\-2n, usw. 
durchlaufen werden muß. Der Verlauf der Verschiebungskurven 
macht dies deutlich, so daß wir uns eine Betrachtung der Kräfte 
ersparen können. 

§ 8. Z a h l e n a n w e n d u n g e n auf d r e i z ä h l i g e S y s t e m e . 
In der zweiten Kolumne der Tabelle X I findet man die A u s d r ü c k e 
wiedergegeben, in die die Gleichung (36 a) für verschiedene Werte 
von m und n übergeht , und aus denen der Wert von a für die drei-
zähhgen Kontakte berechnet werden muß. Diese Berechnung kann mit 
einer einzigen Ausnahme nicht direkt geschehen, da ja die A u s d r ü c k e 
sich meistens sehr wenig vereinfachen lassen. In diesem Falle ist es 
also nötig, eine Näherungsmethode anzuwenden, für die in einzelnen 
Fällen die NEWTONsche gewählt , sonst aber meistens eine graphische 
angewandt wurde. Bei dieser letzten Methode setzt man: 

. n-^m . n—m 
sm — — a sm — ^ a 

{n — m) (n + m) 2 2 „ 

{2n + m\ m . 2n4- m . m 
sm ^ a sm — oc 

und bestimmt nun den Wert , welchen diese G r ö ß e F für verschie-
dene Annäherungswer te von cx annimmt. Durch graphische Inter-
polation sucht man alsdann denjenigen W e r t von a zu bestimmen, 
bei dem F gleich 0 wird und findet auf diese Weise einen genaueren 
Näherungswert für die gesuchte G r ö ß e und mit diesem kann man 
nötigenfalls die Näherungsberechnung wiederholen. 

Hat man einmal den Wert von a gefunden, so ergibt die 
Beziehung (34) den zugehörigen von ^ö, die Beziehung (33) den 

f 
von und Formel (39) den von z. 

M a n findet das Resultat der Berechnungen in der dritten 
Kolumne der Tabelle X I . Diese Berechnungen waren selbst-
verständlich sehr zeitraubend und wurden darum auch auf weitere 
Fälle nicht ausgedehnt. 

W i e wir schon gesagt haben, kann die Berechnung in einem 
Falle direkt ausgeführt werden und zwar bei dem Kontakt 1, 2 
und 3. Sie m ö g e hier folgen, weil die entsprechende Kugelsäule , 
wie sich herausstellen wird, eine Rol le in der Theorie der Blatt-
stellungen gespielt hat. 

Die Divergenz dieser Kuge l säu le wird nach dem Vorher-
gehenden gefunden durch Einsetzen der Werte m — \, n — 2, in 
die Gleichung (36a), also aus der Formel: 

. 3 
3 
5 . 5 

s m g « 
Diese läßt sich fo lgendermaßen schreiben: 

. 5 . 3 \ • „ . 3 
sin 2 « — sm - aj = 2 sm - oc 

oder; 3 cos 2 « sin ^ = sin | 3̂ — 4 sin^ ^ 

3 ( 2 c o s 2 « - l ) = 1 + 2COSCIC 
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oder endlich: Q ., o n 
a cos-* a — cos x — <i = iJ 

Hieraus folgt: 
2 1 , -

cos (X = — - oder oc = 131" 48' 37", während sin « = - y s und 
a 5 

s i n - - = ^ , sodaß nun die Formel (34) übergeht in: 

4 ^ ^ ' ^ ^ ^ = 6 - 9 = 18' 

es ist also ig-ß = ^ j / s ö und ß = 140 49'5", während aus Formel 
(33) folgt: 

^ = | y 3 = 0,962 

sodaß b = 0,3063 ist. EndHch folgt noch aus (39): z = 0,0969. 
Eine Vergleichung der Werte von a und d aus Tabelle X I 

mit denen aus den Tabellen II und I V zeigt nun sehr überzeugend 
einen g r o ß en Unterschied zwischen den Werten für beide Konstruk-
tionen. Zur näheren Erklärung sind in Tabelle X I I die Divergenzen 
noch einmal wiederholt, die aufeinander folgenden dreizähligen K o n -
takten der Hauptreihe entsprechen. 

Tabelle XII. 
Dreizählige Kontakte bei regelmäßigen Kreissystemen auf der Zylinderfläche 

und bei zylindrischen Kugelsäulen. 

Kontakte: Regelmäßige Kreissysteme Zylindrische Kontakte: 
auf der Zylinderfläche: Kugelsäulen: 

1, 2 und 3 128° 34' 37" 131» 48' 37" 
2, 3 „ 5 142° 6' 14" 141» 51', 5 
3, 5 „ 8 135» 55' 6" 135» 57' 48" 
5, 8 „ 13 138° 8' 22" 138» 8' 0" 
Limitwerte 137» 30' 28" 137» 30' 28" 

M a n sieht aus dieser Tabelle, wie anfänglich der Unterschied 
in den Werten von a mehr als 3" beträgt , daß aber bereits beim 
Kontakte 5, 8 und 13 dieser Unterschied kleiner als 0,5' geworden 
ist. E ine gleiche A n n ä h e r u n g wird man auch bei den Werten von 
3 für dieselben dreizähligen Kontakte bemerken. Dies veranschau-
licht die auf Seite 82 bemerkte Tatsache, daß, je mehr d abnimmt, 
desto geringer der Unterschied zwischen den Punktsystemen der 
Kuge l säu len und der Kreiskonstruktionen wird. 

§ 9. A n f e r t i g u n g u n d B e s c h r e i b u n g d e r g e o m e t r i -
s c h e n K o n s t r u k t i o n e n . Die Anfertigung der vertikalen und 
der horizontalen Projektion einer Kugelsäule , von der die Werte 

T 
von « und ß und das Verhältnis —, sowie der Wert h bekannt ist, 

kann sehr einfach geschehen. Nimmt man, wie wir dies für unsere 
Konstruktionen getan haben, den Wert r als konstant, den von R 

als veränderlich an, so kann man, wenn -= bekannt ist, unmittelbar 

die horizontale und vertikale Projektion der ZyUnderfJäche anfertigen, 



Kap.VII. Regelm. Syst. tang. Kugeln, deren Mittelp. a. e. Kreiszylfl. liegen. S 9 

auf der sich die Mittelpunkte der K u g e l n befinden müssen. Weiter 
hat man dann von einem Punkte 0 aus, auf den Kreisumfang, der 
die horizontale Projektion darstellt, eine Reihe Punkte 1, 2, 3, 4 usw. 
abzutragen, so daß diese Punkte vom Mittelpunkte aus betrachtet 
einen Winkelabstand a zeigen. Damit ist die horizontale Projektion 
der Kugelmittelpunkte gefunden. Wenn man nun in der vertikalen 
Projektion eine Schraubenlinie mit der Ste ighöhe ß anfertigt, und 
dabei beachtet, daß die vertikalen Projektionen der Kugelmittel-
punkte in diese Linie fallen müssen und daß die horizontalen Pro-
jektionen bereits bekannt sind, so kann man auch die vertikalen 
angeben. Beschreibt man nun um diese Punkte Kreise mit dem 
Radius r, und bedenkt man dabei, wie die Kuge ln vor oder hinter 
einander liegen, so erhält man Figuren, wie auf Tafel I V mehrere 
dargestellt sind. 

In allen Kuge l säu len dieser Tafel ist die Hauptspirale rechts 
gewunden angenommen. 

Die einfachste Kuge l säu le mit dreizähligem Kontakt ist die 
mit dem Kontakt 1, 2 und 3, welche in F i g . 5 abgebildet ist. Läßt 
man, hiervon ausgehend, b abnehmen, d. h. R zunehmen, so können 
eine Reihe darauf folgende Kuge l säu len durchlaufen werden. Läßt 
man R abnehmen, so werden Kontaktfäl le mit dem Kontakte 1 
und 2 durchlaufen, von denen einer in F i g . 4 abgebildet ist, welcher 

2 
dem W e r t a = —-SßO" = 144» entspricht. Bei weiterer Abnahme 

0 
von R wird nun schließlich der F a l l erreicht werden, der in F i g . 3 
abgebildet ist, und in welchem die K u g e l n in zwei vertikalen Reihen 
aufgestellt sind, die nebeneinander stehen. Eine noch weitere Abnahme 
von R ist nicht mögHch, ohne daß der 2-zählige Kontakt aufgehoben 
wird. Der F a l l aus F i g . 3 schließt also die Kontaktfäl le 1 und 2 
ab. Bei den Kreiskonstruktionen fanden wir für diesen Fa l l den 
Kontakt 1, 1 und 2 und es m u ß auffallen, daß der F a l l aus F i g . 3 
mit diesem letzten Kontakte g r o ß e Übere ins t immung zeigt. In 
unserer graphischen Darstellung ist der Punkt, der diesem Kontakte 
entspricht, auch bezeichnet als Kontakt 1, 1 und 2, was sich durch 
die Annahme verteidigen l ieße, daß der 1-zähHge Kontakt hier 
doppelt gezählt werden kann. 

E s ist ferner hier zu beachten, daß, wenn man R noch kleiner 
nimmt als in F i g . 3, zwar der zweizählige Kontakt aufgehoben wird, 
aber der einzählige Kontakt, der nun auftritt, bei einem gegebenen 
Wert von b ganz bestimmt ist, während dies bei einzähligen K o n -
takten, bei denen R g r ö ß e r ist, als in F i g . 3, nicht der F a l l ist. 
Für die kleinen Werte von R können ja allein Kontaktfäl le mit 
der Divergenz 180» konstruiert werden. Hierfür ist F i g . 2 ein Bei-

2 
spiel, wobei r =2R und also b = ~ = 0,6366 angenommen ist. Be-

7t 

rücksichtigt man diese einzähligen Kontaktfäl le , so m u ß man F i g . 1, 
d. i. eine Säule, die aus einer Reihe tangierender K u g e l n besteht, 
als Ausgangspunkt aller Kuge l säulen annehmen; wir werden sogleich 
noch ein Argument anführen, das dafür spricht. Betrachtet man aber 
ausschHeßlich zwei- und dreizähhge Kontakte, so ist F i g . o der Aus-
gangspunkt dafür. 

Die Figuren 4 bis 11 stellen zwei- und dreizählige Kontakte 
aus der Hauptreihe dar, und zwar ist in jeder folgenden F i g ur der 
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W e r t von b kleiner, der von. R also g r ö ß e r als in der vorher-
gehenden. V o n ihnen sind die Figuren 5, 7, 9 und 11 dreizähhge 
Kontakte aus der Hauptreihe, für welche die nöt igen Angabe n in 
Tabelle X I zu finden sind, während die Figuren 4, 6, 8 und 10 
Kontaktfäl le darstellen mit den zweizähligen Kontakten 1 und 2, 
2 und 3, 3 und 5, 5 und 8 und mit den Divergenzen: 

a = - | - . 360»; ^ • 360«; • 360"; | | • 360« 

(man siehe die letzte Kolumne der Tabelle X ) . 
Diese Konstruktionen stellen hier keine Kontaktfäl le mit recht-

winkligem Schnitt der Kontaktspiralen dar, wie z. B . die F i g . 2, 4, 
6, 8, 10 auf Tafel I. E s schien uns nicht wichtig genug, solche 
Fälle hier besonders zu berechnen, es wurden die soeben ge-
nannten Divergenzen ausgewählt, weil sie in der Natur angenähert 
vorkommen. 

In F i g . 12 findet man die K u g e l s ä u l e abgebildet, die mit 
dem Kontakt 1 und 3 die Divergenz oc = 120» besitzt. Die K u g e l -
säule aus F igur 5 mit dem Kontakt 1, 2 und 3 kann also durch 
Abnahme von b, d. h. durch Zunahme von R, sowohl in die K u g e l -
säule aus F i g . 6 als in die von F igur 12 übergehen. 

In F i g . 13 ist eine Kuge l säu l e mit dem Kontakt 1 und 3 und 
2 

der Divergenz a = - . 360» = 102» 51' dargestellt. W ä h r e n d in F i g . 5 

die dreizeilige Spirale rechtsgewunden war, und diese Spirale in 
F i g . 12 vertikal verläuft, ist sie in dieser F i g ur hnksgewunden, ganz 
übereinstimmend mit den Betrachtungen, die wir früher hierüber 
gaben. In F i g . 14 ist eine Kuge l säu l e mit dem Kontakt 1, 3 und 4 
konstruiert, während in F i g . 15 der sehr nahe dabeistehende K o n -

3 
takt 3 und 4 mit der Divergenz j j - 3 6 0 » = 98» 11' dargestellt ist. 

Endl ich ist in F i g . 16 die Kuge l säu le mit dreizähligem Kontakt 3, 
4 und 7 abgebildet. 

In allen Figuren ist die Anzahl Kontaktspiralen sehr leicht 
abzulesen, vor allem, wenn man dabei sowohl die vertikale als die 
horizontale Projektion in Betracht zieht. 

U m uns eine Anschauung zu verschaffen von der interessanten 
Raumfigur, die man erhält, wenn man die Kuge l säu len aus wirk-
lichen K u g e l n aufbaut, wurden zwei Holzmodelle angefertigt, eines 
für eine Kuge l säu le mit dem Kontakt 1, 2 und 3 und eines für 
eine solche mit dem Kontakte 2, 3 und 5. Die photographische 
Wiedergabe dieser beiden Säulen findet man auf Tafel V in F i g . 2 
und F i g . 3. 

W i r wollen nun noch darauf hinweisen, wie man sich vor-
stellen kann, daß die auf Tafel I V abgebildeten Figuren auseinander 
entstehen können. M a n denke sich um die Säule von F i g . 1 einen 
Zylinder von elastischem Material angebracht, der bei der A u s -
dehnung stets rein zylindrisch bleibt und stelle sich nun die K u g e l -
säule in vertikale Richtung zusammengedrückt vor. D u r c h die 
geringste Gle ichgewichtss törung wird dann dieser Kontaktfall sich 
ändern in den von F i g . 2 und dieser wieder in den von F i g . 3; 
dieser letztere wird ebenso bei geringer Gle ichgewichtsstörung über-
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gehen in F i g . 4, die sich wieder in F i g . .5 ändern wird. Bei noch 
weiterer vertikaler Zusammendrückung wird nun notwendigerweise 
F ig . 6 entstehen und weiterhin alle Kontaktfäl le aus der Hauptreihe. 

Hätte man F i g . 12 als Ausgangspunkt gewählt , so hätte bei 
geringer Gle ichgewichtss törung und Zusammendrückung auch die 
erste Nebenreihe entstehen können. 

Nach dieser Betrachtungsweise kann also F i g . 1 als Ausgangs-
punkt für alle Kuge l säulen angesehen werden. 

§ 10. D e r H o h l k e r n d e r K u g e l s ä u l e u n d d i e b e i d e n 
Z y l i n d e r f l ä c h e n d e r B e r ü h r u n g s p u n k t e . Bei einer V e r -
gleichung der Figuren auf Tafel I V bemerkt man, wie diese Figuren' 
von F i g . 5 ab einen hohlen K e r n zeigen, und wie dieser K e r n mit 
der Abnahme von b stets g r ö ß e r wird. M a n sieht sofort ein, daß 

der Radius dieses Kernes durch R — r = R gegeben wird. 

Der K e r n wird also sichtbar werden, sobald — kleiner als 1 ist. 
K 

Man kann nun aus den Tabellen X und X I ablesen, daß bei dem 
2 t 

Kontakt 1 und 2 für a = — dieser Wert noch g r ö ß e r als 1 ist, 
indem er bei dem Kontakt 1, 2 und 3 (a = 131» 48'37") kleiner als 1 
ist. Die Kuge l säu le mit dem Kontakt 1, 2 und 3 hat also einen 
hohlen K e r n , von dessen Vorhandensein man sich überzeugen kann, 
wenn man eine solche Säule von materiellen K u g e l n z. B . von 2 cm 
Durchmesser aufbaut. M a n kann dann in den Hohlkern der Säule 
eine dicke Stecknadel hineinstecken. In der obenerwähnten photo-
graphischen Abbi ldung ist dies wahrzunehmen. A l l e Säulen, bei 
denen b noch kleiner ist als bei dieser K u g e l s ä u l e , werden auch 
einen hohlen K e r n zeigen müssen. Die photographische Abbi ldung 
der Kuge l säu le mit dem Kontakt 2, 3 und 5 läßt erkennen, wie 
für diese Säule der Hohlkern bereits einen beträchtlichen Durch-
messer erreicht, hat. 

M a n kann nachweisen, daß die gegenseitigen Berührungs-
punkte der K u g e l n auf zwei Zylinderflächen liegen, welche dieselbe 
Achse haben wie diejenige, auf der das Punktsystem konstruiert 
worden ist. U m dies zu zeigen, weisen wir darauf hin, daß in 
F i g . 18 S. 78 der Berührungspunkt der K u g e l o mit K u g e l ni sich 
in der Mitte von AP befindet und daß der Abstand von der Achse 
bis zu diesem Berührungspunkt gleich dem A b s t ä n d e von M bis 
AC gesetzt werden kann und also gegeben wird durch: 

= i ? c o s ^ = i ? c o s ' - ^ 

In demselben Abstand liegen alle Berührungspunkte, die auf den. 
w^-zeiligen Kontaktspiralen vorkommen; diese Punkte liegen also 
auf einer Zylinderfläche mit dem Radius R^. Ebenso findet man, 
daß die Berührungspunkte , auf den j^-zeiligen Spiralen, auf einer 
Zylinderfläche mit dem Radius liegen: 

R, = Rco.^-. 

Ri sowohl als R^ sind kleiner als R, sie nähern sich einander und 
dem Werte R, je größer m und n werden. D a « > m ist, so wird 
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< i?2 sein, also stellt die Zylinderfläche mit dem Radius die 
innerste Zyhnderfläche der Berührungspunkte dar. 

Denkt man sich in den Kuge l säulen diese innerste Zylinder-
fläche angebracht und die innen dadurch abgeschnittenen K u g e l -
stücke fortgenommen, dann kann dadurch die Lage der K u g e l n 
nicht geändert werden. 

§ 11. H i s t o r i s c h e B e d e u t u n g d e r K u g e l s ä u l e n f ü r 
d i e T h e o r i e d e r B l a t t s t e l l u n g e n . Welche Ro l l e die zylin-
drischen K u g e l s ä u l en in der Theorie der Blattstellungen gespielt 
haben, m ö g e durch einige Zitate hier erläutert werden. 

In einer Abhandlung von AlRY^ ) aus dem Jahre 1873 
heißt es: 

„ T a k e a number of spheres (say oak-galls) to represent embryo-
leaves, and attach them in two rows in alternate order (̂ /j) along 
opposite sides of a stretched india-rubber band. Give the band a 
slight twist to determine the direction of twist in the subsequent 
contraction and then relax tension. The two rows of spheres will 
roll up with a strong twist into a tight complex order, which if 
the spheres are attached in close contact with the axes will be 
nearly the order i/g, with three steep spirals. If the spheres are 
set a little away from the axis the order becomes condensed into 
(nearly) /̂̂  with great precision and stability. A n d it appears, that 
further contraction with increased distance of the spheres from the 

3 5 8 
axis, will necessairly produce the orders (nearly) - 5 - , — , — etc. in 

o lo 21 
succesion, and that these succesive orders represent succesive 
maxima of stability in the process of change from the simple to the 
complex." 

W i r zitieren noch aus einer zweiten Abhandlung dieses 
Forschers'-^) folgende interessante Angabe: 

„ B y other diagrams it is shown, that the same process of conden-
sation operating on the orders represented by the lower fractions of 

/ I 1 2 3 • \ 
series B —, - , —, etc.) will produce the higher orders of that 

V-i 4 7 11 / / I 1 2 \ 
series. T h e same is shown for the series C -7 , etc. ." 

\4 5 9 / 
Man wird hieraus gesehen haben, daß AlRY« mit Hilfe einer 

sehr einfachen Vorrichtung eine Einsicht bekommen hatte in die 
Eigenschaften einiger Kugelsäulen. E s stellen ja, wie sich durch 
Wiederholung seiner Versuche unmittelbar ergibt, die Kugelsäulen, 

1 2 3 
deren Divergenz er als „nearly „ , - etc." angibt, solche dar, 

o 0 o 
welche die Kontakte 1, 2 und 3; 2, 3 und 5; 3, 5 und 8 usw. be-
sitzen. Hier wollen wir übrigens keine kritische Betrachtungen an-
stellen über die Folgerungen, welche A l R Y aus seinen Experimenten 
zog, und nur auf diese selbst hinweisen. 

Die Theorie von A l R Y hat wenig Beachtung gefunden; viel 
mehr ist das der F a l l mit derjenigen, welche von D E L P I N O in seiner 

1) On leaf-arrangement. Nature ]87.'5, p. 343 und: Proceedings Royal Society 
1873, p. 17G. 

2) On leaf-arrangement, Proe. Royal Society, 1874, p. 298. 
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Schrift: „Teor ia generale della Fillotassi"'), im Jahre 1883 ent-
wickelt wurde. A u s diesem Werke zitieren wir das Folgende (man 
siehe p. 126): 

„Infatti procurata una trentina di sferette d'egual diametro, si 
dispongano tra loro contigue, a mode triangolo, tre sferette A, B, C; 
e si fissi questa loro posizione incallandole per esempio con ceralacca. 
Nel seno da essa formato si coUochi e medesimamente si agglutini 
une quarta sferetta D. Con pari ragione le sferette B, C, D 
formeranno all'esterno un seno in cui si adagii e si agglutini una 
quinta sferetta E. E cosi via discorrendo fino a tanto che si hanno 
sferette, se ne incolli una nel seno fatte dalle tre sferette precedente-
mente desposte. 

S i riesce cosi alia construzione d'un corpo regolarissimo 
cilindroide, ove le sferette veggonsi disposte presso a poco come le 
foglie nella fillotassi quincunciale. 

Col simplice sperimento di guesta p i l a s f e r o t a s s i c a noi consi-
deriamo risoluto il problema meccanico fondamentale della fillotassi." 

M a n wird bemerkt haben, daß die p i l a s f e r o t a s s i c a von 
D E L P I N O nichts anderes darstellt als die Kuge l säu le mit dem K o n -
takte 1, 2 und 3, welche in F i g . 5 Tafel I V und F i g . 2 Tafel V ab-
gebildet ist. Die Resultate der Berechnung, welche D r . D E M E M M E 
auf Veranlassung von D E L P I N O bei dieser Kuge l säu le ausführte, 
aber nicht näher beschrieb, stimmen mit den von uns angegebenen 
Werten für diese Kuge l säu l e überein. 

A u s dem Gesagten folgt, daß die Kuge l säu le von D E L P I N O 
schon im Jahre 1873 A l R Y bekannt war, ja daß dieser Forscher 
eine g r o ß e Anzahl anderer Kuge l säu len angefertigt hatte, welche 
D E L P I N O unbekannt blieben. Übr igens liegt es wieder außerhalb 
des Rahmens dieser Arbeit , eine Kri t ik der DELPlNOschen Arbeit 
zu geben. Nur m ö g e hier auf einen wichtigen Fehler in seiner 
Schrift, die übrigens des Studiums sehr wert bleibt, hingewiesen 
werden, weil ein bedeutender Tei l der theoretischen Betrachtungen 
auf dieser falschen Annahme basiert ist. 

A u f Seite 159 findet man folgenden Ausspruch: „Nel la pila 
anzidetta no vi ha luogo, non vi ha interstizio, ove collocare un 
organo assile qualsiasi." Dieser Schluß, daß die Kuge l säu le mit 
dem Kontakte 1, 2 und 3 keinen Hohlkern besitze, ist, wie wir 
sahen, bestimmt falsch; ein Blick auf die photographische Wieder-
gabe auf Tafel V wird hiervon gleich überzeugen 2). 

EndHch m ö g e hier eine Bemerkung S C H W E N D E N E R S ^ ) erwähnt 
werden: 

„ I c h habe übrigens seitdem einen aus K u g e l n bestehenden 
Apparat konstruiert, welcher die Form zylindrischer Organkomplexe 
besitzt und die in Rede stehenden Verschiebungen innerhalb ge-
wisser Grenzen naturgetreu darzustellen gestattet." 

1) Genova 1883. 
2) Man kann sogar denjenigen Teil der Kugeln wegschneiden, welcher innerhalb 

der Kreiszylinderfläche mit dem Radius liegt (Ä, ist hier gleich 0,40S2 K), ohne daß 
dadurch die Lage der Kugeln geändert wird. 

3) Zur Theorie der Blattstellungen. Sitzungsberichte der königl. Preuß. Akad. d. 
Wissensch. Berlin, Jahrg. 1883, S. 7öO. 
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A u c h an anderer Stelle i) wird auf diesen Apparat kurz hin-
gewiesen. 

E s sind also auch S C H W E N D E N E R bestimmte Kuge l säulen be-
kannt gewesen. 

A u s dem Obenstehenden geht hervor, daß den Kuge l säu len 
schon längere Zeit eine Bedeutung für die Theorie der Blatt-
stellungen zugeschrieben wurde. Keiner der genannten Autoren 
hat die Verwandtschaft bemerkt, welche zwischen ihren Betrach-
tungen besteht. Dieser Umstand war eine der Ursachen, welche 
mich veranlaßt haben, die Theorie der zyHndrischen Kuge l säulen 
hier ausführlicher zu besprechen als für meine weiteren Betrachtungen 
notwendig gewesen wäre. 

1) Die jüngsten Entwickelungsstadien seitlicher Organe und ihr Anschluß an be-
reits vorhandene. Sitzungsberichte der königl. Preuß. Akad. d. Wissensch, zu Berlin, 
1895, S. 659. 



Z w e i t e r A b s c h n i t t . 

Einfache Systeme auf einer Ebene. 

Kapitel I. Ähnliche Punktsysteme auf einer Ebene. 

§ 1. D e f i n i t i o n . Unter einem „ähnlichen Punktsystem auf 
einer Ebene" werden wir ein solches verstehen, welches die E igen-
schaft besitzt, stets ähnliche- Figuren entstehen zu lassen, wenn man 
nacheinander jeden einzelnen Punkt durch gerade Linien mit allen 
anderen Punkten verbindet. 

Hierbei kann man, ebenso wie bei den „rege lmäßigen Punkt-
systemen" auf der Kreiszyl inderfläche, je nach der Lage der ent-
stehenden Figuren, zwei Fälle unterscheiden: 

1. Die ähnlichen Figuren, die man durch Verbindung der 
einzelnen Punkte mit allen anderen erhält, kann man alle durch 
eine V e r g r ö ß e r u n g oder Verkleinerung, welche mit einer Drehung 
auf der Ebene verbunden wird, so dirigieren, daß sie einander 
decken. 

2. Die ähnlichen Figuren sind zwar durch V e r g r ö ß e r u n g oder 
Verkleinerung wohl zu kongruenten Figuren zu machen, doch kann 
man diese durch eine Drehung auf der Ebene nicht alle wie im 
Fal l 1 zur Deckung bringen, weil unter ihnen Spiegelbilder vor-
kommen. 

W i r werden hier nur die unter 1 genannten näher betrachten. 
§ 2. H a u p t e i g e n s c h a f t e n . Man denke sich auf einer Ebene 

ein solches „ähnhches Punktsystem" angegeben und diese Ebene 
mit einer zweiten überdeckt , auf welcher man dieselben Punkte 
markiert. M a n nehme nun an, daß die erste Ebene mit ihrer 
Zeichnung fest steht, daß aber die zweite auf der ersten beweglich 
sei, und daß man außerdem imstande sei, die Zeichnung auf der be-
weglichen Ebene nach Wi l lkür zu vergrößern oder zu verkleinern i). 

Angenommen, b„ und Co seien zwei Punkte der festen Ebene; 
um beide Punkte denke man sich alsdann die ähnhchen Strahlen-
büschel gezeichnet. Die entsprechenden Punkte der beweglichen 

1) Wir werden im Folgenden eine Verkleinerung als eine Vergrößerung be-
trachten, welche mit einem Betrag kleiner als 1 vorgenommen wird, sodaß wir also 
unter dem Begriff „Vergrößerung" nicht nur eine tatsächliche Ausdehnung, sondern .auch 
unter Umständen eine Verkleinerung zu verstehen haben. 



96 Zweiter Abschn. Einfache Systeme auf einer Ebene. 

Ebene seien b und c genannt. Nun stelle man sich vor, daß die 
bewegliche Ebene durch eine parallele Verschiebung in der Weise 
in ihrer Lage verändert wird, daß Punkt c auf b„ fällt. W e n n wir 

jetzt die Zeichnung auf der beweglichen Ebene derart vergrößern , 
daß c dabei auf seinem Platz bleibt und der Strahlenbüschel um c 
dem Strahlenbüschel um ^„ .kongruen t wird, so muß alsdann eine 
Drehung des Strahlenbüschels um den Punkt c g enügen , um die 
Zeichnung auf der beweglichen Ebene mit der auf der festen zu-
sammenfallen zu lassen. 

Legen, wir uns nun die Frage vor, was bei diesem V o r g a n g 
mit dem Strahl cb des beweglichen Büschels geschehen ist. Der-
selbe ist zuerst parallel verschoben, danach vergrößer t und hierauf 
um einen gewissen W i n k e l um den Punkt 3„ gedreht worden. 

Punkt b m ö g e nun bei dieser Deckbewegung auf einen ge-
wissen Punkt tto gefallen sein; dann m u ß a,, notwendigerweise ein 
Punkt des festen Systems sein. A l l e Strahlen des beweglichen 
Punktsystems müssen alsdann eine V e r g r ö ß e r u n g erfahren haben, 

welche durch den Quotienten ^" angegeben wird; außerdem sind 
" bo Co 

sie einer Drehung um einen W i n k e l (p unterworfen worden (siehe 
F i g . 19). 

A u f den Punkt c„ ist bei der Deckbewegung ebenfalls ein Punkt 
der beweglichen Ebene gefallen, welcher d heißen m ö g e . Dann 
wird man denjenigen Punkt do auf der festen Ebene, der ursprüng-
lich mit diesem Punkt d zusammenfiel, auf folgende Weise finden 
können: Man denke sich das bewegliche System wieder parallel 
zurückgeschoben von b,, nach c„ und darauf das System ver-
größert um einen Betrag , der das Reziproke desjenigen bei 
der vorigen Deckbewegung ist. Hiernach werden die Strahlen-
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büschel auf der festen und auf der beweglichen Ebene wieder 
kongruent und durch eine Drehung um c„ zur Deckung zu bringen 
sein. Diese Drehung m u ß mit demselben Winkel cp ausgeführt 
werden und zwar in entgegengesetzter Richtung als bei der vorigen 
Deckbewegung. 

Der Punkt do m u ß also derart liegen, daß: 

Co do _ Co bo 
Co b„ ao bo 

ist, während außerdem = l^ß sein muß. 
Im allgemeinen kann man also sagen, daß, wenn bo und Co zwei , 

Punkte des Systems sind, noch zwei andere Punkte Oo und do zu 
finden sein müssen, die so gelegen sind, daß 

tto bo _ Co bo 
Co bo Co do 

und daß der W i n k e l zwischen a„ bo und bo Co gleich ist dem W i n k e l 
zwischen bo Co und Co do. 

A b e r auch bei den Punken Co und do muß man zwei Punkte 
bo und Co finden können, die entsprechend liegen, ebenso bei den 
Punkten do und ß„ zwei Punkte c„ und f„. Diese Schlüsse sind bis 
ins Unendliche fortzusetzen. 

N u n ergibt sich unmittelbar aus den Eigenschaften der l o g a -
r i t h m i s c h e n S p i r a l e , daß dann die Punktserie ao, bo, Co, do, Co usw. 
auf einer und derselben logarithmischen Spirale liegt. 

W e i l die Punkte und bo beliebig gewählt wurden, kann 
man durch je zwei Punkte des Punktsystems eine solche Spirale 
ziehen, auf der eine Reihe Punkte angetroffen werden muß. Hier-
mit ist also die wichtige Eigenschaft erwiesen, daß in e i n e m 
ä h n l i c h e n P u n k t s y s t e m u n e n d l i c h l a n g e P u n k t r e i h e n auf 
l o g a r i t h m i s c h e n S p i r a l e n g e l e g e n s ind . 

E s besteht die Mögl ichkei t , daß die oben betrachtete Spirale, 
welche die Punkte ao, bo, Co, do, Co usw. enthält, alle Punkte des Systems 
in sich schließt, jedoch wird das im allgemeinen nicht der Fa l l sein. 
Nehmen wir an, bo' (siehe F i g . 19) sei ein solcher Punkt des Systems, 
der nicht in der Spirale liegt. Man denke sich nun wieder den 
Punkt b des beweglichen Systems von bo nach Co übertragen und 
darauf das bewegliche System so aufgestellt, daß es das feste deckt. 
Hierfür ist, wie wir gesehen haben, eine Drehung um einen Winke l 

(p um den Punkt Co nötig, sowie eine V e r g r ö ß e r u n g ° ^° • 
Oo ao 

Der Punkt b' des beweglichen Systems, der ursprünglich mit 
bo' des festen zusammenfiel, muß nun bei der Deckbewegung auf 
einen neuen Punkt Co' des festen gekommen sein. Wenn also irgend 
ein Punkt bo' außerhalb der genannten Spirale liegt, so muß auch 
ein Punkt c„' nachzuweisen sein, welcher ebenfalls außerhalb der 

Spirale liegt und zwar, wie man gleich einsieht so, daß " ~ — 
Oo Oo Uo Oo 

und daß der Winkel , den c,,' c„ mit c„ b„ einschließt, gleich ist dem 
Winkel , welchen b„' b„ mit b„ a„ bildet. 

In v ö ü i g gleicher Weise schließt man weiter, daß noch ein 
Punkt do' zu finden sein m u ß , welcher zu do so gelegen ist, wie 
Co' zu Co. Diese Schlußvveise läßt sich wieder beliebig fortsetzen. 

I t e r s o n , Studien über Blattstellungen. 7 
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M a n kann also folgende Rege l aufstellen: Befindet sich außer-
halb einer Punktreihe, die auf derselben logarithmischen Spirale 
gelegen ist, noch ein anderer Punkt b„' in dem System, dann findet 
man eine unendliche Reihe anderer Punkte desselben auf diese Weise: 
M a n verbindet den Punkt mit einem beliebigen Systempunkt b^ 
der logarithmischen Spirale. Diese Verbindungslinie bildet einen ge-
wissen W i n k e l mit der Linie , die den beliebigen Punkt b„ der 
Spirale mit dem folgenden auf derselben ÜO verbindet. Man zieht 
nun von allen Punkten auf der Spirale Co, do, Co, usw. Linien, die 
denselben V/ inkel bilden mit der Verbindungslinie dieser Punkte und 
der betreffenden folgenden, also mit Co bo, do Co, Co do, usw. A u f 
den von den Punkten der Spirale aus gezogenen Linien trägt man 
Stücke c„ c„', ddo, eCo, usw. ab, die dasselbe Verhältnis zu einander 
haben wie die Verbindungshnien der betreffenden Punkte auf der 
logarithmischen Spirale. 

Man kann leicht beweisen, daß diese neue Punktreihe auf 
einer logarithmischen Spirale liegen muß, die mit der ersten kon-
gruent ist und mit ihr das Zentrum O gemeinsam hat. W e n n man 
die erste logarithmische Spirale sich um einen gewissen Winke l 6 
um den Pol O drehen läßt, so fällt sie mit der zweiten zusammen. 
(Die Punkte des Punktsystems auf beiden Spiralen decken sich 
jedoch im allgemeinen alsdann nicht.) 

A u s dem Vorhergehenden ergibt sich weiter, d a ß , wenn 
ein Punkt bo' außerhalb der ersten angegebenen Spirale liegt, im 
allgemeinen noch ein zweiter Punkt bo" außerhalb derselben und 
außerhalb der Spirale durch bj liegen m u ß (siehe F i g . 19). A u f ganz 
gleiche Weise wie oben für die zweite Spirale schließt man dann weiter, 
daß durch bj' eine dritte Spirale gehen muß, worauf eine Punkt-
reihe des Systems liegt. Diese Spirale muß den beiden vorher-
gehenden wieder kongruent sein; man konstruiert sie, indem man 
die zweite Spirale um den genannten W i n k e l 6 um das Zentrum 
O dreht. 

Ohne weiteres ist einzusehen, daß auf diese Weise noch eine 
vierte, fünfte Spirale usw. zu finden ist, wenn man wenigstens nicht 
in den konstruierten Spiralen bereits alle Punkte des Systems auf-
genommen hat. 

Durch jeden Punkt eines ähnlichen Punktsystems m u ß also 
nach dem Vorhergehenden eine logarithmische Spirale zu kon-
struieren sein, welche kongruent ist mit der zuerst gefundenen, 
denselben Zentrum besitzt und auf welcher eine unendliche Reihe 
von Punkten des Systems gelegen ist. Hieraus läßt sich schließen, 
daß man zwei solche Spiralen nachweisen kann, zwischen denen 
kein einziger Punkt des Systems Hegt; denn sobald dazwischen 
noch ein Punkt läge, so w ü r d e man dadurch wieder eine kongruente 
Spirale ziehen können. Nehmen wir nun an, daß die oben als 
erste und zweite Spirale bezeichneten K u r v e n zwei solche Spiralen 
sind, zwischen denen sich kein einziger Punkt des Systems befindet, 

360" 
dann m u ß 0 ohne Rest in 360" enthalten sein, also durch 

7n 
dargestellt werden können, worin m eine ganze Zahl ist. W ä r e 
dies nämlich nicht der Fal l , so würde man, wenn man eine der 
beiden Spiralen g e n ü g e n d oft um einen Winke l 9 bewegen und 
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jedesmal eine neue Punktreihe passieren l ieße, schließlich auch 
zwischen den beiden ersten Spiralen eine Punktreihe finden müssen, 
was mit der Voraussetzung in Widerspruch steht. 

Hieraus folgt, daß alle Punkte des Systems auf m parallelen 
Spiralen mit demselben Zentrum zu ordnen sein müssen, welche 
alle so liegen, daß man durch Drehung irgend einer Spirale um 
einen W i n k e l Q um das gemeinschaftliche Zentrum diese K u r v e mit 
der folgenden Spirale zur Deckung bringt. 

E ine solche Serie logarithmischer Spiralen werden wir eine 
S p i r a l e n s c h a r nennen. 

W i r mächen ferner darauf aufmerksam, daß man sehr leicht 
beweisen kann, daß auch die Punkte b^, bo', b„" usw. alle auf einer 
logarithmischen Spirale liegen, die nicht mit den Spiralen der eben 
besprochenen Schar kongruent ist, aber mit diesen wohl das Zen-
trum gemeinsam hat. Durch die Punkte Co, Co', c^" usw. läuft eine 
Spirale, die mit der durch bo, bo', bo" usw. kongruent ist und ebenfalls 
dasselbe Zentrum besitzt. S ind diese beiden Spiralen solche, zwischen 
welchen sich kein einziger Punkt des Systems befindet, so sieht man 
leicht ein, daß es auch eine ganze Anzahl , z. B. n, solcher Spiralen geben 
muß, die zu einander so liegen, daß nach Drehung um einen W i n k e l 

3 6 0 » 
von ^ eine Spirale die folgende deckt. Sie bilden also wieder 

eine Spiralenschar. Die Schnittpunkte der Spiralen dieser Schar mit 
den der vorigen fallen alle mit Punkten des Systems zusammen, 
andere Punkte sind darin nicht vorhanden. 

M a n k a n n a lso j edes ä h n l i c h e P u n k t s y s t e m a u f e i n e r 
E b e n e als das S y s t e m d e r S c h n i t t p u n k t e v o n z w e i l o g a -
r i t h m i s c h e n S p i r a l s c h a r e n b e t r a c h t e n , d ie d a s s e l b e Z e n -
t r u m bes i t zen . 

§ 3. D i e l o g a r i t h m i s c h e S p i r a l e . D a diese K u r v e in den 
nachfolgenden Betrachtungen wiederholt zur Sprache kommen wird 
und in den elementaren Lehrbüchern der Geometrie meist nur kurz 
besprochen wird, so wollen wir hier auf ihre Haupteigenschaften 
etwas näher eingehen. 

1. Die logarithmische Spirale, deren Zentrum zusammenfällt mit dem 
Ursprung des Koordinatsystems, wird dargestellt durch die Formel Q = Ce^ f, 
worin Q der Radius vector ist und cp der Winkel, welchen dieser Leitstrahl 
mit der Achse X bildet. Dieser Winkel wird von der Achse nach dem 
Leitstrahl zu in einer Richtung gemessen, die dem Lauf des Uhrzeigers 
entgegengesetzt ist. 

2. Nimmt man auf einer solchen logarithmischen Spirale zwei Punkte, 
deren Leitstrahlen einen Winkel cp einschließen, so ist das Verhältnis dieser 
Radii vectores ^^9'. Umgekehrt läßt sich aus dem Verhältnis e^'P zweier 
Radien auf den von ihnen gebildeten Winkel <p schließen. Zieht man eine 
Reihe von Leitstrahlen, die den gleichen Winkel miteinander biiden, so 
werden die Längen dieser Radien eine geometrische Reihe bilden. 

3. Die logarithmische Spirale läuft unendlich oft um das Zentrum, er-
reicht dieses jedoch niemals; dieses Zentrum stellt nämlich den asymptotischen 
Punkt der Kurve dar. 

4. Ein und derselbe Leitstrahl schneidet die Spirale unendlich oft; 
die Abstände vom Zentrum nach den Schnittpunkten bilden eine geo-
metrische Reihe. 

7* 
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5. Wir nennen eine logarithmische Spirale rechtsgewunden, wenn der 
Leitstrahl, den man nach einem Punkte zieht, welcher auf der Spirale von 
innen nach außen läuft, sich in dem Sinne des Uhrzeigers bewegt. Bewegt 
sich aber der Leitstrahl dabei in der entgegengesetzten Richtung wie die 
Uhrzeiger, so nennen wir die Spirale linksgewunden. Die Spirale in Fig. 20 
ist also rechtsgewunden. 

6. Die Formel Q = Ce^f wird einer linksgewundenen Spirale ent-
sprechen, wenn ^ positiv ist, einer rechtsgewundenen, wenn g negativ ist. 

7. Der V/inkel, welchen der veriängerte Leitstrahl nach einem Punkte 
der Spirale mit der Tangente in diesem Punkte bildet, ist für alle Punkte 

der Spirale derselbe. Be-
zeichnet man diesen Winkel 

mit ju, dann ist tg /x = —, 

vorausgesetzt, daß man jj. 
von dem verlängerten Leit-
strahl aus nach der Tangente 
in einer Richtung rechnet, 
welche der des Uhrzeigers 
entgegengesetzt ist. Man 
spricht in diesem Falle von 
einer l o g a r i t h m i s c h e n 
S p i r a l e unter dem 
W i n k e l fi. 

Für eine linksgewundene 
Spirale ist fi spitz, für eine 
rechtsgewundene stumpf. 

8. Sieht man von der Rich-
tung der Spirale ab, dann kann 
man unter der „ N e i g u n g " 
der l o g a r i t h m i s c h e n 
Spirale den„spitzen"Winkel 

verstehen, der sich zwischen dem verlängerten Leitstrahl und der Tangente 
befindet. Die Neigung wird also gefunden, indem man den absoluten Wert 

von q bei der Berechnung von a in der Formel: ig u = — benutzt. 

9. Logarithmische Spiralen unter demselben Winkel sind kongruent. 
Besitzen sie ein und dasselbe Zentrum, dann schneiden sie einander nie-
mals und man nennt sie dann parallele logarithmische Spiralen. 

10. Durch Vergrößerung oder Verkleinerung einer logarithniischen 
Spirale erhält man stets eine kongruente Spirale. 

11. Zwei nicht kongruente logarithmische Spiralen mit ein und dem-
selben Zentrum schneiden einander unendlich oft. Die Leitstrahlen nach 
den Schnittpunkten bilden eine geometrische Reihe; die Winkel, welche die 
aufeinander folgenden Leitstrahlen miteinander bilden, sind gleich. Die 
Schnittpunkte liegen also wieder auf einer logarithmischen Spirale. 

12. Durch einen Punkt läßt sich nur eine logarithmische Spirale 
unter einem gegebenen Winkel konstruieren, die ein gegebenes Zentrum 
besitzt. 

13. Durch zwei Punkte kann man unendlich viele logarithmische 
Spiralen mit einem gegebenen Zentrum konstruieren. 
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Wenn wir weiterhin von der Spirale mit einem gegebenen Zentrum 
durch zwei Punkte sprechen werden, so wird stets die „steilste" Spirale 
gemeint sein. 

Hierzu sei das Folgende erklärend bemerkt: 
Sind die gegebenen Punkte in Polar-Koordinaten mit Q^, cp^ und ß,, (p^ 

bezeichnet, dann können diese ebensogut aufgefaßt werden als Punkte ß^, 
(p^ + 2sn und ß2,9?2 + 2^jr, worin s und t gleich 0, 1, 2, 3, 4, 5 
usw. sind. 

Ist nun die Formel der Spirale: ß = Ce^f, so muß: 

Ol = Cß?("?'i±^^'^) und Q^=Cei^'P,±2i7t) 

sein, woraus sich ergibt: 

^ l g g i - ' g g 2 ^ 'g g i - ' g g2 . 
— (p, + — Zf) • 2 TT + 2 ^Jt 

Setzt man hierin für k nacheinander 0, 1, 2, 3 . . . . usw. ein, so findet man 
eine Serie Werte für q, mit denen man eine Spirale konstruieren kann, die 
das gegebene Zentrum besitzt und durch die beiden gegebenen Punkte geht. 

Der absolut genommene kleinste von allen diesen Werten für q muß 
nach 8 der steilsten Spirale mit dem gegebenen Zentrum entsprechen, die durch 
die beiden Punkte zu konstruieren ist. 

Der absolute Wert des Zählers des obengenannten Bruches ist 
konstant, während der des Nenners durch k veränderlich ist. Man findet 
also den absolut maximalen Wert von q, indem man den absoluten Wert 
des Nenners so klein wie möglich macht. Es ist nun leicht einzusehen, 
daß dieser Nenner ein Minimum für denjenigen Wert von k ist, für welchen 
9'i ~ 9'2 i 2 kleiner als n wird. (Dies ist natürlich nur für einen einzigen Wert 
von k der Fall.) D ie steilste Spirale durch zwei Punkte wird also 
so verlaufen, daß die Leitstrahlen nach diesen beiden Punkten 
einen Winke l e i n s c h l i e ß e n , der kleiner ist als 180". 

14. Die Länge des Teiles der steilsten logarithmischen Spirale, der zwischen 

zwei Punkten mit den Leitstrahlen p, und p., liegt, beträgt: — ^ • 
^ cos f^l 

15. Denkt man sich durch zwei Punkte alle möglichen logarithmischen 
Spiralen mit demselben Zentrum gelegt, und mißt man bei allen diesen 
Spiralen den Abstand der beiden Punkte die Spiralen entlang, dann ist der 
Abstand die steilste Spirale entlang der kürzeste. 

§ 4. Z u g e o r d n e t e S p i r a l e n . H a u p t s p i r a l e . W i r sahen, 
daß eine logarithmische Spirale durch zwei Punkte des Systems 
bestimmt ist und dadurch also auch die zugehör ige Spiralen-
schar. Zwei andere Punkte bestimmen wieder eine andere Spiralen-
schar. Nun darf man aber nicht allgemein sagen, daß alle Schnitt-
punkte dieser beiden Scharen auch immer Punkte des Punktsystems 
darstellen. 

W i r werden diejenigen logarithmischen Spiralen, welche die 
Eigenschaft besitzen, daß die zugehörigen Scharen einander nur in 
Punkten des Systems schneiden, z u g e o r d n e t e l o g a r i t h p i i s c h e 
S p i r a l e n nennen. 

Die Scharen selbst werden wir als z u g e o r d n e t e l o g a r i t h -
m i s c h e S p i r a l s c h a r e n bezeichnen. 
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V o n der logarithmischen Spirale sind der Kreis urid die gerade 
Linie zwei besondere Fälle. E s kann also auch Punktsysteme 
geben, worin Punktreihen auf geraden Linien, die vom Zentrum 
ausgehen, oder auf konzentrischen lOeisen gelegen sind, natürUch 
auch solche, bei denen beides gleichzeitig der F a l l ist. 

Nehmen wir an, daß keine zwei Punkte auf demselben kon-
zentrischen Kreis gelegen sind, so ist einzusehen, daß eine Spirale 
gezogen werden kann, die alle Punkte enthält. W i r werden sie 
„ H a u p t s p i r a l e " nenneni). 

U m diese Spirale zu erhalten, denke man sich durch einen 
beliebigen Punkt des Systems einen Kre i s gezogen, dessen Mittel-
punkt mit dem Ursprung zusammenfällt. Man suche innerhalb dieses 
Kreises denjenigen Punkt, der ihm am nächsten liegt. Durch den 
erstgenannten Punkt und durch diesen denke man sich nun die 
steilste logarithmische Spirale mit demselben Zentrum gezogen; 
diese wird dann die Hauptspirale sein. Man sieht nämhch leicht 
ein, daß diese Spirale auch durch denjenigen Punkt gehen muß, 
welcher in nächster Nähe des konzentrischen Kreises liegt, der 
durch den zweiten Punkt gezogen ist. Diese Spirale m u ß also 
durch alle Punkte des Systems gehen. 

§ 5. E i n t e i l u n g der ä h n l i c h e n P u n k t s y s t e m e . Ohne 
Mühe können wir nun bei diesen Punktsystemen folgende Fälle 
unterscheiden: 

1. Alle Punkte sind auf einer geraden Linie geordnet, und zwar so, 
daß die Abstände vom Ausgangspunkt eine geometrische Reihe bilden. 

2. Das System besteht aus einer Serie von Punkten, die auf einem 
Kreise in untereinander gleichen Abständen geordnet sind. 

3. Alle Punkte sind auf einem Büschel von geraden Linien, die von 
einem gemeinsamen Zentrum ausgehen und untereinander denselben Winkel 
bilden, zu ordnen. Sie liegen darauf in Abständen vom Zentrum, die geo-
metrische Reihen bilden. (Systemes rectiseries.) 

4. Auf konzentrischen Kreisen liegt mehr als ein Punkt des Systems; 
jedoch sind die Punkte nicht auf einem Büschel gerader Linien, die vom 
Zentrum ausgehen, zu ordnen. („Systemes conjugues" der „systemes 
curviseries".) 

5. Die Punkte liegen auf einem Büschel von geraden Linien und 
außerdem liegen mehrere Punkte auf konzentrischen Kreisen. („Systemes 
conjugues" der „systemes rectiseries".) 

6. Die Punkte liegen weder auf einem Büschel von Geraden, noch 
liegen mehrere derselben auf ein und demselben konzentrischen Kreise. 
(Systemes curviseries.) 

Einfacher für unseren Zweck ist wieder eine Einteilung in 
Systeme, die eine einzige Hauptspirale und solche, welche keine 
enthalten. Erstere werden wir wieder e i n f a c h e , letztere m e h r -
f a c h e ähnliche Punktsysteme auf einer Ebene nennen. F i g . 21a 
stellt ein einfaches, F i g . 21b ein mehrfaches (dreifaches), ähnliches 
Punktsystem auf einer Ebene dar; es sind in beiden Figuren zwei 
Scharen konjugierter Spiralen angegeben und zwar in der Weise, 
daß eine gewisse Übere inst immung mit den rege lmäßigen Punkt-

1) In Wirklichkeit kann man unendlich viele Spiralen zeichnen, die diese 
Eigenschaft besitzen; doch wird hier allein die steilste Spirale in Betracht gezogen. 
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Systemen der Textfigur 1 (S. 13) auffallen muß. In diesem A b -
schnitt wird weiter ausschließlich von den einfachen Punktsystemen 
gesprochen werden. 

a. 
Fig. ZI. 

§ 6. N u m e r i e r u n g d e r P u n k t e . D i e D i v e r g e n z . 
E i n f ü h r u n g des F a k t o r s a: das H a u p t v e r h ä l t n i s . Sobald 
eine Hauptspirale vorhanden ist, kann man die Punkte an dieser 
entlang numerieren, wobei die Numerierung in einem beliebigen 
Punkt beginnen kann. Bei unserer Betrachtung werden wir den 
äußersten Punkt von dem Teile des Systems, das wir betrachten, 
mit dem Zeichen 0 versehen und dann nach dem Zentrum hin 
numerieren. 

Durch den Punkt o und einen Punkt m ist eine Spirale be-
stimmt, die, wie man leicht einsieht, auch durch die Punkte 2ni, 
3 m, 4 PI usw. gehen muß, wir werden diese also wieder als w-zeiHge 
Spirale bezeichnen. E s leuchtet ein, daß man im Punktsystem eine 
Spiralenschar von solchen kongruenten, parallelen logarithmischen 
Spiralen nachweisen kann und daß dieselbe sämtUche Punkte des 
Systems einschließt. 

Sind nun die m- und die «-zei l ige Spirale zugeordnete, dann 
kann man in gleicher Weise, wie das in § 6 Kapitel I des ersten A b -
schnittes für die rege lmäßigen Punktsysteme auf der Kreiszylinder-
fläche geschah, nachweisen, daß die Zahlen 7U und n untereinander 
unteilbar sein müssen. 

Nach dem vorher Gesagten wird es deutlich sein, daß die 
Linien, welche man vom Zentrum aus nach den verschiedenen 
Punkten der Hauptspirale ziehen kann, untereinander gleiche W i n k e l 
bilden. Diesen konstanten W i n k e l werden wir die D i v e r g e n z 
nennen und durch den Buchstaben a bezeichnen. Ferner existiert 
ein konstantes>Verhältnis zwischen den Längen aufeinander folgender 
Leitstrahlen nach diesen Punkten. Diesem werden wir den Namen 
H a u p t v e r h ä l t n i s geben und dasselbe mit dem Buchstaben a 
bezeichnen. 

J e d e s e i n f a c h e ä h n l i c h e P u n k t s y s t e m a u f e i n e r 
E b e n e w i r d v ö l l i g b e s t i m m t s e i n d u r c h d i e b e i d e n 
G r ö ß e n a u n d « . 
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E s muß bemerkt werden, daß wir a immer kleiner als 1 an-
nehmen werden, also als das Verhältnis der L ä n g e eines Leit-
strahles zu der eines vorhergehenden größeren . W i r werden den 
Leitstrahl nach dem Punkt o mit bezeichnen und können dann 
den Leitstrahl nach einem Punkt ni darstellen durch = a'" Q„, 
nach einem Punkt n durch o„ = Q„ USW. 

§ 7. S e k u n d ä r e D i v e r g e n z , e n z y k l i s c h e Z a h l e n . 
Den W i n k e l (kleiner als 180"), welchen der Leitstrahl nach 

W e n n man sich die Hauptspirale entlang vom Punkt o 
nach einem Punkt m mit positiver sekundärer Divergenz begibt, 
dann wird man dazu eine gewisse Anzahl Male .360» um das Zen-
trum herum und dann noch eine Teilstrecke b,n weiter zu laufen 
haben. Die Anzahl ganzer Touren werden wir die enzyklische Zahl 
nennen und mit dem Buchstaben zl,„ bezeichnen. 

W e n n man sich aber der Hauptspirale entlang von • dem 
Punkt o nach einem Punkt /// mit negativer sekundärer Divergenz 
begibt, dann wird man dabei ebenfalls eine gewisse Anzahl ganzer 
Touren um das Zentrum herum machen und dann noch eine Tei l -
strecke weiterlaufen können. Doch wird diese Teilstrecke jetzt ein 
W i n k e l sein, der größer ist als 180» und also nicht gleich b,„. W i r 
können dann aber immer in der Weise von o an der Hauptspirale 
entlang nach in kommen, daß wir eine ganze Tour um das Zentrum 
mehr machen und darauf die Teilstrecke bm zurücklaufen. Diese ganze 
Anzahl Touren werden wir in diesem Fa l l als enzyklische Zahl des 
Punktes in bezeichnen. 

G e m ä ß dieser Definition gilt dann für die ähnlichen Punkt-
systeme auf einer Ebene ebenso wie für die rege lmäßigen Punkt-
systeme auf der Kreiszylinderfiäche, die folgende Gleichung: 

§ 8. D i e B e r e c h n u n g d e r e n z y k l i s c h e n Z a h l e n zJ,„ 
u n d ZJ«. Sind die in- und w-zeilige Spirale konjugierte, dann muß 
der erste Schnittpunkt dieser beiden Spiralen (von Punkt o ab ge-
rechnet) die Nummer mn tragen. E s leuchtet ein, daß, wenn die 
«-ze i l ige Spirale die steilere ist, der Punkt inn so liegen m u ß , daß 
bm.i dasselbe Zeichen besitzt, wie Ist z. B . die m-zeilige Spirale 

Fig. 22. 

Punkt o mit demjenigen 
nach Punkt in bildet, wer-
den wir die sekundäre D i -
vergenz des Punktes m 
nennen und mit dem Buch-
staben b„i bezeichnen. Diese 
Divergenz wird positiv ge-
rechnet, wenn die in-zeilige 
Spirale der Hauptspirale 
homodrom läuft, negativ, 
wenn die »^-zeilige Spirale 
dieser Hauptspirale antidrom 
gewunden ist. Ist die Haupt-
spirale rechtsgewunden, so 
ist also in F i g . 22 b„i positiv 
zu rechnen, b„ dagegen ne-
gativ. 

= (5,. + z l , „ . 3 6 0 » (1) 
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rechtsgewunden, die w-zeilige links, dann muß also b,nn in der 
Richtung des Laufs der Uhrzeiger gerechnet werden (man siehe 
Fig . 22), wie auch b,i. 

E s ist also unter der Voraussetzung, daß die «-ze i l ige Spirale 
die steilere ist: • 

b„i„ = in bn = ninx — m A„-3Q0°. 

Dann aber ist auch: 

b„,n = nb„,±3G0° = OT«cc-zl,„.360o+360o 

wobei das + Zeichen gilt, wenn die ;;/-zeilige Spirale der Haupt-
spirale antidrom ist, das — Zeichen, wenn diese Spiralen einander 
homodrom laufen. 

A u s diesen beiden Gleichungen folgt die bekannte Formel: 

mA„-nA,„ = ± 1 (2) 

Dieselbe Beziehung ergibt sich auch, wenn vorausgesetzt wird, daß 
die ;«-zeilige Spirale die steilere ist. 

A u c h hier sind also A,„ und A„ Zähler und Nenner des letzten 

Annäherungsbruche s der Bruchzahl —• 

E s braucht nicht näher erörtert zu werden, daß auch die A n -
näherungswerte der Divergenzen, wenn die m- und «-zei l ige Spirale 
zugeordnete sind, durch die Regel , welche wir in § 9 Kapitel I des 
ersten Abschnittes abgeleitet haben, bestimmt sind. 

Kapitel II. Die Beziehung zwischen den ähnlichen Punkt-
systemen auf der Ebene und den regelmäßigen Punktsystemen 

auf der Kreiszylinderfiäche. 

§ 1. D i e A b b i l d u n g v o n S c h r a u b e n l i n i e n e i n e r 
K r e i s z y l i n d e r f i ä c h e a u f e i n e r E b e n e m i t H i l f e k l e i n e r 
ä h n l i c h e r R e c h t e c k e . W ä h r e n d wir oben die Eigenschaften 
der ähnlichen Punktsysteme abgeleitet haben und dadurch zu einer 
Einteilung dieser Systeme gekommen sind, die eine g r o ß e Über-
einstimmung mit derjenigen der rege lmäßigen Punktsysteme auf 
der Kreiszyhnderf läche zeigt, und wir weiter nachgewiesen haben, 
daß bei einer gewissen anderen Bedeutung der Buchstaben sogar 
dieselben Formeln für beide Fälle angewendet werden können, 
so werden wir jetzt zeigen, daß diese Übere inst immung nicht zu-
fällig ist, sondern daß eine innige Beziehung zwischen beiden Punkt-
systemen besteht. 

Zuerst wollen wir in Erinnerung .bringen, daß es mögl ich ist, 
die Ebene mit Hilfe eines Strahlenbüschels aus einem Punkte und 
einer Schar konzentrischer Kreise um diesen Punkt in ähnliche 
Rechtecke zu teilen. 

Obgleich es für Mathematiker überflüssig ist, glaube ich doch 
den Beweis für diese Eigenschaft hier folgen lassen zu sollen. 
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Man denke sich vom Zentrum aus einen Strahlenbüschel ge-
zogen, der eine sehr g r o ß e Anzahl {s) Strahlen enthält. Nennen wir 
den konstanten kleinen W i n k e l zwischen zwei aufeinander folgenden 

Strahlen, in B o g e n m a ß gemessen, a, dann ist: a = — und wir 

können bei Anwendung von Polarkoordinaten diesen Strahlen-
büschel ausdrücken durch die Formel: 

(p = ma 

worin m = 0, 1, 2, 3 bis (j—1) ist. Zwei aufeinander folgende 
Strahlen können dargestellt werden durch: 

(p = ma und (p = (m+l)a. 

Man denke sich nun eine Schar konzentrischer Kreise ge-
zeichnet, welche in Polar-Koordinaten so bezeichnet werden kann: 

worin n = + 1, +2, + 3 , + 4 bis + oo sein kann und worin Q„ und 
6 konstante Größen vorstellen. 

Zwei aufeinander folgende Kreise dieser Kreisschar können 
bezeichnet werden durch: 

0 „ ^ ( n + l ) 6 und 

Betrachten wir nun die kleinen Figuren, in welche durch ein 
solches System von Strahlen und Kreisen die Ebene eingeteilt wird, 
so ist deutlich, d a ß , wenn die Strahlen und auch die aufeinander 
folgenden Kreise nahe genug beieinander angenommen werden, 
diese Figürchen sich kleinen Rechtecken nähern müssen. Nun 
werden die Strahlen des Büschels dicht beieinander liegen, wenn 
in der Formel: (p — ma, a einen sehr kleinen W e r t besitzt, wäh-
rend die aufeinander folgenden Kreise sehr nahe zusammenrücken, 
wenn man in der Formel Q = QO e^^ die Konstante b recht klein 
annimmt. 

E s wird nun nachgewiesen werden, daß, wenn man die Größen 
a und b nur klein genug nimmt, die kleinen Rechtecke, in welche 
dann die Ebene geteilt wird, einander ähnlich sind. 

Nach dem Vorhergehenden können die Seiten p und q eines 
beliebigen Rechtecks dargestellt werden durch: 

p = {̂ (m+ l ) a — m a | Q = ÜQ = ag^e"^ 

sodaß das Verhältnis dieser Seiten das folgende ist: 

p:q = a : ( e 6 - l ) 

Nun kann man jedoch, wenn 6 sehr klein genommen wird, 6 für 

— 1 einsetzen und bekommt dann: 

^):q = a:6, 

worin, wie wir annahmen, a und b konstant sind. 
Für alle Rechtecke ist also das Verhältnis der Seiten dasselbe, 

sie sind mithin ähnlich. 
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Bemerken wir noch beiläufig, daß, wenn a = b ist, p = c\ wird 
und dadurch alle Rechtecke in Quadrate übergehen; man kann also 
durch einen Strahlenbüschel: 

(p = ma 
und eine Kreisschar: 

Q = Qoe'''' 

die Ebene um ein Zentrum herum in kleine Quadrate einteilen, wenn 
a genügend klein genommen wird. 

Man denke sich nun eine Kreiszylinderfiäche mit dem Radius R 
auf einer Ebene abgerollt und darauf s vertikale Linien gezogen. 
Weiter denke man sich darauf eine unendliche Anzahl horizontaler 
Linien in A b s t ä n d e n Rb angegeben. Die Oberfläche des Kreis-
zylinders ist dann in kongruente kleine Rechtecke eingeteilt, deren 

2 71 R 
Seiten gleich und Rb sind und sich also verhalten wie: 

s 

^ : 6 
s 

oder wie a: b. 

Hieraus folgt, daß man auf diese Weise die Kreiszyl inderfläche 
in Rechtecke eingeteilt hat, welche ähnhch sind den Rechtecken, 
in die auf die oben angegebene Weise die Ebene um ein Zentrum 
herum eingeteilt worden ist. 

A u c h hier weisen wir daraufhin, daß, wenn a = b ist, die kleinen 
Rechtecke wieder in Quadrate übergehen, während, wenn R = l ist, 
die Seiten der Rechtecke auf der Oberfläche der Kreiszyhnderfläche 
gleich 0 und 6 werden. 

Vergleicht man die beiden Einteilungen in kleinen ähnhchen 
Rechtecken, so ergibt sich, daß auf der Zylinderfläche ebensoviel 
vertikale Linien vorhanden sind wie Strahlen auf der Ebene, und 
daß die Anzahl der horizontalen Linien ebensowohl wie die der 
konzentrischen Kreise unendlich g r o ß ist. E s läßt sich nun die E i n -
teilung auf der Ebene als „ A b b i l d u n g " der Eintei lung auf der Kreis -
zylinderfläche ansehen, wobei die einzelnen Rechteckchen eine ver-
schiedene V e r g r ö ß e r u n g oder Verkleinerung erfahren haben. 

Markieren wir dazu zwei dieser Rechtecke, welche wir in beiden 
Figuren als „übereinstimmend" annehmen werden (wozu man jede 
zwei nach Belieben wählen kann), so sind dadurch alle anderen 
übereinstimmenden Rechtecke bestimmt. 

W e n n wir jetzt eine Serie von Rechtecken auf der Kreis -
zyhnderfläche in der Weise auswählen, daß deren Diagonalen sich 
an einander anschließen und so eine Schraubenlinie bilden, dann 
können wir uns die Frage vorlegen, welche K u r v e auf der Ebene 
die Abbi ldung dieser Schraubenlinie ist. Sind z. B . in F i g . 23 und 24 
(S. 108) 1) die schraffierten Rechtecke „übereinstimmend", so kann man 
sich das B i ld von F i g . 23 so auf F i g . 24 entworfen denken, daß die in 
Fig . 23 enthaltenen Diagonalen den in. F i g . 24 gezogenen ent-
sprechen und es fragt sich jetzt, welche A r t K u r v e die Diagonalen 
der letzteren F igur bilden, wenn die Rechtecke beliebig klein ge-
wählt werden. 

1) In diesen Figuren ist .r = 36 angenommen. 
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Bezeichnen wir die Polarlcoordinaten der Punkte dieser K u r v e mit ^ 
Q und 95 und betrachten wir zuerst nur die Diagonale des schraffierten 
Rechtecks, dann ist für dieses Teilstückchen der K u r v e d Q = (\ 
und Qd(p = p, und also: 

dg _ q _ ^ 
Qdcp~ p '~ a 

woraus sich ergibt: 
6 

oder 

= C ö " =Ce 

worin ^ eine konstante Größe ist. 
Die betrachtete Diagonale kann also nach § 3 S. 99 aufgefaßt 

werden als eine Teilstrecke einer logarithmischen Spirale, welche 

Fig. 23. 
Fig 24. 

/ 
/. 

/ 
/ 

/ 

. / 

f 
/ 

0, 2 . 3 / . 1 t i r i g 10 11 u.sw.bis36 

den Ursprung des Koordinatensystems zum Zentrum besitzt und deren 

charakteristischer Winkel ,a bestimmt wird durch tg 1.1 = 

Aber dasselbe kann in ganz gleicher Weise auch von den 
Diagonalen der anderen Rechtecke nachgewiesen werden. 

D i e g e r a d e L i n i e auf der a b g e r o l l t e n K r e i s z y l i n d e r -
f i ä c h e , d. i. also die S c h r a u b e n l i n i e auf der Z y l i n d e r f l ä c h e , 
geht , w e n n man d a v o n eine A b b i l d u n g mi t ä h n l i c h e n 
R e c h t e c k e n a n f e r t i g t , ü b e r in e ine l o g a r i t h m i s c h e S p i r a l e 
a u f der E b e n e , u n d u m g e k e h r t . 

Gerade Linien unter einem Winkel von 45« entsprechen bei 
der Abbi ldung logarithmischen Spiralen unter Winke ln von 45". 

Man denke sich nun zwei beliebige, sich schneidende, krumme 
Linien auf der Zyhnderfläche und ihre Bilder auf der Ebene angefertigt. 
Die kleinen Teile dieser vier Linien, welche unmittelbar in der Nähe 
der Schnittpunkte liegen, dürfen wir als gerade Linien betrachten 
und zwar als Diagonalen von kleinen übereinstmmenden Rechtecken. 
D a das Rechteck auf der Zylinderfläche ähnhch ist dem entsprechenden 
auf der Ebene, so müssen die Winkel , unter welchen sich die krummen 
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Linien auf Zylinderfläche und Ebene schneiden, einander gleich sein. 
Die mit Hilfe kleiner ähnlicher Rechtecke entworfene A b b i l d u n g 
gehört also zu den i s o g o n a l e n . D a außerdem die entsprechenden 
kleinsten Teile in beiden Figuren ähnhch sind, so spricht man auch 
von k o n f o r m e r A b b i l d u n g . 

A u f die angegebene Weise kann man also von jeder Zeich-
nung auf der Zyhnderfläche eine konforme Abbi ldung auf der Ebene 
erhalten. 

§ 2. D i e A b b i l d u n g v o n r e g e l m ä ß i g e n P u n k t s y s t e m e n 
e iner K r e i s z y l i n d e r f i ä c h e a u f e i n e r E b e n e mi t H i l f e k l e i n e r 
ä h n l i c h e r R e c h t e c k e . E s ist leicht ersichtlich, daß eine Schar 
von logarithmischen Spiralen auf der Ebene einer Serie paralleler 
Linien mit gleichen Abs tänden auf der abgerollten Zylinderfläche 
entspricht und folglich einer Schar Schraubenlinien auf der Kre i s -
zyhnderfläche selbst. 

Daraus folgt sofort, daß e in „ r e g e l m ä ß i g e s P u n k t s y s t e m " 
auf d e r Z y l i n d e r f l ä c h e a n g e s e h e n w e r d e n k a n n als d ie 
k o n f o r m e A b b i l d u n g e ines „ ä h n l i c h e n P u n k t s y s t e m s a u f 
der E b e n e " . E s kann ja das erstgenannte System betrachtet werden 
als dasjenige der Schnittpunkte zweier Scharen von Schraubenlinien, 
das zweite als dasjenige der Schnittpunkte zweier Scharen von 
logarithmischen Spiralen. 

U m g e k e h r t k a n n m a n also a u c h a l l e m ö g l i c h e n ä h n -
l i c h e n P u n k t s y s t e m e auf der E b e n e u n m i t t e l b a r aus d e n 
r e g e l m ä ß i g e n P u n k t s y s t e m e n auf der K r e i s z y l i n d e r f i ä c h e 
d u r c h die b e s c h r i e b e n e k o n f o r m e A b b i l d u n g e n t s t a n d e n 
d e n k e n . 

E s bedarf keiner besonderen E r w ä h n u n g , daß alle E i g e n -
s c h a f t e n , die wir für die ähnlichen Punktsysteme direkt ab-, 
leiteten, sich auch unmittelbar aus dieser Folgerung ergeben, so wie 
die Übere ins t immung der Einteilungen beider Punktsysteme. 

Hier sei noch betont, daß die Übere ins t immung zwischen den 
abgeleiteten F o r m e l n sich ebenfalls aus diesen Betrachtungen er-
gibt; denn sobald man auf der Kreiszyl inderfiäche eine Haupt-
spirale hat, wird man auch bei der konformen Abbi ldung eine Haupt-
spirale auf der Ebene finden — und umgekehrt. W a s wir auf der 
Ebene als „Divergenz" (a) bezeichneten, entspricht, wenn wir die 
konforme A b b i l d u n g auf der Zylinderfläche anfertigen, demjenigen 
Winke l , welchen wir als „Divergenz" für die Kreiszyhnderf läche 
definierten. 

M a n kann weiter jede sekundäre Divergenz auf der Ebene als 
übereinst immend mit der sekundären Divergenz des entsprechenden 
Punktes auf der Zyhnderfläche ansehen. W e n n also für diese letzt-
genannten Punkte die abgeleiteten Formeln gelten, so m u ß das auch 
für die der Punktsysteme auf der Ebene der F a l l sein. 

§ 3. D i e A b b i l d u n g v o n K r e i s e n e i n e r K r e i s z y l i n d e r -
f i ä c h e auf e ine E b e n e m i t H i l f e k l e i n e r ä h n l i c h e r R e c h t -
ecke. M a n denke sich die Zylinderoberfläche durch ein System 
einander senkrecht schneidender Schraubenlinien in Quadrate ein-
geteilt, die nicht unendlich klein sind; dann kann man in allen 
diesen Quadraten Kreise ziehen, welche die Seiten berühren 
und in den Berührungspunkten auch einander tangieren. W i r d 
von diesem System eine konforme Abbi ldung auf der Ebene 
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angefertigt, dann gehen die Quadrate in viereckige Figuren über, 
welche durch logarithmische Spiralen begrenzt werden, die einander 
senkrecht schneiden. Innerhalb dieser Figuren befinden sich nun 
Kurven , die eine Abbi ldung der Kreise darstellen, es sind dies so-
genannte O v o i d e . Diese Kurven werden die Seiten der viereckigen 
Figuren berühren, während außerdem die verschiedenen Ovoide in 
aneinandergrenzenden Feldern gelegen, sich in denselben Punkten 
tangieren. Einem solchen O v o i d haben H A Y E S und C H U R C H I ) den 
Namen Q u a s i - c i r c l e gegeben. 

Der Quasikreis ist also eine konforme Abbi ldung eines wirk-
lichen Kreises der Zyhnderfläche auf eine Ebene mit Hilfe kleiner 
ähnlicher Rechtecke. 

Obwohl ich später auf das W e r k von C H U R C H zurückkomme n 
und auseinandersetzen werde, warum die Einführung des Begriffes 
„ Q u a s i - c i r c l e " in die Botanik meiner Meinung nach verfehlt war, 
habe ich dennoch schon hier den richtigen Charakter dieser K u r v e 
klargestellt, weil die genannten Verfasser bei ihrer mathematischen 
Ableitung das Wesen dieser K u r v e nicht deutlich erkennen lassen. 

A u c h auf die eigenartige Beziehung zwischen den beiden 
Punktsystemen werden wir später genauer eingehen und dabei ver-
suchen, eine noch deutlichere Vorstellung davon zu bekommen. Hier 
wollen wir kurz einige Bemerkungen über die oben angegebene 
Abbildungsweise einfügen, welche jedoch mit unserem Thema nicht 
direkt in Berührung stehen. 

§ 4. Die besprochene Abbildungsmethode und die K a r t e n -
projektion. Jede Zeichnung auf einer Ebene kann angesehen werden als 
die Polprojektion (nach HIPPARCH und PTOLEMÄUS) einer konformen 
Zeichnung auf einer Kugel. Man denke sich nämlich eine Kugel auf eine 
Ebene gestellt und den dem Berührungspunkte gegenüberliegenden Pol mit 
allen Punkten der Zeichnung auf der Ebene verbunden, dann bilden die 
Schnittpunkte dieser Linien mit der Kugeloberfläche auf dieser eine kon-
forme Abbildung der Zeichnung der Ebene, wie sich mittels der Theorie der 
,,Inversion" leicht beweisen läßt. 

Weiter kann man eine Zeichnung auf einer abgerollten Kreiszylinder-
fläche immer betrachten als die Merkatorkarte einer konformen Zeichnung 
auf einer Kugeloberfläche. Man denke sich dazu die Kreiszylinderfiäche 
durch eine sehr große Anzahl J vertikaler und eine unendliche Anzahl 
horizontaler Linien und die Kugeloberfläche durch s Meridiane und eine 
unendliche Anzahl Parallelkreise in ähnliche kleine Rechtecke eingeteilt. 
Man kann dann in die kleinen Rechtecke der Kugeloberfläche, die als 
flach betrachtet werden dürfen, die Zeichnung aus den „übereinstimmenden" 
Rechtecken der Zylinderoberfläche übertragen. 

Gerade Linien auf der Merkatorkarte entsprechen aufxier Kugelober-
fläche Kugelloxodromen, und diese Kurven entsprechen wieder bei der 
Polprojektion auf die Ebene logarithmischen Spiralen mit dem Pol als 
Zentrum. 

Hieraus ergibt sich, daß die Beziehung zwischen den regelmäßigen 
Punktsystemen auf der Kreiszylinderfiäche und den ähnlichen auf der Ebene 
dieselbe ist wie diejenige zwischen der Merkatorkarte und der P o l -
projektion (nach HIPPARCH und PTOLEMÄUS). 

1) C H U R C H : On the relation of Phyllotaxis to Mechanical Laws. London 1904. 
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§ 5. Die besprochene Abbi ldungsmethode von funktions-
theoretischem Standpunkt. 

Die oben beschriebene Abbildungsmethode mit Hilfe kleiner ähnlicher 
Rechtecke steht in enger Beziehung zu einer solchen, die man durch eine 
Funktion eines komplexen Arguments wiedergeben kann imd zwar durch 
die logarithmische Funktion, die wir durch das Symbol: 

Z = Ig^ 
darstellen. Eine ausführliche Besprechung dieser Abbildung findet man bei 
G. HOLZMÜLLER 1). Wir wollen hier nur bemerken, daß dabei die Zeich-
nung auf einem flachen horizontalen Streifen (auf der Z-Ebene) konform 
abgebildet wird auf eine unbegrenzte Ebene (ein Blatt der 2-Ebene). Der 
einzige Unterschied von obiger Abbildungsmethode ist der, daß bei dieser 
der flache Streifen verükal gestellt war. 

Auch mit Hilfe der Theorie dieser logarithmischen Abbildung kann man 
nachweisen, daß gerade Linien der Z-Ebene auf der 2-Ebene durch logarith-
mische Spiralen dargestellt werden und dadurch kann man dann außerdem 
in sehr einfacher Weise alle Eigenschaften der logarithmischen Spirale aus 
denjenigen der geraden Linie ableiten^). 

Daß die Abbildung eine konforme ist, geht schon daraus hervor, daß 
alle Abbildungen mittels einer Funktion eines komplexen Arguments kon-
form sind. Die Vergrößerung eines Elementarteilchens der Zeichnung bei 
der Abbildung findet man, indem man den „absoluten Betrag" des kom-
plexen Differentialquotienten — für dieses Teilchen bestimmt; hier wird 
derselbe gleich —, wenn p der Radius vector des Teilchens auf der ^-Ebene 

e 
ist. Hieraus ergibt sich, daß diejenigen Teilchen der a-Ebene, welche in der 
Nähe des Zentrums gelegen sind, eine Verkleinerung erlitten haben, während die 
Teilchen, welche in größerer Entfernung vom Zentrum liegen, eine Vergrößerung 
erfuhren; nur die Teilchen, auf dem Kreise mit dem Radius 1 um das Zentrum, 
haben die Größe beibehalten, welche sie auf der Z-Ebene besaßen. 

Wenn inan die Koordinaten der Z-Ebene groß, diejenigen der z-Ebene klein 
schreibt, so kann man das Symbol Z = lg 2 auch in folgender Weise schreiben: 

Z = X-\- i V = lg2 = lg(j? + ty)«= lge (cos97-f «sin97) 

wenn >J = + (0, 1, 2, 3, 4 . . .) 

woraus sich ergibt: X =\gQ F = q)-{-2nk 
Es wird also eine Kurve, welche in der Z-ebene dargestellt wird durch 

f[X, Y) = 0, auf der 2-Ebene gegeben durch /(lg£>, <p-{-2nk) — 0. 
Mittels dieser Transformationsformeln konnten E . H . HAYES und-

A. H . CHURCH'') die Gleichung der Kurve ableiten, welche in der z-Ebene 
der Abbildung eines Kreises der Z-Ebene entspricht und welcher diese 
Autoren, wie schon oben gesagt wurde, den Namen Quasikreis gaben. 

1) Einführung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften und der kon-
formen Abbi ldung. Leipzig 1882, S. 237. 

2) M a n siehe: Über die logarithmische Abbi ldung und die aus ihr entspringenden 
orthogonalen Kurvensysteme. D r . G . H O L Z M O L L E R . Zeitschrift f. Mathematik und 
Physik. (SCHLÖMILCHS) 16. Jahrgang, 1871, S. 267. 

3) O n the relation of Phyllotaxis to Mechanical Laws by A . H . C H U R C H , L o n -
don 1904. M a n siehe: Mathematical Notes on L o g . Spiral Systems and their A p p l i -
cation to Phyllotaxis Phenomena, p. 327. | ( 
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Kapitel III. ihnliclie Systeme tangierender Kreise 
auf einer Ebene. 

§ 1. D e f i n i t i o n . Unter einem ä i i n l i c l i e n S y s t e m t a n -
g i e r e n d e r K r e i s e au f e iner E b e n e werden wir ein System von 
Kreisen verstehen, das folgende Eigenschaften besitzt: 1. die Mittel-
punkte der Kreise bilden ein ähnliches Punktsystem auf einer Ebene; 
2. die Strahlen der Kreise verhalten sich wie die Leitstrahlen nach 
den Mittelpunkten, bilden also eine geometrische Reihe; 3. jeder 
Kreis tangiert mindestens vier andere Kreise; 4. nirgendwo im 
System findet ein Schneiden von Kreisen statt. 

E s wird deuthch sein, daß, wenn es solche ähnliche Systeme 
tangierender Kreise wirklich gibt, was noch zu beweisen ist, jeder 
Kreis des Systems allen anderen gegenüber eine ähnliche Lage 
einnimmt. W i r d z. B . der Kreis o von dem Kreise m tangiert, so 
muß dieser Kreis wieder vom Kreise 2 m berührt werden, und 
dieser wieder von 3 ; « usw. Dann muß aber auch der Kreis 1 von 
dem Kreise (1 + m) tangiert werden und dieser wieder vom Kreise 
(1 + 2;;/) usw. E s werden sich also in diesem Falle alle Kreise des 
Systems auf parallelen kongruenten, logarithmischen Spiralen 
ordnen lassen. W i r werden dann wieder von 7; ; -ze i l igen K o n -
t a k t s p i r a l e n sprechen. 

Tangiert der Kreis 0 außerdem noch den Kre is « , dann 
existieren auch n «-zei l ige Kontaktspiralen. W i r werden dann 
wieder vom z w e i z ä h l i g e n K o n t a k t e m und n sprechen. 

§ 2. L ä ß t s i c h d i e M ö g l i c h k e i t d e r E x i s t e n z v o n 
ä h n l i c h e n S y s t e m e n t a n g i e r e n d e r K r e i s e a u f e i n e r 
E b e n e s c h o n v o r a u s s a g e n ? Im vorhergehenden Kapitel haben 
wir nachgewiesen, daß man sich die ähnlichen Punktsysteme durch 
eine konforme Abbi ldung mittels kleiner ähnlicher Rechtecke aus 
den regelmäßigen Punktsystemen auf einer Kreiszyhnderfläche ent-
standen denken kann. K ö n n e n nun auch die ähnlichen Kreis-
systeme in gleicher Weise durch eine solche Abbi ldung aus den 
regelmäßigen Kreis- oder Ehipsensystemen entstanden gedacht 
werden? Nein. 

Wenn man von einem regelmäßigen System tangierender 
Ellipsen einer Kreiszyhnderfläche mittels der Methode der kleinen 
ähnlichen Rechtecke eine konforme Abbi ldung auf einer Ebene her-
stellt, dann gehen die Ellipsen dabei in Ovoide über, welchen man den 
Namen Q u a s i e l l i p s e n geben könnte, und jede dieser Quasiellipsen 
wird von vier ähnlichen tangiert. IDie Gleichung einer solchen 
Quasiellipse kann man mittels der Transformationsgleichungen von 
§ 5 des vorigen Kapitels unmittelbar aus derjenigeft einer Ellipse 
ableiten. Niemals aber kann bei endlicher G r ö ß e eine solche 
Quasiellipse in einen Kreis übergehen. 

Hätte man anstatt eines regelmäßigen Systems tangierender 
Ellipsen auf der Kreiszylinderfiäche ein solches von tangierenden 
Kreisen für die konforme Abbi ldung benutzt, so würde man ein 
System von ähnlichen Q u a s i k r e i s e n bekommen haben, und auch 
diese Kurven können bei endlicher G r ö ß e niemals in wirkhche 
Kreise übergehen. W e n n aber die Kreise kleiner werden, so werden 
die Quasikreise immer mehr wirkhchen Kreisen gleichen, obwohl 
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sie erst, wenn die Kreise unendlich klein werden, in solche über-
gehen. W i r kommen darauf später noch ausführlicher zu sprechen. 

E s läßt sich also sagen, daß es unmögl i ch ist, ä p r i o r i auf 
die Existenz von ähnlichen Systemen tangierender Kreise auf 
einer Ebene zu schließen. Im folgenden Paragraphen wird die M ö g -
lichheit davon dennoch nachgewiesen werden. 

§ 3. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n a u n d oc f ü r z w e i -
z ä h l i g e K o n t a k t e . W i r werden zuerst nachweisen, daß es un-
endlich viele ähnliche Systeme tangierender Kreise gibt, die einen 
bestimmten Kontakt m und n zeigen, daß aber, wenn der W e r t 
von a oder derjenige von oc für ein solches System gegeben ist, 
das System dadurch vö l l ig bestimmt wird. 

Denken wir uns ein ähnliches Punktsystem auf einer Ebene 
angegeben und nehmen wir wieder an, daß die m- und die « -ze i l ige 
Spirale zugeordnet sind. 

Betrachten wir nun ausschheßlich die Punkte des Systems, die 
auf der w-zeiligen Spirale liegen, und verbinden wir diese Punkte 
mit dem Pole und außerdem jeden folgenden Punkt mit dem vor-

Fig.. 25. 

hergehenden. (Man siehe F i g . 25.) Die L ä n g e n der Leitstrahlen, 
sowie die der Verbindungslinien werden eine geometrische Reihe 
mit dem Quotienten a'" bilden. 

M a n ziehe jetzt in den ähnlichen Dreiecken, die von den Leit-
strahlen und den Verbindungslinien gebildet werden, die Linien, 
welche den W i n k e l am Zentrum halbieren. In F i g . 25 halbiert also 
OP den W i n k e l A OB, OQ den W i n k e l BOG usw. 

Nach einem einfachen Lehrsatz der Planimetrie findet man nun: 

PB ^ Qm_ QB^ ^ Q m 

PA Q„ QC Q'i,n 
und also: 

PB _ PB+PA _ AB QB QB'^ QC _ A B 

Qm Qo-\-Qm Qo-\-Qm Qm Qm-i-Q2m 

oder: 

PB = - ^ ' ^ A B Q B = ~ ^ BC 
Qo-rQm Qm-VQ2m 

I t e r s o n , Studien Uber Blattstellungen. 

Qo + Qm 

8 
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Bedenkt man nun noch, daiä Q,,, = a'"g„ und Q^,,, = a'^"'Qo, 
während B C = a"' • A B ist, so ergibt sich: 

FB= QB 
In ganz gleicher Weise beweist man, daß: 

QC = SQ SD = TD usw. 
ist. A b e r außerdem folgt noch aus denselben Beziehungen: 

PA:PB= QB:QC = SC: SD = usw. = 
Beschreibt man nun um den Punkt A einen Kreis mit dem Radius 
AP, nm B einen solchen mit dem Radius BQ, um C einen solchen 
mit dem Radius CS, um D einen solchen mit dem Radius D T 
usw., so werden sich diese Kreise nach dem Vorhergehenden in den 
Punkten P, Q, S, T usw. tangieren, und ihre Strahlen werden eine 
geometrische Reihe mit dem Quotienten a"' bilden. W i r d also der 
Radius A P durch To dargestellt, so sind die anderen Strahlen durch 
a"'r„, a^"'ro, a'^'" r„ usw. gegeben. 

Man denke sich nun um a l l e Punkte des ähnlichen Punkt-
systems Kreise beschrieben, und zwar in der Weise, daß der Kre is 
um Punkt o den Radius A P = r„ besitzt, derjenige um Punkt 1 
den Radius ar„, derjenige um Punkt 2 den Radius ß^r„ usw., dann 
werden die Kreise um die Punkte m (B), 2m [C), %in (D) usw. 
die Strahlen n , (i-"'r„, a^'" usw. besitzen, d. h. also denjenigen 
Wert , welchen sie auch nach der eben beschriebenen Methode 
hatten. Die letztgenannten Kreise müssen also mit einander in K o n -
takt sein. A u s der Ähnlichkeit der Lage jedes Punktes allen anderen 
gegenüber ergibt sich dann, daß sich bei dieser Konstruktion auch 
die Kreise um die Punkte 1, 1 + w, 1 + 2 « , l + 3w usw. tangieren 
müssen, ebenso wie die Kreise um die Punkte 2, 2-\-m, 2 + 2 ;« , 
2 + 3w/ usw., und auch diejenigen um die Punkte 3, 3 + « / , 3-{-3m, 
3 + 3 / « usw., und in dieser Weise kann man weiterschließen. M a n be-
kommt so um die Punkte eines ähnlichen Punktsystems ein System 
Kreise, dessen Strahlen eine geometrische Reihe mit dem Quotienten a 
bilden, und das den ^«-zähligen Kontakt zeigt. A u s unseren Be-
trachtungen geht hervor, daß ein solches System um die Punkte 
jedes ähnlichen Punktsystems zu beschreiben ist. 

Im allgemeinen wird nun ein solches System nicht noch einen 
zweiten Kontakt zeigen, es fragt sich also, welches ist die Bedingung, 
daß dies der Fal l ist? 

U m ein System mit « - z ä h h g e m Kontakte zu beschreiben, ver-
fährt man nach dem Vorhergehenden in folgender Weise: M a n 
verbindet den Punkt o mit dem Punkt n, in F i g . 25 mit V bezeichnet, 
und halbiert darauf den Winkel ^ O F durch die Gerade OZ. Be-
schreibt man nun um die Punkte des ähnlichen Punktsystems 
Kreise, deren Strahlen gleich r„'= AZ, ar„', a'-r„', a^r„' usw. sind, 
so ist damit die Aufgabe gelöst. 

Damit also die Kreiskonstruktion gleichzeitig den m- und den 
«-zeil igen Kontakt aufweist, muß das Punktsystem derart beschaffen 
sein, daß r„ = r„', d. h. daß AP = AZ ist. 

Nun fanden wir in /\AOB: ~ = ^ und daraus folgt: 
PB Q„, ^ 

PA _ PA+ PB AB 

Qo Qo + Qm Qo + Qm 
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In dieser Formel läßt sich AB in folgender F o r m schreiben: 

AB = 1 Qp^^Qm^-- 2 Qo Qm COS dm 

oder, wenn man nach Formel (1) d,„ = moc — Am 

E s wird also: 
^ . 5 = l /e„^ + e „ , 2 _ 2QoQm COS ma. 

AP Qo'^^Q,,,'^- 2QoQm cos ma. 
Qo Qo + Qm 

oder wenn man bedenkt, daß = a"'Qo: 

AP y i + «2'« _ 2 a'" cos ma. 

T " " " 1 + a"' , 

In übereinst immender Weise läßt sich aus den Eigenschaften 
von /\ AOV ableiten, daß: 

AZ _ y 1 + a"-" — 2 a" cos na 

Qo ^ l + a" 
ist. 

Die Bedingung, daß AP = AZ ist, und folglich um die 
Punkte des ähnlichen Punktsystems ein System Kreise konstruiert 
werden kann, dessen Strahlen das Verhältnis a besitzen und das 
den zweizähligen Kontakt m und n zeigt, wird also gegeben durch 
die Beziehung: 

1 + a^'" — 2a"'cosma _ / l + a'"\2 
l + a-" —2 a" cos na ~ 1̂ + « « / 

Diese Formel läßt sich nach einigen Umformungen auch in folgender 
F o r m schreiben: 

m 
cos -TT a 

2 , l + a 
cos 2 « 

Für jeden W e r t von a gibt diese Formel einen solchen von a, 
und mit diesen Werten ist dann ein ähnliches Punktsystem zu 
beschreiben, um dessen Punkte die Kreiskonstruktion mit dem 
Kontakte m und n auszuführen ist; für jeden W e r t von a gibt sie 
den zugehör igen Wert von a. 

Die Kreiskonstruktionen, die man in der angegebenen Weise 
bekommt, g e n ü g e n nun den Bedingungen, welche wir an die „ähn-
lichen Systeme tangierender Kreise auf einer Ebene" gestellt haben, 
mit der Einschränkung, daß noch keine R ü c k s i c h t auf die Bedingung 
genommen worden ist, daß im ganzen System kein Schneiden der 
Kreise stattfinden darf 

W e n n die in- und die « - z e i h g e Spirale „zugeordnet" sind, 
so. werden sich innerhalb der viereckigen Figuren, in welche die 
Ebene von den m- und «-zei l igen Spiralscharen eingeteilt wird, 
keine Punkte des Punktsystems befinden können. E s wird also 
deutlich sein, daß, falls der Kre is um Punkt o in obiger Konstruktion 
nur nicht denjenigen um die Punkte [m + n) und {n — ni) schneidet, 
auch nirgends im ganzen System Durchschneidung von Kreisen 
stattfinden kann. , Die Grenzfälle dafür sind also diejenigen, bei 
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denen die dreizähligen Kontakte m, n und {m + v) und {n — m), 
m und n auftreten. Mit allen Werten von a und a, welche der 
Formel (40) g e n ü g e n und zwischen denen liegen, welche für diese 
dreizähhgen Kontakte gelten, wird man ähnliche Punktsysteme auf 
einer Ebene zeichnen können , um deren Punkte ähnliche Kre i s -
systeme zu konstruieren sind. 

§ 4. D i e W e r t e v o n a u n d a f ü r d r e i z ä h l i g e K o n t a k t e . 
Der dreizähhge Kontakt {n — m), m und n kann aufgefaßt werden 
als ein zweizähliger [n — m) und m aber auch als ein zwei-
zähliger m und n. Daraus folgt, daß die Werte von a und a 
für diesen Kontakt gleichzeitig folgenden Gleichungen g e n ü g e n 
müssen: 

n—m 
^l + a"-"',-—-

m 
C O S y a 

— 1 + « " 

m 
cos — « 

n 
c o s - ^ a 

Li 

2 , 1 + «"' , 
= A 1 / 7 « - ' 

- • (41) 

Hiermit ist der Wert von a und a, wenn m und n gegeben sind, 
ganz bestimmt. 

Für den dreizähligen Kontakt m, n und {m -f li) ergeben sich 
die Werte von a und a aus folgenden beiden Formeln: 

m 
cos a 

= J ! V / T « — " 

c o s - a 

n 

m + n 
cos—-— a 

= J 1 V „t) 
— l + a'"+" ' 

(42) 

Die Formeln (41) und (42) lassen keine einfache Berechnung der 
Werte a und a zu, wir werden im folgenden Kapitel nachweisen, 
in welcher Weise man die numerische L ö s u n g dennoch ausführen 
kann. 

§ 5. E i n f ü h r u n g des F a k t o r s i f ü r d i e ä h n l i c h e n 
S y s t e m e t a n g i e r e n d e r K r e i s e auf e ine r E b e n e . Bei den 
regelmäßigen Kreissystemen auf einer Kreiszyhnderf läche haben 
wir den Faktor b in der Weise definiert, daß wir darunter das 
Verhältnis zwischen dem Kreisdurchmesser und dem U m f a n g der 
Zylinderfläche verstanden. W i r hätten auch so verfahren können, 
daß wir uns zuerst zwei vertikale Tangenten an den Kre is ge-
zogen dachten und nun unter dem Faktor b das Verhältnis 
zwischen dem Tei l des Zylinderumfangs, welcher von diesen 
beiden Tangenten begrenzt wird, und dem ganzen U m f a n g ver-
standen hätten. Wenn man dann von der Zeichnung auf der 
Zylinderfläche eine konforme Abbi ldung mit Hilfe kleiner ähnlicher 
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Rechtecke auf einer Ebene entwirft, so gehen die vertikalen 
Tangenten dabei in Strahlen durch das Zentrum über und der 
Faktor b für den Quasikreis kann dann definiert werden als das 
Verhältnis zwischen dem W i n k e l , unter dem vom Zentrum aus 
dieser Quasikreis gesehen wird, und einem W i n k e l von 360". E s 
liegt also auf der H a n d , den Faktor b für die ähnlichen Kreis -
konstruktionen auch zu definieren als das Verhältnis zwischen dem 
Winkel , unter dem vom Zentrum aus der wirkliche Kre i s gesehen 
wird und einem W i n k e l von 360". Nennen wir diesen ersten 
W i n k e l co, so ist also: 

Nimmt man nun einen wiUkürlichen Kre is {p) aus der Kreis -
konstruktion heraus, so ist: 

s m - ( w = ^ = —— = — (44) 
2 Qp af'Qo Qo 

woraus folgt, daß in dem ähnlichen Kreissystem der Winke l co für 
alle Kreise einen konstanten Wert besitzt; dasselbe ist dann nach 
(43) auch für den Faktor b der Fal l . 

A u s den Beziehungen, die.wir in § 8 dieses Kapitels ableiteten, 
ergibt sich dann weiter: 

. 1 To y 1 + - 2 a"' cos m a l' 1 + a^" — 2 cos « a 
sin — o) = 

2 Qo l + a'" l + a" 

woraus man folgern kann: 

1 ya"' . mv. 1a" na. 
^ ° ^ 2 ' ^ = ± ' r T ^ ' ^ ° ^ - 2 - = ± ^ T + ^ ^ ° ^ T 

Sind für ein ähnliches System vort tangierenden Kreisen auf einer 
Ebene die Werte von a und a bekannt, dann gibt Formel (4.5) 
denjenigen von co und Formel (43) denjenigen von b. 

Obwohl sich also die Beziehung zwischen b und a nicht in 
eine so einfache F o r m schreiben läßt, wie das für die rege lmäßigen 
Kreissysteme der F a l l war, so kann man doch bei einem bestimmten 
Kontakte m und n für jeden Wert von a mittels Formel (40) den 
zugehör igen von a und darauf mittels der Formeln (45) und (43) 
denjenigen von b finden. E s m u ß also auch hier m ö g h c h sein, die 
Beziehung zwischen b und a graphisch darzustellen. 

§ 6. D i e N e i g u n g d e r m- u n d « - z e i l i g e n S p i r a l e . E s 
werden in den folgenden Paragraphen nun einige Haupteigenschaften 
der ähnlichen Kreissysteme abgeleitet werden. Zuerst wollen wir 
nachweisen, daß, wenn ny m ist, die « - ze ihge Spirale steiler sein 
wird als die m-zeilige. 

E s läßt sich Formel (40) auch in folgender Weise schreiben: 

dm 

— ^ = ± - ~ - — y « " - " ' 
dn l + a" 

ö ö 
D a nun d,„ und 5„ kleiner als 180" sind, so sind und ~ spitze 
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cos-
Winke l und es wird positiv sein. Also hat in dieser Formel 

On ,, c o s -

nur das + Zeichen Geltung. W e i l darin aber 1 ist, so m u ß auch 
das zweite Glied notwendig kleiner als 1 sein und es wird: 

c o s - 2 - < c os — 

woraus folgt: 
b,n > <5„ (46) 

Die Gleichung der /«-zeiligen Spirale kann man in folgender 
For m schreiben: 

wenn C,„ und die charakteristischen Konstanten dieser Spirale 
sind. Wei l diese Spirale durch die Punkte o {QO, g^o) und m 
{Qm, qia + b,„) gehen muß, so ist dann: 

Q„ = C « e ? ' " Q m - Cm e^'" (9'" ± "̂') 

und hierin bestimmt die Richtung der Spirale, ob das Zeichen + 
oder — angewendet werden muß. • 

Durch Division dieser beiden A u s d r ü c k e erhält man: 

oder: 
, mlga 

W i r d der Winkel , welchen die Tangente der ««-zeiligen Spirale 
mit dem Leitstrahl bildet, genannt, so ist: 

, 1 I dm 
tg {Im = — = + —5— qm —mlga 

Nennt man den entsprechenden W i n k e l für die «-zei l ige Spirale 
Un, so wird: 

qn n lg a 

In beiden Ausdrücken hängt das Zeichen, das verwendet 
werden muß, wie gesagt, von der Richtung der Spiralen ab. M u ß 
in beiden das + Zeichen verwendet werden, so werden, weil a < l 
und also / ^ « < 0 ist, und ii„ beide stumpf sein; muß dagegen das 
— Zeichen angewendet werden, so werden und iin spitz sein. 

W i r haben nun in § 3 K a p . I dieses Abschnittes klar gelegt, 
daß , wenn man von der Richtung der Spirale absieht, man unter 
der N e i g u n g immer den spitzen Winke l verstehen kann, der sich 
z\yischen dem verlängerten Leitstrahl und der Tangente befindet. 
Diesen spitzen Winke l bekommt man also, wenn man in obigen 
Formeln das —Zeichen gebraucht. W e i l nun aber nach (46) 

dm > 5« ist und w < « , und also — ^ > — ~ , so wird-
m lg a nlgd 

tgl^m < tglln 
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und folglich: fi„i < [x,i 

sein, d.h. die « - z e i h g e S p i r a l e wird steiler verlaufen als die /«-zeilige. 
Be i dem dreizähligen Kontakte n und {ni + n) kann man 

in gleicher Weise ableiten, daß: 

Dies bedeutet, daß die ( / « + «)-zei l ige Spirale die steilste ist und 
darauf die «-ze i l ige folgt. 

Ebenso findet man, daß bei dem dreizähhgen Kontakte {n — m), 
m und n die «-ze i l ige die steilste ist. 

§ 7. D i e R i c h t u n g d e r K o n t a k t s p i r a l e n b e i m d r e i -
z ä h l i g e n K o n t a k t e m, « u n d (»? + « ) . W e n n in F i g . 26 die 
Punkte A, B, C und 

Fig. 26. D die Mittelpunkte der 
Kreise o, in, n und 
(»/ + « ) darstellen, so 
werden unter der A n -
nahme eines Kontaktes 
m, n und (m-j-n) die 
Seiten des Viereckes 
A BD Cgegeben durch: 

A B = ra(l + a"') 

AC ^ ro{l + a") 

BD = r„a"'{l + a") 

CD = 

A u ß e r d e m ist dann: 

Z> = n (1 + a"' + «) 

Die Leitstrahlen nach den vier Punkten werden dargestellt durch: 

OA = Qo OB = a"'Qo OC = a"Qo OD = a"' + "Qo 

Hieraus folgt nun: 

E s ist ja: 

also: 

oder: 

A ODC CR AOBA 

OD-.OB = OC: OA = DC:BA = a" 

LDOC = ^BOA 

L DOC ^ d„, 
Nach (46) ist weiter: 

bm + « < bn <C. bm 

Wenn man nun in F ig . ' 26 die Punkte B, C und D so zu 
zeichnen versucht, daß diesen beiden letzten Formeln g e n ü gt wird, 
dann ergibt sich sogleich, daß dies in der Weise nur m ö g l i c h ist, 
daß ^ und C auf verschiedene Seiten v o n 0 . ^ zu liegen kommen, 
während D auf derselben Seite wie B Hegt. In unserer F igu r ist 
die Lage richtig gezeichnet. Hieraus folgt also die wichtige Eigen-
schaft: 

B e i m K o n t a k t e m, n u n d ( /« + « ) b e s i t z t d i e (/« + « ) -
z e i l i g e S p i r a l e d i e s e l b e R i c h t u n g wie d ie ; « - z e i l i g e u n d 
e n t g e g e n g e s e t z t e R i c h t u n g w i e d ie « - z e i l i g e . 
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§ 8. D i e R i c h t u n g der K o n t a k t s p i r a l e n b e i m d r e i -
z ä h l i g e n K o n t a k t e ( « - ; « ) , m u n d n. Bei diesem dreizähhgen 
Kontakt muß man zwei Fälle unterscheiden: 

1) « — m < m oder: « < 2 m 
und 2) « — m > m oder: ny2m 

Betrachten wir zuerst den FaU 1 und nehmen wir an, die 
Punkte A, B, C und 
D in F i g . 27 stehen 
bei diesem Kontaktfall 
die Mittelpunkte der 
Kreise o, m, n und 
(n-m) dar. E s läßt 
sich dann wieder nach-
weisen, daß: 

AOCB oo AOBA 

^ und daß also 

L.BOC=ön-„, 

ist. W e n n aber 

n — m<i m 

so ist nach (46): 

d„ - Kl > d„ 

Versucht man nun wieder die Punkte B, C und D so zu 
ordnen, daß diesen Formeln G e n ü g e geleistet wird, so ist dies 
nur in der Weise mögl i ch , daß B und C auf verschiedenen Seiten 
von OA liegen und £> auf derselben Seite dieser Linie wie C. 
In F i g . 27 ist wieder die richtige Lage gezeichnet. W e n n also 
n<,2m i s t , so m u ß b e i m d r e i z ä h l i g e n K o n t a k t e {n — m), 
m u n d « , d ie (n —m)-zeiUge S p i r a l e der « - z e i l i g e n h o m o -
d r o m , der m-zeiligen a n t i d r o m g e w u n d e n se in . 

Bei der Betrachtung des zweiten Falles ny2m, findet man 
durch eine gleichartige Ableitung: 

W e n n « > 2 ist , so m u ß b e i m d r e i z ä h l i g e n K o n t a k t e 
(n — m), m u n d n, die ( « — ; « ) - z e i l i g e S p i r a l e s o w o h l der 
; « - z e i l i g e n als der « - z e i l i g e n S p i r a l e a n t i d r o m l a u f e n ; d iese 
b e i d e n l e tz ten S p i r a l e n s i n d also e i n a n d e r h o m o d r o m . 

E s ergeben sich somit für die Richtung der Kontaktspiralen 
bei dreizähligem Kontakt für die ähnlichen Systeme tangierender 
Kreise auf einer Ebene dieselben Regeln, die wir in § 3 K a p . II 
des ersten Abschnittes für die regelmäßigen Systeme tangierender 
Kreise auf einer Zylinderfläche ableiteten. 

§ 9. D i e R i c h t u n g der K o n t a k t s p i r a l e n b e i z w e i -
z ä h l i g e m K o n t a k t e . Läßt man in Formel (40) die Divergenz a 
aUe mögl ichen Werte durchlaufen, welche zwischen denjenigen bei 
dem dreizähhgen Kontakte [n — m), m und « und denjenigen bei 
dem dreizähligen Kontakte m, n und (m + « ) hegen, dann kann man 
mit den zugehörigen Werten von a eine kontinuierliche Reihe ähn-
licher Kreissysteme mit dem Kontakte m und « beschreiben. E s 
wird nun deutlich sein, wenn die m- und die «-ze i l ige Spirale beim 
Kontakte {n — m), m und « eine bestimmte Richtung besitzen, daß 
dann unmöghch beim Kontakte m, n und (?« + « ) diese beiden 
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Richtungen umgekehrt sind. W ä r e dies nämlich der Fal l , so müßte 
man bei der kontinuierlichen Reihe eine F i g u r antreffen, in der die 
m- und die w-zeihge Spirale aneinander vorüber liefen und das ist 
ohne ein Schneiden der Kreise unmögl ich . 

E s folgen hieraus dieselben drei Schlüsse, zu denen wir in 
§ 7 K a p . II des ersten Abschnittes für die Richtung der Kontakt-
spiralen bei zweizäli l igem Kontakt für die rege lmäßigen Kreissysteme 
auf der Kreiszyhnderf läche kamen. ; 

W i r erwähnen noch, daß auch die Regeln, welche wir in § 8 
desselben Kapitels für die Näherungswerte der Divergenz beim 
Kontakte m und n ableiteten, für die ähnlichen Kreissysteme wieder 
ganz die gleichen sind. Daraus folgt, daß die Limitdivergenz beim 
Fortrücken in einer Kontaktreihe p, q wiedergegeben wird durch 

^ ± ^ . 3 6 0 " . (Siehe S. 59.) 

§ 1 0 . D i e V e r s c h i e b u n g s k u r ven. W e n n man in Formel (40) 
bei bestimmten Werten von m und n a kontinuierlich von 0 bis 1 
zunehmen läßt, so wird man dadurch alle mögl ichen ähnhchen 
Kreiskonstruktionen mit diesem Kontakt durchlaufen. E s fragt 
sich nun wieder, welche K u r v e n werden die Mittelpunkte der 
Kreise beschreiben, wenn man dabei den Mittelpunkt einer der 
Kreise, wozu wir Kreis o wählen werden, als fest betrachtet. Diese 
K u r v e n werden wir dann wieder „Versch iebungskurven" nennen. 

W e n n wir in Gleichung (40) einsetzen: a = ^ so wird 
dieselbe: 

moc 
cos — 1 + 

= + 
(Oi} 
\9o 

neu. 
cos — Qo 

und da go konstant angenommen wird, so stellt diese Gleichung eine 
Beziehung dar, welche beim Kontakte m und n zwischen x und Q^ 
bestehen muß. Nun sind oc und Q^ die Polarkoordinaten vom Mittel-
punkte des Kreises 1, also stellt diese Formel die Verschiebungs-
kurve dieses Punktes dar. W e n n man Qo = 1 setzt, so läßt sie sich 
noch in folgender F o r m schreiben: 

mx 

2 , 1 + Öl 

cos 
^ = ± T + S ^ (47) 

und sie stimmt dann ganz mit Formel (40) überein. W e n n man 
also die Beziehung zwischen a und x in Polarkoordinaten darstellt, 
so ergibt sie die Verschiebungskurven des Punktes 1. 

Setzt man in (47) x = - ^ u n d = Qm, so bekommt man 

die Gleichung der Verschiebungskurve des P u n k t e s . ; « (a„,, Q„,). 
§ 11. E i n f ü h r u n g v o n m e c h a n i s c h e n K r ä f t e n . Läßt man 

bei einem bestimmten Kontakte m und n den W e r t d kontinuierlich 
a b n e h m e n , so kann man, nachdem der Kontakt m, n und (m+n) 
erreicht ist, entweder in den Kontakt n und (m+n) übergehen 
oder auch in den Kontakt m und {in + n). E s wird dies bei der 
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Besprechung der Zahlenanwendungen noch näher erörtert werden. 
Durch eine kontinuierhche Z u n a h m e von b muß man jedoch 
immer von einem Kontakte m und n ausgehend, in einen Kontakt 
(n — m) und m übergehen. Sind also in und n aufeinander folgende 
Gheder einer Reihe p, q, dann muß man bei einer fortgesetzten 
Z u n a h m e von b alle vorhergehenden Gheder dieser Kontaktreihe 
durchlaufen. 

Denkt man sich nun die Kreise eines ähnlichen Kreissystems 
durch wirkhche Scheiben ersetzt, dann werden wir nachweisen, daß, 
falls man in allen Mittelpunkten der Scheiben eine vom Zentrum 
aus nach außen gerichtete Kraft annimmt, bei kontinuierlicher A b -
n a h m e von b notwendigerweise der Kontakt in, n und {m + n) immer 
in einen solchen n und {m + ri) übergehen muß. In diesem F a U 
werden also auch bei Abnahme von b nur Glieder der Kontakt-
reihe in, n, m + n, m + 2n usw. auftreten. 

Fig. 28. 

Sind in F i g . 28 die Punkte A, B, C und D die Mittelpunkte 
der Scheiben o, m, n und {m + n) beim Kontakte m, n und {m + n), 
dann müssen diese Punkte, nach dem in § 7 dieses Kapitels Ge-
sagten, so liegen, daß sich B und D auf derselben Seite von OA be-
finden, während C auf der anderen Seite hegt. E s stelle nun K 
die radial nach außen gerichtete Kraft vor, die im Mittelpunkte der 
Scheibe {m + n) angreift. Denken wir uns einen Augenbl ick die 
Kontakte zwischen der Scheibe {m + n) und den Scheiben m und n 
aufgehoben, dann kann man die Kraft K in eine solche zer-
legen, welche den Normaldruck zwischen den Scheiben {m + n) und 
0 darstellt, und in eine solche iTg, welche den Mittelpunkt des 
Kreises {m + n) in einer Richtung senkrecht zu fortbewegt. E s 
wird nun einleuchten, daß, falls einer der Kontakte zwischen {m + n) 
und /;/ oder zwischen {m + n) und n fortexistieren, der andere auf-
gehoben werden muß, nur der Kontakt zwischen {m + n) und m, 
d.i. der «-ze ihge, bestehen bleibt. 

A u c h hierin zeigen also die ähnlichen Systeme tangierender 
Kreise auf einer Ebene g r o ß e Übere inst immung mit den regel-
mäßigen Systemen tangierender Kreise auf einer Kreiszyhnderf läche. 
(Man vergleiche dazu S. 67.) 
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Kapitel IV. ihnliclie Systeme tangierender Kreise aaf einer 
Ebene. Zahlenanwendungen. 

§ 1. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n a und a f ü r z w e i z ä h l i g e 
K o n t a k t e u n d d e r e n g r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g . Tabelle X I I I 
enthält in der zweiten Kolumne die Formeln, in welche die Be-

Tabelle x m . 
Zweizählige Kontakte bei ähnlichen Kreissystemen auf einer Ebene. 

Kontakte: Beziehung zwischen 
a und a: 

Rechtwinklige 
Kontakte: 

Andere 
merkwürdige Kontaktfälle: 

1 u. 2 ± cos a — 1 + a" ^ 

a = 132» 46'47" 

a = 0,251077 
CO =z 142° 34' 28" 
* = 0,39604 

a = 1. 360° = 144» 

a = 0,1192 
CO = 158° 1' 6" 
a = 0,4389 

2 u. 3 

cosa l + « ^ y -
- 3 l + a » ' 

c o s - a 

a = 139° 37' 25" 

a = 0,61184 
CO = 94° 34' 47" 
* = 0,262721 

oc = ^ • 360» = 138° 28' 

a = 0,5720 
CO = 99° 38' 24" 
* = 0,2768 

3 u. 5 
l + a" 

± 5 - 1 + . ' - " 
c o s _ a 

a = 137° 26' 
a = 0,8297 
CO = 60° 32' 15" 
* = 0,1682 

5 u. 8 
l + <«^,^„ 

± cos 4 a — 1 + ' 

<x = 137» 34' 
a 0,9320 
CO = 37° 46' 
* = 0,1049 

1 u. 3 

a 
, " " 2 1 + « , 

± 3 a - l + a » " ^ 
c o s -

a = 104» 45' 

a = 0,497 
CO = 109» 48' 
d = 0,305 

a = -i- • 360° = 120° 

a = 0,3820 
CO = 126» 52' 10" 
* = 0,3524 

3 u. 4 

3 « 

+ = i V a 
- c o s 2 a l + a " ' 

a = 101» 6' 
a = 0,776 
CO = 69» 59' 
* = 0,194 

1 u. 4 

a 
cos — ^ , 

i cos 2 a ~ 1 + ' 

a = i • 360» = 90» 
4 

a = 0,633 
CO = 92» 47' 
* = 0,258 , 

2 u. 5 

a = 1 • 360° = 144» 

\a = 0,74196 
CO ~ 78» 31' 
J =^0,2181 
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Ziehung- (40) übergeht , wenn man für iu und n die Zahlen der 
ersten Kolumne einsetzt. W e n n man nun mit diesen Formeln bei 
bestimmten Werten von oc die zugehörigen von a berechneri wiU, so 
ist das meistens mit Schwierigkeiten verknüpft, weil die Gleichungen 
nur selten eine einfache L ö s u n g zulassen. Dabei bedenke man 
noch, daß, will man die Beziehung (40) graphisch darsteUen, dazu 
eine ganze Reihe Bertechnungen notwendig ist. W i r haben darum 
in allen Fähen eine graphische L ö s u n g in Anwendung gebracht. 
Dazu setzen wir: 

1 _)_ ^ ' « 

und stellen mit ein und demselben System von Koordinaten 
diese beiden Gleichungen graphisch dar, indem wir das eine M a l 
auf die Abszissenachse die Werte von oc, auf die Ordinatenachse 
diejenigen von F abtragen, das andere M a l auf die Abszissenachse 
die Werte von a, auf die Ordinatenachse die von F'. W e n n man 
dann auf der ersten K u r v e zu einem bestimmten Wert von a den 
zugehörigen von F aufsucht und darauf auf der zweiten denjenigen 
Punkt, der dieselbe Ordinate besitzt, und nun den Abszissenwert 
für diesen Punkt abliest, so hat man damit diejenige G r ö ß e a ge-
funden, welche in der Gleichung (40) der in Betracht gezogenen 
von a entspricht. 

Indem man für eine Serie Werte von a die zugehörigen von 
a in dieser Weise aufsucht, kann man die Formel (40) graphisch 
darstellen. 

W ü n s c h t man bei einem bestimmten Wert von a eine g r ö ß e r e Ge-
nauigkeit f ü r « zu erreichen als man mit dieser ersten graphischen A n -
näherung bekommt, so kann man mit Hilfe des zuerst gefundenen 

\ -\- ci'" 
Wertes von a die Formel — — « — m = F' in der Nähe dieses 

Wertes in größerem Maßstab darstehen, um dann mit dieser 
K u r v e den Wert von a aufzusuchen, welcher übereinstimmt mit 
einem Ordinalen von demjenigen W e r t F, welcher aus der ersten 
Formel hervorgeht. Wenn nötig, dann kann man diese A n n ä h e r u n g 
nochmals wiederholen. In der vierten Kolumne der Tabelle X I I I 
sind in dieser Weise bei verschiedenen Kontakten einige A n n ä h e r -
ungen für a für bestimmte Werte von a ausgeführt. Die Werte 
für w und l sind hieraus mittels der Formeln (45) und (43) berechnet. 

Was die graphische Darstellung der Formel (40) für ver-
schiedene Werte von m und n anbelangt, so muß zunächst erwähnt 
werden, daß man in dieser Formel keine kleineren Werte a l s . ;« = 1 
und n = 2 einsetzen darf. Für m = 1 und n = \ wird dieselbe 
nämlich ê ne Identität, und für in = 0 und « = 1 eine U n m ö g l i c h -
keit. E s leuchtet übrigens auch schon von selbst ein, daß der 
Kontakt 1 und 1, ebensowenig wie derjenige 0 und 1 bei ähnhchen 
Systemen von tangierenden Kreisen auf einer Ebene m ö g h c h ist. 
E i n Kontakt 1 und 1 sollte ja bedeuten, daß ein Kre i s einen 
anderen auf derselben Ebene in zwei, verschiedenen Punkten be-

in 
C O S - O C 

n 
cos oc 



Kap. IV. Ähnl. Syst. tang. Kreise a. e. Ebene. Zahlenanwendungen. 125 

rührt, während ein Kontakt 0 und 1 ausdrücken sollte, daß ein 
Kreis auf einer Ebene sich selbst tangiert. 

Der einfachste Kontaktfal l ist also derjenige mit dem K o n -
takte 1 und 2, die Formel (40) wird dafür (siehe Tabelle XIII) 

a 

j l ^ 1 + « y -
- c o s a l+a'-"-

Die Kurve , welche in der graphischen Darstellung diesem Kontakte 
entspricht, fängt bei a = 0 an, denn setzt man diesen Wert in die 
Gleichung ein, so findet man a = 180". In der graphischen Dar-
stellung I der Tafel V I I ist der entsprechende Punkt mit 1, 1 und 2 
bezeichnet. W i r werden nämhch nachher besprechen, daß dieser 
Fal l als Grenzfall von dem zweizähligen Kontakte 1 und 2 ange-
sehen werden kann. Die K u r v e für den Kontakt 1 und 2 endet an 
der anderen Seite in dem Punkt a = 1, x = 120", jedoch entspricht 
nur ein Tei l derselben mögl ichen Kreissystemen, denn im Punkte 1, 
2 und 3 werden die K u r v e n für den Kontakt 2 und 3 und den K o n -
takt 1 und 3 sich anschließen. 

M a n kann also durch eine kontinuierliche Zunahme von a aus 
dem Kontakte 1 und 2 sowohl in den Kontakt 2 und 3 als in den 
Kontakt 1 und 3 übergehen. 

Ü b r i g e n s bedarf diese Darstellung weiter keiner ausführlichen 
Besprechung. E s sei nur nochmals erwähnt, daß die Grenzwerte, 
welche für den F a l l a = l erreicht werden, ganz dieselben sind wie 
diejenigen, welche bei den rege lmäßigen Kreissystemen auf einer 
Kreiszylinderfiäche für ^ = 0 erreicht werden (man siehe S. 121). 

§ 2. D i e B e r e c h n u n g v o n a u n d « f ü r d r e i z ä h l i g e 
K o n t a k t e . W i r sagten schon, daß eine direkte L ö s u n g der 
Gleichungen (41) und (42) u n m ö g h c h ist. A u c h hier sind wir des-
halb auf eine A n n ä h e r u n g s r e c h n u ng angewiesen. Schon durch 
Ablesen der Schnittpunkte der verschiedenen K u r v e n in der soeben 
besprochenen graphischen Darstellung findet man für die Werte 
von a und « bei dreizähhgen Kontakten Annäherungswerte . 
W ü n s c h t man jedoch diese Werte genauer zu berechnen, so kann 
man das in der Weise tun, daß man zwei der K u r v e n in der Nähe 
des Schnittpunktes, mit Hilfe des Annäherungswertes , in g r ö ß e r e m 
Maßstab abbildet und dann mit größerer Genauigkeit den W e r t 
des Schnittpunktes abliest. M a n kann aber auch die NEWTONsche 
A n n ä h e r u n g s m e t h o de dafür in A n w e n d u n g bringen i). Beide Metho-
den sind von mir verwendet worden, weil eine genaue Berechnung 
dieser Werte erwünscht und auf diese Weise eine Kontrolle m ö g -
lich war. In jedem Falle aber erfordert die Berechnung viel Zeit, 
die beiden Methoden unterscheiden sich in dieser Hinsicht kaum. 

1) Sind und a, Näherungswerte für die Wurzeln der Gleichungen: 
/ (a, a) = 0 und qy (a, a) = 0, 

so findet man die ersten Korrektionen {A und A tx̂ ) dieser Werte durch Lösung der 
folgenden Gleichungen: 

d w (a., a.) S w ( « , , a,) 
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Man findet das Resultat dieser Rechnungen in der Tabelle X I V 
niedergelegt. E s sind außerdem die zugehörigen Werte von co 
und b, welche mit Hilfe der Formeln (45) und (43) berechnet wur-
den, hinzugefügt 1). 

Tabelle XTV. 
Dreizählige Kontakte bei ähnlichen Kreissystemen au f einer E b e n e . 

Kontakte: Divergenz (a): 
Hauptverhält-

nis (a): 
« : *: 

1, 1 u. 2 
1, 2 u. 3 
2, 3 u. 5 
3, 5 u. 8 
5, 8 u. 13 
1, 3 u. 4 

180° 
128° 10' 22" 
142° 6' 53" 
135» 55' 5" 
138° 8' 22" 

96° 52', 3 

0 
0,346013 
0,730000 
0,89140 
0,95816 
0,6161 

180° 
135» 5' 17" 

82° 31'12" 
51» 25'26" 
31» 41' 50" 
99» 45' 

0,500000 
0,375244 
0,229222 
0,142844 
0,08804 
0,2771 

§ 3. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d oc u n d d e r e n .gra-
p h i s c h e D a r s t e l l u n g . E s sind in der zweiten Kolumne der T a -
belle X V einige Werte von a und b, welche dreizähligen Kontakten 
in „regelmäßigen Systemen tangierender Kreise auf einer Kreiszyhnder-
fläche" entsprechen, wiederholt worden (man vergleiche die Tabellen II 
und I V auf S. 38 und S. 53), während in der dritten Kolumne das-
selbe für die Werte von b und a bei den überehistimrnenden K o n -
takten in „ähnlichen Systemen tangierender Kreise auf einer Ebene" 
geschehen ist (man vergleiche Tabelle X I V ) . 

TabeUe XV. 
W e r t e v o n a u n d h für dreizählige Kontakte bei Kre i ssys temen auf der 

Zylinderfläche u n d auf der E b e n e . 

K o i i takte: Zylinderfläche: Ebene: 

1, 1 u. 2 a = 180» 
h = 0,57735 

a = 180» 
b = 0,500000 

1, 2 u. 3 a = 128» 34' 37" 
b = 0,37797 

<x = 128° 10' 22" 
* = 0,375244 

2, 3 u. 5 a = 142° 6' 14" 
* = 0,22942 

a = 142° 6' 53" 
* = 0,229222 

3, 5 u. 8 a = 135» 55'6" 
* = 0,14285 

a = 135° 55'5" 
b = 0,142844 

5, 8 u. 13 a = 138» 8' 22" 
b = 0,08804 

a = 138° 8'22" 
b = 0,08804 

1, 3 u. 4 a = 96» 55' 
* = 0,2773 

a = 96° 52', 3 
* = 0,2771 

1) Die Arbei t , welche diese und andere abschweifende Berechnungen gaben, 
wurde mir wesentlich erleichtert durch die freundliche Unterstützung meiner Schwester 
A G A T H A , die manche Detailrechnungen in liebenswürdiger Weise für mich ausführte. 
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Tabelle X V I enthält in der zweiten Kolumne für bestimmte 
zweizählige Kontakte in „rege lmäßigen Kreissystemen auf einer 
Kreiszylinderfiäche" einige zusammengehör ige Werte von a und b 
und in der dritten Kolumne solche Werte von « und b .bei den-
selben zweizähligen Kontakten in „ähnhchen Systemen tangierender 
Kreise auf einer Ebene" und zwar sind die Werte von a in beiden 
Fällen gleich g r o ß angenommen. 

Tabelle XVI. 
W e r t e v o n a u n d h für zweizählige Kontakte bei Kre i ssys temen auf der 

Zylinderfläche u n d a u f der E b e n e . 

Kontakte: Zylinderfläche: Ebene: 

1 u. 2 a = 1. 360» = 144» 

b = 0,4472 

« = 1 • 360° = 144° 

* = 0,4389 

2 u. 3 • « = A . 360» = 138» 28' 

• b = 0,27735 

a = A . 360° = 138» 28' 

b = 0,2768 

1 u. 3 a = i . 360° = 120° 

b = 0,35355 

a = i - 3 6 0 » = 120» 

* = 0,3524 

1 u. 4 a = i . 360» = 90° 
4 

b = 0,2582 

a = i • 360° = 90° • 
4 

b = 0,258 

2 ü. 5 a = 1. 360» = 144° 

6 = 0,2182 

a = 1. 360° = 144» 
5 

b = 0,2181 

A u s der Tabelle X V wird man nun zunächst ersehen, daß 
eine sehr g r o ß e Übere ins t immung zwischen den Werten von b und 
a der zweiten und dritten Kolumne besteht. Beim Kontakt 1, 
1 und 2 ist die Divergenz für Zylinderfläche und Ebene 180«, der 
zugehör ige Wert von b zeigt hier aber eine ziemlich bedeutende 
Differenz : 0,0773.5. E s m u ß jedoch bemerkt werden, daß diese die 
größte ist, die für irgendwelche dreizähligen Kontakte aufgefunden 
werden kann. F ü r den dreizähligen Kontakt 1,1 und 2 ist die Differenz 
zwischen den Werten für a auf Zylinderfläche und Ebene 24' 15", 
und dies ist wieder die größte Abweichung der Divergenzen, welche 
für irgendwelche dreizähhgen Kontakte aufzufinden sein wird. Die 
Werte von i haben sich für diesen Kontaktfall bereits sehr be-
deutend genähert , die Differenz beträgt jetzt 0,00273. Beim drei-
zähligen Kontakte 2, 3 und 5 ist die Annäherung sowohl für a als 
für b wieder merkbar fortgeschritten, dasselbe gilt auch für die 
höheren Kontakte 3, 5 und 8; 5, 8 und 13. Im letzten F a l l ist die 
Differenz der Werte von a sogar kleiner als 1" geworden. D a ß 
auch eine gleiche A n n ä h e r u n g der Werte von a und b für drei-
zählige Kontakte der Nebenreihen merkbar ist, wird noch in dieser 
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Tabelle durch die Werte dieser Größen für den Kontakt 1, 3 
und 4 veranschaulicht. 

A u s der TabeUe X V I ist ferner abzulesen, daß auch die Werte 
von b, die bei zweizähligen Kontakten denselben Werten von a ent-
sprechen, für die Konstruktionen auf der Zylinderfläche und auf der 
Ebene nur wenig voneinander abweichen, und daß diese Abweichung 
kleiner wird, wenn höhere Kontakte betrachtet werden. 

Was nun in diesen TabeUen durch Zahlen veranschaulicht 
wurde, kann mittels der graphischen Darstellung der Beziehung 
zwischen b und a noch merklich verdeutlicht werden. E s m u ß 
dabei zuerst bemerkt werden, daß b für die ähnlichen Systeme 
tangierender Kreise auf einer Ebene niemals einen größeren W e r t 
als 0,5 besitzen kann; es bedeutet dies ja, daß ein Kre i s vom Pol 
aus unter einem W i n k e l von ISO" gesehen wird, d. i. der größte 
Winkel , unter dem man überhaupt einen Kreis sehen kann. 

Die graphische Darstellung für die Kreiskonstruktionen auf 
der Ebene fängt also in dem Punkt 1, 1 und 2 an, welcher den 
Werten a = ISO", a = 0,5 entspricht. Hier entspringt die Linie, 
welche die Beziehung zwischen b und a für den Kontakt 1 und 2 
darstellt. Man findet dieselbe in der graphischen Darstellung III 
auf Tafel III mit dem W o r t „Ebene" angegeben. A u f derselben 
Darstellung ist auch noch die Parabel wiederholt, welche die Be-
ziehung zwischen b und a für den Kontakt 1 und 2 bei den regel-
mäßigen ICreiskonstruktionen auf der Kreiszyhnderfläche darstellt; 
dieselbe ist mit dem Wort „Zylinderfläche" bezeichnet. Man sieht 
hieraus, wie die Abweichung für die übereinstimmenden Werte 
von b und a im Anfan g der beiden K u r v e n zwar ziemlich bedeutend 
ist, aber daß dieselbe, je mehr man sich dem dreizähligen Kontakt 
1, 2 und 3 nähert, kleiner wird und schheßlich bei dem Maßstab, 
in welchem unsere DarsteUung entworfen wurde, gar nicht mehr in 
Betracht kommt. 

Wenn man nun auch für weitere zweizähhge Kontakte die K u r v e n 
für die Beziehung zwischen 3 und « aufzeichnet, so ergibt sich, wie man 
nach dem Besprochenen leicht einsieht, daß diese K u r v e n in dieser Dar-
stellung gar nicht von denjenigen zu unterscheiden sind, welche man 
in der graphischen Darstellung II auf Tafel II antrifft, und welche für 
die Kreiskonstruktionen auf der Zylinderfläche gelten. Diese letzte 
Darstellung kann also, wenn man darin nur die K u r v e für die 
Kontakte 1 und 2 durch diejenigen aus der Darstellung III Tafel III 
ersetzt und sie in dem Punkt K = 180», a = 0,5 enden läßt, auch 
für die Beziehung zwischen b und a für „ähnliche Systeme tan-
gierender Kreise auf einer Ebene" Anwendung finden. E s . wird 
sich dieses Resultat als von größter Wichtigkeit für die Anwendun g 
unserer mathematischen Betrachtungen auf die Theorie der Blatt-
stellung herausstellen. 

U m jedem Mißverständnis vorzubeugen, bemerken wir noch, 
daß das Zusammenfallen der beiden Kurvensysteme vom Punkt 1, 
2 und 3 ab gerechnet, in Wirklichkeit nur scheinbar ist und dadurch 
verursacht wird, daß die Darstellung in ziemlich kleinem Maßstabe 
entworfen ist. Theoretisch werden die K u r v e n , welche für Kreis-
zyhnderfläche und für Ebene gelten, nur für m = os, « = oo, d. i. 
b — o, identisch sein. E s hat das natürlich für den praktischen 
Wert unseres Resultats keinen Einfluß. 
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Denkt man sich nun die graphische Darstellung II Tafel II in 
der oben angegebenen Weise geändert und darauf für alle" m ö g -
lichen Werte von in und n vol l s tändig ausgezeichnet, dann kann man 
daraus wieder in derselben Weise eine Reihe Schlüsse ziehen, wie wir 
das Seite 65 u. f. für die lu-sprüngliche Darstellung taten. E s läßt sich 
z. B . sofort einsehen, daß es m ö g l i c h ist, 2 verschiedene ähnliche Sy-
steme tangierender Kreise auf einer Ebene zu konstruieren, für die 

2 1 
a = — • 3600 _ 1440^ nur ein einziges System, für welches a=^~- 360" 

3 
= 120», drei solche, für welche a = - • 360« = 135« ist. Ebenso 

o 
wird es einleuchten, daß mit Werten von b, welche zwischen 0,5 
(Kontakt 1, 1 und 2) und 0,375244 (Kontakt 1, 2 und 3) hegen, nur 
Systeme mit dem Kontakte 1 und 2 m ö g h c h sind, während mit 
Werten zwischen 0,375244 und 0,2771 (Kontakt 1, 3 und 4) sowohl 
Systeme mit dem Kontakte 1 und 3 als auch solche mit dem K o n -
takte 2 und 3 auszuführen sind, usw. 

§ 4. D i e U r s a c h e der Ü b e r e i n s t i m m u n g i n d e n g r a p h i -
s c h e n D a r s t e l l u n g e n der B e z i e h u n g e n z w i s c h e n b u n d a. 
W i r werden jetzt die Frage zu beantworten versuchen, warum die 
graphischen Darstellungen der Beziehungen zwischen b und a für 
Kreiszyhnderf läche und Ebene so verhältnismäßig geringe A b -
weichungen voneinander zeigen. 

W e n n wir von den rege lmäßigen Systemen tangierender Kreise 
auf einer Kreiszyl inderf iäche mit Hilfe der Methode der kleinen 
ähnlichen Rechtecke eine konforme Abbi ldung auf einer Ebene 
anfertigen, so gehen, wie schon öfters gesagt wurde, die Kreise in 
Quasikreise über , die einander in gleicher Weise wie die Kreise 
selbst tangieren. Stellt man nun die Beziehung zwischen b und a 
für diese Systeme von Quasikreisen graphisch dar, so wird es nach 
dem, was wir von dem W e r t b für diese K u r v e n sagten (man siehe 
§ 5 des vorigen Kapitels), deutlich sein, daß diese Darstellung mit der-
jenigen für die Kreiskonstruktionen auf der Kreiszyhnderf läche 
identisch ist. N u n kann, wie früher bemerkt wurde, ein Quasikreis 
nur, wenn er unendlich klein wird, in einen wirkhchen Kre is über-
gehen, jedoch kann er auch bei endhcher G r ö ß e so sehr einem 
solchen gleichen, daß man ihn praktisch als wirklichen Kreis be-
trachten kann. E s steht sogar ein Quasikreis, für den b — 0,35 ist, 
in der F o r m einem wirklichen Kre is ziemlich nahe. M a n kann 
sich also die Konstruktionen, welche mit Quasikreisen, für die b 
kleine Werte besitzt, durch verhältnismäßig geringe Ä n d e r u n g e n 
in solche mit wirklichen Kreisen übergeführt denken. Damit ist 
also die angedeutete Übere inst immung erklärt. 

W i r bemerken schließhch noch, daß man mit Quasikreisen 
natürhch ahe Systeme konstruieren kann, die mit wirklichen Kreisen 
auf einer Kreiszyhnderf läche entworfen werden k ö n n e n , also auch 
solche mit dem Kontakte 1 und 1 oder dem Kontakte 0 und 11). 

§ 5. D i e V e r s c h i e b u n g s k u r v e n . . . Die Tafel V I I I enthäh 
die graphische Darstellung der Beziehungen zwischen a und a in 
Polarkoordinaten und folglich nach § 10 des vorigen Kapitels die 

1) Die Form, welche der Quasikreis dabei zeigt, hat einige Ähnlichkeit mit der-
jenigen der „Folioide", welche Kurve später besprochen wird, jedoch weicht sie davon 
in wesentlichen Punkten ab. 

I t e r s o n , Studien über Blattstellungen. 9 



130 Zweiter Absclin. Einfache Systeme auf einer Ebene. 

Verschiebungskurven des Punktes 1. E s ist bei dieser Darstellung die 
Hauptspirale als rechtsgewunden angenommen; Punkt o befindet sich in 
einer Entfernung von 10 cm vom Zentrum (er fällt mit dem Punkt o 
der DarsteUung zusammen). M a n erhält den vollständigen geometri-
schen Ort der Punkte, mit denen Punkt 1 zusammenfallen kann, 
indem man von unserer F igur auch noch das Spiegelbild in bezug 
auf die Linie 0» — 1 8 0 « entwirft. (Man hat sich natürhch die Dar-
stellung wieder für alle mögl ichen Kontakte ausgeführt zu denken.) 

E s hat diese graphische Darstellung gewisse V o r z ü g e vor 
derjenigen mit orthogonalen Koordinaten, indem man die ver-
schiedenen Divergenzen jetzt besser miteinander vergleichen kann. 
Eine besondere Beschreibung kann wohl als überflüssig betrachtet 
werden, nur ein Punkt m ö g e noch näher an der H a n d dieser Dar-
stellung erörtert werden. Denkt man sich den Punkt 1 in kon-
tinuierlicher Weise die K u r v e für die Kontakte 1 und 2 entlang 
bewegt, so wird sich dieser Punkt, sobald er im Punkt 1, 2 und 3 
angelangt ist, entweder die K u r v e 2 und 3 oder die K u r v e 1 und 3 
entlang weiter bewegen können. E s wird nun wieder einleuchten, 
daß, falls auf Punkt 1 eine radial gerichtete Kraft nach außen wirkt, 
die steüste Kurve , also 2 und 3, durchlaufen werden muß, ein Schluß, 
den wir früher in anderer Weise ableiteten (siehe S. 122). 

§ 6. A n f e r t i g u n g u n d B e s c h r e i b u n g der g e o m e t r i s c h e n 
K o n s t r u k t i o n e n . Obwohl die Anfertigung der „ähnhchen Systeme 
tangierender Kreise auf einer Ebene", sobald die Werte m, n, a und a 
gegeben sind, aus unseren Ableitungen unmittelbar folgt, so wollen wir 
doch noch kurz den einfachsten W e g zu dieser Konstruktion angeben. 

Man zeichne ein Strahlenbüschel, dessen Strahlen untereinander 
einen W i n k e l a bilden, und nehme auf dem ersten Strahl einen 
Punkt 0 an in willkürlicher Entfernung vom Zentrum. Darauf 
nehme man auf den anderen Strahlen Punkte, die in Abs tänden 
aQ„, a^Q„, a^Qo, usw. vom Zentrum liegen und bezeichne diese mit 
1, 2, 3 usw. Nun verbinde man den Punkt o mit dem Punkt ?n und 
halbiere den W i n k e l zwischen den Leitstrahlen nach diesen beiden 
Punkten; schneidet diese TeiUinie die Verbindungshnie in einem 
Punkt P (man siehe F i g . 25 S. 113), so ist oP der Strahl für den 
Kreis o, in P der Strahl für den Kreis in. Verbindet man o mit n, so 
findet man in gleicher Weise den Strahl des Kreises n. Indem man 1 
mit (in +1) und mit [n +1) verbindet, kann man auch die Strahlen 
der Kreise 1, (/Ä + 1) und [n+l] finden, und auf diese Weise kann 
man alle gewünschten Kreise in das System einzeichnen. 

E s sind auf Taf. V I eine Reihe derartiger Konstruktionen 
reproduziert worden und zwar geben die Figuren 1 bis 9 Systeme 
mit Kontakten aus der Hauptreihe wieder, die Figuren 10 bis 15 
solche mit Kontakten aus den Nebenreihen. (Für die dafür not-
wendigen Zahlen siehe man die Tabellen X I I I und X I V auf S. 123 und 
126.) Der einfachste Kontaktfall: der dreizählige Kontakt 1, 1 und 2, 
welcher als Ausgangspunkt aller Konstruktionen betrachtet werden 
kann, ist weggelassen, weh derselbe nur durch einen einzigen Kreis 
dargestellt wird, welcher durch das Zentrum hindurchgeht. 

Bei allen auf der Tafel gegebenen Konstruktionen ist Q„ = 2,5 cm 
angenommen und die Kontaktspiralen sind durch gestrichelte Linien 
dargestellt; außerdem sind in diesen Figuren die Leitstrahlen nach 
den Punkten 0 und 1 gezogen, wodurch es ermögl icht wird, die 
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Divergenz abzulesen. F i g . 1 der Tafel gibt dasjenige System wieder, 
2 

welches bei dem Kontakte 1 und 2 eine Divergenz a = — • 360 " = 144" 
5 

aufweist. Die wahre Natur dieses Kontaktfalls wird deutlich werden, 
wenn man sich auch noch den Kre is — 1 konstruiert denkt, welcher 
die Kreise 0 und 1 berühren wird, den Kreis 2 jedoch nicht er-
reicht. F i g . 2 stellt den Fa l l dar, bei welchem mit demselben K o n -
takte 1 und 2 die ein- und die zweizeihgen Kontaktspiralen ein-
ander rechtwinklig schneiden. Die Berechnung dieses Falls und 
anderer mit rechtwinkligen Kontakten wird im folgenden Kapite l 
gegeben. E s sei wieder darauf hingewiesen, daß der Kre i s — 1 den 
Kreis 2 nicht berührt, wie das aus F i g . 29, worin diese Konstruktion 

Ähnliches System tangierender Kreise mit rechtwinkligem Kontakt 1 und 2 
(a = 132» 46'47", a = 0,251077). 

der Wichtigkeit wegen, nochmals wiederholt wurde, ersichtlich. 
Dies ist wohl der F a l l in der Konstruktion, welche in F i g . 3 Taf. V I 
abgebildet wurde und welche in F i g . 30 S. 132 nochmals wiederholt ist. 
Dieselbe stellt dann auch den Kontakt 1, 2 und 3 dar. E s ist diese 
Figur gewissermaßen Ausgangspunkt aller unserer Betrachtungen 
gewesen. E s war nämlich gleich zu erwarten, daß eine Reihe 
Kreise angegeben werden konnte, deren Radien eine geometrische 
Reihe bhdeten und derart aufzustellen waren, daß der Kre is 1 den 
Kreis 0, der Kreis 2 die beiden Kreise 0 und 1 und der Kre is 3 
die drei Kreise 0, 1 und 2 tangierte; es hätte dann auch der 
Kreis 4 die Kreise 1, 2 und 3 berühren müssen usw. Dennoch 
war die direkte Berechnung dieser Aufgabe anfänglich mit Schwierig-
keiten verbunden, welche aber durch die im vorigen Kapitel be-
sprochene Behandlungsweise beseitigt wurden. E s sei noch darauf 
hingewiesen, daß diese Figur für die „ähnhchen Systeme tangieren-

9« 
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der Kreise auf einer Ebene" dieselbe Bedeutung besitzt wie F i g . 5 
Taf. l für die „regelmäßigen Systeme tangierender Kreise auf einer 
Kreiszylinderfiäche" und die Kuge l säule von D E L P I N O (man siehe 
F i g . 5 T a f I V und F i g . 2 Taf. V) für die „rege lmäßigen Systeme 
tangierender Kuge ln auf einer Kreiszylinderfiäche". 

Die Figuren 4, 6, 8 der T a f V I stellen Kreissysteme dar mit 
den zweizähligen Kontakten 2 und 3, 3 und 5, 5 und 8 und zwar 
diejenigen, bei welchen die Kontaktspiralen einander rechtwinklig 
schneiden. Die F i g . 5, 7, 9 geben Systeme mit dreizähligen K o n -
takten wieder. 

In der F ig . 10 ist dasjenige System mit dem Kontakte 1 und 3 

abgebildet, bei welchem die Divergenz ^ • 3 6 0 » = 1200 igt; die 

dreizeiligen Kontaktspiralen sind hier zu geraden Linien geworden. 
W i r erinnern nochmals daran, daß das System F i g . 3 durch eine 
kontinuierhche Zunahme von a oder Abnahme von ö sowohl in das 

Ähnliches System tangierender Kreise mit dem Kontakt 1, 2 und 3 
(a = 128° 10' 22", a = 0,346013). 

System F i g . 4 als in dasjenige F i g . 10 übergehen kann. A u c h 
weisen wir darauf hin, daß dieses System, F i g . 10, das einzige ist, 
das unter den ähnlichen Systemen tangierender Kreise auf einer 
Ebene, eine Divergenz von 120" zeigt. 

Das System, in welchem bei dem Kontakte 1 und 3 die K o n -
taktspiralen einander rechtwinkhg schneiden, findet man in F i g . 11, 
während der dreizähhge Kontakt 1, 3 und 4 in F i g . 12 wieder-
gegeben ist. F i g . 13 steht den rechtwinkligen zweizähligen K o n -
takt 3 und 4 dar, F i g . 14 den Fah, in dem beim Kontakte 1 und 4 
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die Divergenz « = i - . 360" = 90" beträgt. Endl ich gibt die F i g . 15 
2 

mit dem Kontakte 2 und 5 ein System mit der Divergenz —•860" 
o 

= 144", bei welchem also die fünfzehigen Kontaktspiralen in Gerade 
umgewandelt sind. E s bildet diese letzte F igur und F i g . 1 die beiden 

2 
einzigen Systeme, welche mit einer Divergenz — -360" zu ent-
werfen sind. 

Kapitel V. Rechtwinkliger Schnitt der Kontaktspiralen. 

§ 1. I s o g o n a l e K u r v e n s y s t e m e . In zwei konjugierten 
Spiralscharen in einem „ähnlichen Punktsystem auf einer Ebene" 
schneiden sich die Spiralen überall unter gleichem Winkel . E s ge-
hören solche Systeme zu den i s o g o n a l e n oder i s o t h e r m i s c h e n 
Kurvensystemen. E i n besonderer F a l l ist der, daß der Schnitt 
rechtwinklig geschieht und eben dieser F a l l hat für uns g r ö ß e r e 
Bedeutung. Der Name „isothermische" Systeme findet in folgendem 
Umstand seine Erk lärung : Man denke sich in einer unendhch 
dünnen Platte eines a n i s o t r o p e n Materiales zwei Spiralen einer 
logarithmischen Spiralenschar auf verschiedener, aber konstanter 
Temperatur erhalten, dann bilden die parahelen Spiralen der 
Schar K u r v e n , auf denen die Temperatur überall dieselbe ist, also 
I s o t h e r m e n , während die Spiralen einer Schar, welche die erste 
Schar unter einem bestimmten W i n k e l durchschneidet, S t r ö m u n g s -
l i n i e n der W ä r m e bilden. Ist das Material i s o t r o p , dann schneiden 
sich die beiden Scharen rechtwinklig. 

Hät te man in zwei der Spiralen ein konstantes elektrisches 
Potential dargesteUt, so würden die parallelen Spiralen „Linien 
gleichen Potentials" und diejenige der zweiten Schar „Krafthnien" 
sein. W ä r e n die Spiralen der einen Schar Strömungsl inien einer 
Flüssigkeit, so würden diejenigen der zweiten Linien gleichen Druckes 
angeben. 

Diese merkwürdige n Eigenschaften von isothermen K u r v e n -
systemen waren es, welche C H U R C H dazu führten, den Systemen 
von orthogonalen Scharen logarithmischer Spiralen eine g r o ß e Be-
deutung für die Theorie der Blattstellung zuzuschreiben und wodurch 
er schließlich zu seinen Konstruktionen mit Quasikreisen geführt 
wurde. E s fragt sich nun, ob es unter den „ähnlichen Systemen 
tangierender Kreise auf einer Ebene" auch solche gibt, bei denen 
die Kontaktspiralen orthogonale Kurvenscharen bilden. W i r werden 
im folgenden Paragraphen nachweisen, daß dies wirklich der F a l l ist. 

Denkt man sich auf einer Kreiszylinderfiäche ein regelmäßiges Punkt-
system, derart, daß die m- und die w-zeilige Spirale zugeordnet sind und 
sich außerdem rechtwinklig schneiden. Wird nun diese Zylinderfläche mit 
der Achse horizontal gestellt und darauf abgerollt, so befindet sich auf dem 
horizontalen Flächenstreifen ein orthogonales System gerader Linien, welches 
durch folgende zwei Gleichungen darzustellen ist: 

F = qX-\-'iH^ wenn = 0, 1, 2, 3 bis w — 1 
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1 2 7t R 
Y = X+p„ wenn = 0,1, 2, 3 . . . . bis « — 1 

q n 
{R = Radius der ZyUnderfläche). 

Durch Anwendung der Transformation: Y = cp, Ä = lg Q (siehe 
S. III), gehen diese Gleichungen über in: 

, 1 , 2JI7? 

Es folgt hieraus, daß durch die logarithmische Abbildung das orthogonale System 
gerader Linien übergeht in ein solches, das von zwei logarithmischen Spiral-
scharen gebildet wird, die einander ebenfalls rechtwinklig schneiden. Man 
kann den beiden Gleichungen auch noch diese Form geben: 

y 1 , , 2nR 

X 6 q n 

oder: 
— Q = C2 

wenn und Funktionen von x und y, und Q Konstante darstellen. 
Beide Funktionen genügen, wie sich durch Differenzierung unmittelbar ergibt, 
der partiellen Diflferentialgleichung: Au = 0, also dem Kriterium, das L A M E 
für die Gleichungen isothermer Kurvensysteme aufgestellt hat. Es liegt in 
diesem Umstand, wie in der theoretischen Physik nachgewiesen wird, die 
Erklärung der oben angegebenen physikalischen Eigenschaften. 

§ 2. R e c h t w i n k l i g e r S c h n i t t k o n j u g i e r t e r S p i r a l e n 
in ä h n l i c h e n P u n k t s y s t e m e n auf e iner E b e n e . Stellen wir 
die /«-zeihge Spirale in einem ähnhchen Punktsystem dar durch 
die Gleichung 

so werden, weil diese K u r v e die Punkte 0 {Q„, (p„) \m6. ,m 
{Qm, <Pm = (po+ Sm) enthält, auch folgende gelten: 

Qo = Cme^mfo = Cme^m{'Po±^m) 

aus denen sich durch Division ergibt: 

= ö ± ? m ^m oder: q,,, dm = ±mlga 

In derselben Weise findet man, wenn Q = C^e^n^ die Gleichung 
der «-zei l igen Spirale darstellt, daß: 

qn dn = +nlga 
sein muß. 

E s ergibt sich also: 

qm qn d,n dn = + «2 « (lg O)^ 

Bedenkt man nun, daß q,n = — L _ und qn = ist, wenn jbi„, 
f^m tg fXn 

und die Winke l darstellen, die bei der m- und der « -ze ihgen 
Sph-ale der Leitstrahl mit der Tangente bildet, so wird einleuchten, 
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daß diese Spiralen einander rechtwinklig schneiden, sobald qm qn = — l 
ist. E s geht dann die obenstehende Formel in diese über: 

dm i5« = + m n (lg « ) 2 

M a n m u ß nun in Betracht ziehen, daß in der Gleichung der 
logarithmischen Spirale 95 in B o g e n m a ß auszudrücken ist, sodaß dies 
in dieser letzten Formel auch mit bm und b,, geschehen muß. W i r 
können dann b,,, = (/»oc — Am • 2n), b„ = {nx — A,,- 2JZ) setzen, wenn 
wir die Divergenz oc ebenfalls in B o g e n m a ß ausdrücken. E s ergibt 
sich alsdann: 

(mX — Am • 27i) {nx — A„ • 2TT) — +mn(lga)^ 

Diese Formel stellt also die Beziehung dar, die zwischen 
X und a in einem ähnhchen Punktsystem auf einer Ebene bestehen 
muß, wenn die m- und die «-ze i l ige Spirale einander rechtwinklig 
schneiden. Für jeden W e r t von x gibt diese Formel einen zu-
gehörigen von a, und mit diesen beiden läßt sich dann das Punkt-
system mit rechtwinkligem Schnitt der m- und «-ze i l igen Spiralen 
herstellen. Für die Berechnung ist es einfacher, oc in Graden aus-
zudrücken und den BRiGGschen Logarithmus statt des NAPiERschen 
zu benutzen, man schreibt dafür die Formel in dieser Gestalt: 

§ 3. R e c h t w i n k l i g e r S c h n i t t v o n K o n t a k t s p i r a l e n . 
Sind nun durch die Formel (48) die ähnlichen Punktsysteme, in 
denen die zugeordneten m- und «-ze i l igen Spiralen einander recht-
winklig schneiden, bestimmt, so bleibt jetzt die Frage übrig, daraus 
diejenigen zu wählen, um deren Punkte ein ähnliches System 
tangierender Kreise mög l i ch ist. N u n wurde die Beziehung, welche 
zwischen a und a bestehen muß, damit um die Punkte ein solches 
System mit Kontakten m und n beschrieben werden kann, dar-
gesteUt durch Formel (40): 

M X 
COS-;r— 

^ I 1 + a'" 
nx —l + a" 

COS —r— 

ia"-' 

W e n n man also diejenigen Werte von a und x bestimmt, welche 
gleichzeitig den Formeln (40) und (48) g e n ü g e n , so wird man mit 
diesen Werten ein ähnliches Punktsystem beschreiben können, um 
dessen Punkte eine ähnhche Kreiskonstruktion mit rechtwinkligen 
Kontakten m und « m ö g l i c h ist. 

Die Berechnung dieser Werte für bestimmte G r ö ß e n von m 
und « ist wieder mit Schwierigkeiten verbunden und kann nur 
durch ein Annäherungsverfahren ausgeführt werden. W i r wählten dazu 
wieder eine graphische Methode. Die TabeUe X I I I (S. 123) enthält in 
der dritten Kolumne das Resultat dieser Berechnungen für die 
Kontakte aus der ersten Kolumne. E s sind dabei auch die zuge-
hörigen Werte von CD und d angegeben. Die geometrischen K o n -
struktionen, die diesen KontaktfäUen entsprechen, wurden auf 
Tafel V I in den F i g . 2, 4, 6, 8, 11 und 13 wiedergegeben und sind 
bereits im vorigen Kapitel behandelt worden. In der graphischen 
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Darstellung I Tafel V I I sind die entsprechenden Punkte durch die 
Buchstaben r7u bezeichnet. 

E s ist nun wieder von Interesse, die Werte von b und a für 
rechtwinklige Kontakte bei ähnlichen Kreiskonstruktionen auf einer 
Ebene denjenigen für rechtwinklige Kontakte bei rege lmäßigen 
Kreiskonstruktionen aöf der Kreiszyhnderfläche gegenüberzustehen; 
man siehe dafür die Tabelle X V I I . 

E s wird gleich auffallen, daß die übereinstimmenden Werte von b 
und a für Zyhnderfläche und Ebene hier größere Differenzen zeigen als 
das bei den Werten der Tabellen X V und X V I (S. 126 und 127) der 
Fa l l war. E s beträgt ja die Differenz der Werte von a für recht-
winklige Kontakte auf Zyhnderfläche und Ebene sogar mehr als 

TabeUe XVII. 
Rechtwinklige Kontakte bei Kreissystemen au f der Zylinderfläche 

u n d auf der E b e n e . 

Kontakte : ZylinderHäche: Ebene: 

• 
1 u. 2 

a = 144° 
a = 0,44721 

a := 132° 46' 47" 
b = 0,39604 

2 u. 3 a = 138° 28' 
a = 0,27735 

a = 139»37'25" 
a = 0,262721 

3 u. 5 a = 137° 39' 
a = 0,17150 

a = 137° 26' 
a = 0,1682 

5 u. 8 a = 137° 31' 
a = 0,10600 • 

a = 137° 34' 
a = 0,1049 

1 u. 3 a = 108° 
a = 0,31623 

a = 104» 45' 
a = 0,305 

3 u. 4 a = 100° 48' 
a = 0,2 

a = 101° 6' 
a = 0,194 

11", die der zugehörigen Werte von b mehr als 0,05. Diese Tat-
sache wird für unsere späteren Betrachtungen von Interesse sein 
und wir wohen auch schon hier darauf hinweisen, daß der Wert 
a = 132« 46'47" kleiner ist als die Limitdivergenz der Hauptreihe 
(137» 30'28"), der Wert a = 144« dagegen größer als diese. Die 
Punkte, welche in der graphischen Darstellung für die Beziehung 
zwischen b und a diese Kontaktfähe darstellen, liegen also auf ver-
schiedenen Seiten der Limitordinaten (man siehe die graphische 
Darstellung III Tafel III). 

Dennoch zeigen die übereinstimmenden Werte von b und a 
für die höheren rechtwinkligen Kontakte auf Zyhnderfläche und 
Ebene eine kleinere Differenz und selbst für die Kontakte 3 und 5 
kann diese bereits als verschwindend angesehen werden. 

Bedenkt man nun weiter, daß die konforme Abbi ldung 
der rege lmäßigen Kreiskonstruktionen auf der Kreiszyhnderf läche 
auf einer Ebene mittels kleiner ähnlicher Rechtecke ein ähn-
liches System tangierender Quasikreise gibt mit denselben Werten 
von b und oc, und zieht man weiter in Betracht, daß für kleine 
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Werte von b der Quasikreis einem wirklichen Kre i s nahe kommt, 
so wird es deuthch, daß man für höhere Kontakte die ähnlichen 
Systeme wirklicher Kreise ziemlich genau mittels einer solchen kon-
formen Abbi ldung konstruieren kann. E s ist diese Methode, wenn 
auch nicht in dieser Weise ausgedrückt, von C H U R C H für die K o n -
struktion seiner Schemas befolgt worden. Dies wird deutlich 
werden, wenn wir dieselben im folgenden Paragraphen näher be-
schrieben haben. 

§ 4. D i e K o n s t r u k t i o n e n v o n C H U R C H . W a s die ur-
sprüngliche F o r m der CnuRCHschen Konstruktionsmethode anbe-
langt, so verweisen wir auf die Originalarbeit dieses Autors i); wir 
werden hier eine A b ä n d e r u n g seines Verfahrens mitteilen, die 
schheßlich zu gleichen Resultaten führt. 

Sind in einem rege lmäßigen Punktsystem auf einer Kre i s -
zylinderfiäche die m- und «-ze i l igen Spiralen, die einander recht-
winklig schneiden, zugeordnet, und fertigt 
man von diesem System auf die schon mehr- Fiq.3i. 
fach besprochene Weise eine konforme A b -
bildung auf einer Ebene an, so kann man 
die m- und «-ze i l ige logarithmische Spirale, 
welche durch den Punkt o gehen, darstellen 

durch die Gleichungen: Q = e~ " und 
11 

Q = e'^'"-^. Sind m und « g r o ß e Gheder 

einer Kontaktreihe q, so kann man —=% 
n ^ 

und — = \ + i setzen, worin % die „göt t -

liehe Proportion" ist (man siehe S. 4 7 und 48) 
und es werden alsdann die Spiralen darge-
steht durch o = e^y-f und Q = e + ^^ + ^Ov. 
Man findet in F i g . 3 1 die Spiralen g = e~^'P 
(die weniger stehe) und Q = e + (^ + /.)'P (die 
steilere) wiedergegeben. W e n n man diese 
Figur auf Pappe reproduziert und aus-
schneidet, so kann man dieselben als Muster benutzen, um ortho-
gonale Spiralscharen zu zeichnen, indem man durch das Zentrum 
eine Stecknadel steckt. 

W h l man nun z. B . ein Kontaktsystem mit dem Kontakte 3 4 
und .55 zeichnen, so geht man in folgender Weise zu Werke. Man 
beschreibt einen Kreis , den man einmal in 3 4 und das zweite M a l 
in 5 5 Teile teilt, und zwar in der Weise, daß ein gewisser Tei l -
strich aus der ersten Einteilung mit einem solchen aus der zweiten 
zusammenfällt. Darauf zeichnet man mittels des Pappmusters durch 
die 3 4 Teilstriche eine Schar von 3 4 Spiralen, und zwar nimmt man 
dafür die weniger steile des Musters; nun beschreibt man in gleicher 
Weise durch die 5 5 Teilstriche eine Schar von 5 5 steileren Spiralen. 
Die Schnittpunkte dieser zwei orthogonalen Spiralscharen werden 
dann ein ähnliches Punktsystem bilden, um dessen Punkte herum 
eine ähnhche Kreiskonstruktion mit dem rechtwinkligen Kontakte 

1) I. c. p. 52. 
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34 und 55 mögHch ist. Der gemeinschaftliche Teilstrich auf dem Kreis 
trägt die Nummer 0. Einfacher als durch die Beschreibung von 
Kreisen um die Schnittpunkte, bekommt man jedoch ein solches 
Kreissystem, wenn man in den viereckigen Figuren, welche durch 
die logarithmischen Spiralen gebildet werden, in der Weise Kreise 
zieht, daß diese die begrenzenden Spiralen berühren. E ine solche 
Konstruktion ist in F i g . 32 teUweise abgebildet i). 

Fig. 32. 

Konstruktion nach C H U R C H für den rechtwinkligen Kontakt 34 und 55 
(a = 137° 30' 28", b = 0,01546). 

E s ist diese Konstruktionsweise für die höheren Kontakte 
sehr empfehlenswert, jedoch wollen wir nochmals bemerken, daß 
dieselbe nur für unendlich g r o ß e Werte von m und n mathematisch 
richtig ist und für die niedrigen Werte nur annähernd ght. Doch 
läßt sie sich noch für den rechtwinkhgen Kontakt 3 und 5 ziemlich 
gut anwenden. Für die noch niedrigeren Kontakte muß man jedoch 
auf die allgemein gültige Methode, welche auf Seite 130 angegeben 
ist, zurückgehen. CHURCH hat eine Kreiskonstruktion für diese 
niedrigen Kontakte nicht angegeben, aber dafür eine solche mit 
Quasikreisen eingeführt. A u c h wollen wir noch hervorheben, daß 
dieser Autor nach seiner Methode nur Systeme mit rechtwinkhgen 
Kontakten anfertigen konnte, während die von uns beschriebene 
für alle möghchen Systeme Geltung hat. 

1) Als Ausgangspunkt der beiden Einteilungen wurde der höchste Punkt des 
Bogens angenommen. 



D r i t t e r A b s c h n i t t . 

Einfache Systeme auf einer Kreiskegelfläche. 

Eapltel I. Ähnliche Punlitsystenie auf einer Kreiskegelfläche. 

§ 1. D e f i n i t i o n . Unter einem „ähnhchen Punktsystem auf 
einer Kreiskegel f läche" werden wir ein solches verstehen, das der-
art beschaffen ist, daß die Strahlenbüschel , die man durch V e r -
bindung von verschiedenen Punkten mit allen anderen Punkten be-
kommt, immer ähnhch sind. 

E s lassen sich wiederum, je nach der Lage der Punkte, zwei 
verschiedene Fälle unterscheiden: 

a. Die Strahlenbüschel , die man durch die Verbindung von 
verschiedenen Punkten mit allen anderen erhält, sind ausschließlich 
solche, die durch eine V e r g r ö ß e r u n g oder Verkleinerung in kon-
gruente Strahlenbüschel übergehen können, welche sich zur Deckung 
bringen lassen. 

b. Diese verschiedenen Strahlenbüschel sind zwar durch eine 
V e r g r ö ß e r u n g oder Verkleinerung in kongruente überzuführen, je-
doch gibt es darunter Spiegelbilder. 

W i r werden im Folgenden nur die erste A r t Punktsysteme 
betrachten 1). 

§ 2. H a u p t e i g e n s c h a f t e n . Betrachten wir ein ähnliches 
Punktsystem auf einer Kreiskegel f läche und denken wir uns dasselbe 

1) Ich hoflfe später an anderer Stelle nachzuweisen, daß auch die zweite Art Punkt-
systeme interessante Aussichten eröifnet, es möge dies an einem einfachen Beispiel hier 
erläutert werden. Man denke sich eine unendliche Serie Kugeln, deren Radien eine 
geometrische Reihe mit dem Quotienten 0,526 bilden (diese Zahl wurde durch eine An-
näherungsmethode berechnet). Eine der Kugel bekommt die Nummer 0 , die folgende 
kleinere die Nummer 1 usw. Man stelle nun die Kugel 0 an die Kugel 1, die Kugel 2 
an 0 und 1, die Kugel 3 auf 0 , 1 und 2. Es wird nun die Kugel 4 gerade einen 
solchen Durchmesser besitzen, daß sie in den Raum zwischen die Kugeln 0, 1, 2 und 
3 gebracht, alle vier taugiert. Es muß alsdann auch Kugel 5, falls sie in den Raum 
zwischen die Kugeln 1, 2, 3 und 4 gebracht wird, diese letzten Kugeln gleichfalls tan-
gieren. So kann man jede folgende Kugel im Zwischenräume von 4 vorhergehenden 
tangierend aufstellen. Aber auch Kugeln mit größerem'Durchmesser als die Kugel 0 
können um diesen Kugelstapel herum aufgestellt werden. Die Mittelpunkte aller dieser 
Kugeln werden dann ein Punktsystem bilden, das derart sein muß, daß jeder Punkt allen 
anderen gegenüber in ähnlicher Weise liegt. Man sieht leicht ein, daß es sich hier 
um ein System der zweiten Art handelt. Es läßt sich nun nachweisen, daß die Mittel-
punkte sämtlich auf einer und derselben Kreiskegelfläche mit dem Scheitelwinkel + 5 5 » 
liegen. Die Divergenz dieses Systems beträgt etwa 118». 
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durch ein zweites kongruentes überdeckt, welches wir als veränder-
lich annehmen werden, während das erste als fest betrachtet wird. 
Bezeichnen wir ferner die Punkte des festen mit a„, b„, c„ usw. 
und die entsprechenden des beweglichen mit a, b, c usw., so 
können wir den aus einem Punkt a des beweghchen Systems ge-
zogenen Strahlenbüschel in folgender Weise mit dem Strahlenbüschel 
aus dem Punkt b^ des festen zur Deckung bringen: W i r denken uns 
das bewegliche System derart verkleinert oder vergrößer t , daß da-
bei der Scheitel der Kegel f läche auf seinem Platz bleibt und daß 
das Strahlenbüschel aus a demjenigen aus b„ kongruent wird, dar-
auf bringen wir a durch eine Rotation um die Achse der Kreis-
kegelf läche auf bo. 

Nach der beschriebenen Deckbewegung wird der Punkt b 
des beweglichen Systems auf einen Punkt Co des festen fallen, der 
Punkt c auf einen Punkt do usw. 

E s wird dann aber einleuchten, daß die Punkte ^ot boy Co, do usw. 
auf einer S c h r a u b e n l i n i e a u f der K e g e l f l ä c h e oder K e g e l -
l o x o d r o m e liegen, d. h. einer K u r v e auf der Kegel f läche, welche 
die beschreibenden Linien unter konstantem W i n k e l schneidet. 

Nach dem, was wir von den ähnlichen Punktsystemen auf 
einer Ebene in K a p . I § 2 des vorigen Abschnitts sagten, bedarf 
es nun keines weiteren Beweises, daß man alle Punkte eines ähn-
lichen Punktsystems auf einer Kreiskegelf läche auf eine Schar 
paralleler Kegelloxodromen ordnen kann. W i r d die Anzahl dieser 
Loxodromen durch m gegeben, so muß jede dieser K u r v e n durch 

360" 

eine Drehung um einen W i n k e l von um die Achse der Kege l -

fläche mit der folgenden zur Deckung gebracht werden. 
E s sind dann wieder die Punkte dieser ähnlichen Punktsysteme 

als Schnittpunkte zweier Scharen Kegelloxodromen aufzufassen. 
Sind alle Schnittpunkte der beiden Scharen auch Schnittpunkte des 
Systems, so werden wir die Kegelloxodromen wieder z u g e o r d n e t 
nennen. 

Die ähnlichen Punktsysteme auf einer Kreiskegelf läche lassen 
sich wieder in gleicher Weise wie die ähnhchen auf einer Ebene 
und die rege lmäßigen auf einer Kreiszyhnderfläche in 6 Arten ein-
teilen (man siehe S. 11 und 102). Für unseren Zweck g e n ü gt eine 
Einteilung in Systeme, bei welchen mehrere Punkte in derselben Ent -
fernung vom Scheitel liegen und in solche, bei denen das nicht der 
F a U ist. Erstere heißen wieder mehrfache, letztere einfache Systeme, 
und nur diese zweite A r t kommt vorläufig hier in Betracht. In diesen 
einfachen ähnhchen Punktsystemen kann man alle Punkte in einer 
einzigen Kugelloxodrome aufnehmen, und zwar gibt es unendhch 
viele solcher Loxodromen, von denen jedoch nur die kürzeste (d. i. 
die steilste) in Betracht gezogen wird und als H a u p t S p i r a l e be-
zeichnet werden soh. Man kann dann wieder die Punkte diese 
Spirale entlang numerieren und wir werden dabei immer denjenigen 
Punkt der Zeichnung, der in größter Entfernung vom Scheitel hegt, 
mit Nummer 0 bezeichnen. Die (steUste) Kegehoxodrome, die durch 
die Punkte o und m gezogen werden kann, wird wieder die 
w-zeUige Spirale genannt, und es wird deuthch sein, daß alle Punkte 
des Systems auf einer Schar von vi kongruenten, parahelen Kege l -
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loxodromen zu ordnen sind. Sind die m- und «-ze i l ige zugeordnete 
Spiralen eines einfachen Punktsystems, so läßt sich wieder in ein-
facher Weise der Nachweis führen, daß m und n unter sich Prim-
zahlen sind. 

§ 3. H a u p t d i v e r g e n z , H a u p t v e r h ä l t n i s , s e k u n d ä r e 
D i v e r g e n z , e n z y k l i s c h e Z a h l e n . W e n n man sich die Haupt-
spirale entlang von einem Punkt nach dem folgenden bewegt, so 
durchläuft man dabei einen konstanten W i n k e l um die Achse der 
Kreiskegel f läche , wir werden diesen W i n k e l die D i v e r g e n z des 
Punktsystems nennen und ihr wieder den Buchstaben « geben. 

Verbindet man den Scheitel der Kege l f läche mit den in der 
Hauptspirale aufeinanderfolgenden Punkten, so werden diese Leit-
strahlen ein konstantes Verhältnis zeigen, wir werden dies wieder 
das H a u p t v e r h ä l t n i s nennen und mit dem Buchstaben a be-
zeichnen ; dabei nehmen wir wieder a < 1 an. 

W i r nennen ferner den S c h e i t e l w i n k e l der Kege l f läche ip 
und es w i r d d a n n d a s g a n z e P u n k t s y s t e m u n z w e i d e u t i g 
b e s t i m m t s e i n , s o b a l d d i e W e r t e v o n a, a u n d y g e -
g e b e n s i n d . 

W a s d i e W i n d u n g s r i c h t u n g einer Kegehoxodrome anbelangt, 
so werden wir diese K u r v e l i n k s g e w u n d e n nennen, wenn man 
beim Absteigen in ihr von dem Scheitel hinweg die Achse der 
Kege l f läche zur Linken hat; r e c h t s g e w u n d e n wird sie heißen, 
sobald man die Achse dabei zur Rechten hat. W i r werden später 
noch näher erklären, daß die Bestimmung der Windungsrichtung, 
wie sie für die zyhndrische Schraubenlinie und die logarithmische 
Spirale gegeben wurde, aus dieser Definition hervorgeht. 

W e n n man von dem Punkt o die /y/-zeilige Spirale entlang 
nach dem Punkt m geht, so beschreibt man dabei einen Winkel b,„ 
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um die Achse, welchen wir wieder die s e k u n d ä r e D i v e r g e n z 
dieses Punktes nennen werden. E s wird diese als positiv betrachtet, 
wenn die w-zeilige Spirale der Hauptspirale homodrom, als negativ, 
wenn dieselbe der Hauptspirale antidrom gewunden ist. 

E n z y k l i s c h e Z a h l A,„ eines Punktes >u nennen wir wieder 
die ganze Zahl Touren, die man um die Achse der Kege l f läche 
machen m u ß , wenn man vom Punkt o in der Weise die Haupt-
spirale entlang nach dem Punkte m geht, daß man zuerst eine 
ganze Anzahl Male die Achse der Kege l f läche umläuft und darauf 
noch eine Teilstrecke d,„ vorwärts (bei positiver sekundärer Diver-
genz) oder zurück (bei negativer) schreitet. 

E s wird also wieder die Gleichung (1) gelten: 

•;;/a = 6,„ + / l , „ . 3 6 0 « (1) 

E s läßt sich weiter in einfacher Weise ableiten, daß auch folgende 
Beziehung gilt, wenn die m- und die « -ze i l ige Spirale zuge-
ordnet sind: 

mAn-nA,„ = + 1 (2) 

W i r werden dies bald auch noch auf andere A r t beweisen. 
Schließlich bemerken wir noch, daß auch für die Näherungs-

werte der Divergenz, falls die m- und «-ze i l ige Spirale zugeordnet 
sind, wieder die Formel: 

— - S e o o ^ j a < ^ . 3 6 0 ö (3) 

Geltung hat. 

§ 4. D i e h o r i z o n t a l e P r o j e k t i o n ä h n l i c h e r P u n k t s y s t e m e 
a u f e i n e r K r e i s k e g e l f l ä c h e . W i r werden uns im Folgenden 
immer die Achse vertikal gestellt denken; eine Projektion auf eine 
Ebene, welche rechtwinkhg auf der Achse steht, ist dann eine 
horizontale Projektion. 

Die horizontale Projektion einer Kegehoxodrome wird bekannt-
lich durch eine logarithmische Spirale dargestellt, welche die Projek-
tion des Scheitels als Zentrum besitzt. Hieraus geht unmittelbar her-
vor, daß die h o r i z o n t a l e P r o j e k t i o n e ines ä h n l i c h e n P u n k t -
s y s t e m s auf e iner K r e i s k e g e l f l ä c h e ein ä h n l i c h e s P u n k t -
s y s t e m a u f e iner E b e n e b i lde t . Dieses letzte System m u ß von 
derselben A r t sein wie das ursprüngliche; gibt es im System auf 
der Kege l f läche eine Hauptspirale, dann findet sich diese auch in 
der Projektion vor. Die Divergenz beider Systeme muß ebenfaUs 
die gleiche sein. D a ß dies auch mit dem Hauptverhältnis der F a l l 
ist, geht aus dem Folgenden hervor. 

Nennen wir (man siehe F i g . 33) den Leitstrahl vom K e g e l -
scheitel (T) nach einem Punkt des ähnlichen Systems auf der 
Kegelf läche, P, denjenigen Leitstrahl, welcher von der Projektion (0) 
des Scheitels nach der Projektion dieses Punktes gezogen wird, Q, 
so wird: 

e = P s i n ^ = NP (49) 

sein, wenn 

A^ = sin - | - (50) 

gesetzt wir. A h e Leitstrahlen erleiden also bei der Projektion eine 
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selbe Verkürzung . Die horizontale Projektion besitzt demnach auch 
das Hauptverhältnis a des Systems auf der Kegelf läche. 

Die sekundäre Divergenz eines Punktes des ähnlichen Systems 
auf der Kege l f läche ist auch wieder dieselbe wie diejenige seiner 
horizontalen Projektion im ähnlichen Punktsystem auf der Ebene. 
Dasselbe gilt für die enzyklische Zahl eines Punktes und für die 
seiner Projektion. Haben also die Formeln (1) und (2) für eines 
dieser zwei Systeme Geltung, so m u ß das auch für das andere der 
Fall sein. N u n haben wir schon im vorigen Abschnitt diese beiden 
Formeln für die ähnhchen Punktsysteme auf der Ebene abgeleitet 
und somit ist der Beweis auch für die ähnhchen Punktsysteme auf 
der Kege l f läche gegeben. (Man vergleiche die Bemerkung am 
Schluß des vorigen Paragraphen.) 

§ 5. S y s t e m e a u f d e r a b g e r o l l t e n K r e i s k e g e l f l ä c h e . 
Man denke sich die Kreiskegel f läche nach einer beschreibenden 
Linie, wozu wir meistens diejenige durch den Punkt o wählen 
werden, aufgeschnitten und auf eine Ebene abgerollt. E s wird dann 
die Kreiskegel f läche auf dieser Ebene dargestellt durch einen 
Winkel , der alle Werte von 0" bis 360" besitzen kann. Nennen 
wir diesen W i n k e l C und denken wir um den Scheitelpunkt einen 
Kreis mit dem Radius Po beschrieben, so wird, wenn f in Bogen-
maß ausgedrückt ist: 

•QPo=2noo oder: l: = 2 n ^ 
J^o 

also: 

C = 2 j T s i n | ^ = 2 7rAA (51a) 

oder, wenn f in Graden ausgedrückt wird: 

C = A^-360'> (51b) 

Die Kegelloxodromen gehen beim Abrol len der Kege l f läche 
auf einer Ebene in logarithmische Spiralen über, welche den Scheitel-
punkt des Winkels als Zentrum besitzen. E s schneiden ja die ab-
gerollten K u r v e n die Strahlen, welche vom Scheitel aus gezogen 
werden, unter einem konstanten Winkel . Jedoch m u ß dabei be-
merkt werden, daß diese logarithmischen Spiralen an den begrenzen-
den Linien des Winkels aufhören, um an der anderen Seite wieder 
anzufangen. E s kommen also in dieser abgerollten Fig'ur nur Teil-
stücke von logarithmischen Spiralen vor. 

Das Punktsystem, das durch die Schnittpunkte dieser logarith-
mischen Spiralen gebildet wird, ist also nicht vohständig mit einem 
ähnlichen zu vergleichen, aber es wird dennoch mit einem solchen in 
zahlreichen Punkten übereinstimmen. W i r werden die "Stücke der 
logarithmischen Spiralen, welche die Hauptkegelloxodrome darstellen, 
die „Hauptspirale im abgerollten System" nennen und können dann 
wieder die Punkte in kontinuierlicher Weise numerieren. Die Leit-
strahlen nach den aufeinander folgenden-Punkten dieser Spirale 
werden dieselben L ä n g e n besitzen wie die Leitstrahlen vom Kege l -
scheitel nach diesen Punkten; also ist das Hauptverhältnis des ab-
gerollten Systems gleich a zu setzen. 

Bewegt man sich die Hauptspirale (auf der abgerollten Kege l -
fläche) entlang von einem Punkt nach dem folgenden, so wird man 
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einen konstanten "Winkel um das Zentrum beschreiben, wobei jedoch 
beachtet werden m u ß , daß man mögl icherweise dabei auf ein 
anderes Stück der Spirale übergehen muß. 

Nennen wir diesen konstanten W i n k e l „die Divergenz des 
abgerollten Systems" und bezeichnen wir denselben mit a', so wird: 

oi: P„ = oder: a = -^oc 

und also: w 
a' = K s i n ^ = i V a (52) 

Wenn wir uns auf dem abgerollten System die «2-zeilige logarith-
mische Spirale entlang vom Punkt o nach dem Punkt m bewegen, 
so beschreiben wir einen Winke l um den Scheitelpunkt, den wir die 
sekundäre Divergenz des Punktes m auf dem abgerollten System 
nennen werden und mit (3',„ bezeichnen, es wird alsdann: 

ö'm=- b,nwn^ = Nb,n (53) 

Kapitel II. Die Beziehung zwischen den ähnlichen Punkt-
systemen auf der Kegelfläche, denjenigen auf der Ebene und 
den regelmäßigen Punktsystemen auf der Kreiszylinderfiäche. 

§ 1. D i e E b e n e u n d d ie K r e i s z y l i n d e r f i ä c h e als b e -
s o n d e r e F ä l l e d e r K r e i s k e g e l f l ä c h e b e t r a c h t e t . W i r d der 
Scheitelwinkel einer Kreiskegelf läche gleich 180", so geht diese in 
eine Ebene über. Die ähnlichen Punktsysteme auf einer Ebene 
sind also nur besondere Fälle derjenigen auf einer Kreiskegelf läche. 
W i r d der Scheitelwinkel gleich 0" und befindet sich außerdem der 
Scheitel in unendlich großer Entfernung, so geht die Kreiskegel-
fläche in eine Kreiszyhnderfläche über. A u c h die rege lmäßigen 
Punktsysteme auf einer solchen Fläche sind also als besondere Fälle 
der ähnlichen auf der Kege l f läche zu betrachten. 

E s wird einleuchten, daß hierin die Erklärung für die g r o ß e 
TJbereinstimmung der Eigenschaften dieser drei Systemarten liegt, 
und man wird jetzt auch einsehen, warum die Definitionen der 
Divergenz, Windungsrichtung, usw. für die ähnhchen Punktsysteme 
auf der Ebene und die rege lmäßigen auf der Kreiszyl inderfiäche 
feststanden, sobald diese für die ähnlichen auf der Kreiskegel f iäche 
gegeben waren. 

Ist hiermit« nun ein neues Kettenglied aufgefunden zwischen 
den ähnlichen Systemen auf der Ebene und den rege lmäßigen auf 
der Kreiszylinderfiäche, so können wir die ähnlichen auf der Kreis-
kegelf läche mit diesen beiden anderen auch mittels der Theorie der 
konformen AbbUdung in Beziehung bringen. 

§ 2. D i e k o n f o r m e A b b i l d u n g m i t t e l s k l e i n e r ä h n -
l i c h e r R e c h t e c k e . W i r haben S. 106 u. f nachgewiesen, daß es 
immer mögl i ch ist, eine Ebene in kleine ähnhche Rechtecke durch ein 
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Strahlenbüschel einzuteilen, das eine sehr g r o ß e Anzahl s Strahlen 
enthält und dargestellt wird durch: 

93 = m a 

wenn m = 0, 1, 2, 3 bis j — 1 und a = — ist, und durch eine 
Kreisschar, die gegeben wird durch: ^ 

wenn n = + (0, 1, 2, 3, 4 bis c») ist und l> ein kleiner Wert . Das 
Verhältnis der Rechteckseiten war dann a:b. 

Die Kreiszyl inderfläche konnte in ähnliche Rechteckchen ein-

geteilt werden durch j- vertikale Linien in Abs tänden und un-
endlich viele horizontale Kreise in Abs tänden Hb. ^ 

W i r werden nun nachweisen, daß es mög l i c h ist, auch die 
Kreiskegel f läche in kleine Rechtecke einzuteilen, die dasselbe Ver -
hältnis a:b der Seiten zeigen, also denjenigen der vorigen E i n -
teilungen wieder ähnlich sind. 

M a n rolle die Kreiskegel f läche auf einer Ebene zu einem 
W i n k e l C = 2 jr i V (siehe Formel 51a) ab und teile darauf diesen W i n k e l 
durch ein Strahlenbüschel in s Sektoren ein. Dieses Strahlenbüschel 
kann dann dargestellt werden durch: 

(p = ma' 

wenn m = 0, I, 2, 3 s—l und a' = ^ i L ^ _ {gj-
s 

M a n konstruiere jetzt innerhalb des Winkels C eine Schar 
konzentrischer Kreisbogen und zwar in der Weise, daß die Kreis -
schar dargestellt wird durch: 

wenn n = +(0, 1, 2, 3, 4, . . . . co) und b' = A^6 ist. 
M a n wird alsdann die abgerollte Kreiskege l f läche in Recht-

ecke eingeteilt haben, deren Rechteckseiten sich verhalten wie: 

0': b' = n: 5 

und die also ähnlich sind denjenigen, in die die Ebene und die 
Kreiszyl inderfläche eingeteilt wurden. W i r brauchen jetzt nur die 
abgerollte Kreiskegel f läche wieder aufzurollen, um auch diese Fläche 
auf dieselbe Weise eingeteilt zu erhalten wie die Ebene und die 
Kreiszylinderfläche. 

W i r können dann in jeder dieser Einteilungen ein kleines 
Rechteck willkürlich annehmen und diese drei als übereinstimmend 
betrachten. Weiter können wir uns von jeder F i g ur auf einer der 
drei F lächen eine konforme Abbi ldung auf den beiden andern an-
fertigen. Hieraus geht hervor, daß man r e g e l m ä ß i g e Punktsysteme 
auf einer Kreiszylinderfläche, ähnliche auf einer Ebene und ähnliche 
auf einer Kreiskegelf läche als konforme Abbildungen von einander 
betrachten kann. 

E s ist die g r o ß e Übere ins t immung der Eigenschaften dieser 
Systeme, die sich in der Gleichheit der Formeln kund gibt, auch als 
eine Folge dieses Umstandes zu betrachten. 

A u c h das Punktsystem auf der abgerollten Kreiskegel f läche 
ist als eine konforme Abbi ldung des ähnlichen Systems auf diese 

I t e r s o n , Studien Uber BJattstellungen- 10 
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F läche selbst anzusehen, wobei jetzt die Abbi ldung nicht auf einer 
unendhchen Ebene, sondern auf einem Sektor derselben auszu-
führen ist. 

Man könnte vielleicht meinen, daß auch die horizontale Pro-
jektion eines ähnlichen Punktsystems auf einer Kreiskegel f läche als 
eine konforme Abbi ldung desselben auf einer Ebene betrachtet 
werden kann. Dies ist aber durchaus nicht der Fal l , wie man sich 
in folgender Weise veranschaulichen kann. Man denke sich die 
Kreiskegelf läche durch ein System beschreibender Linien und hori-
zontaler Kreise in kleine Quadrate eingeteilt und nun die Projektion 
dieser Einteilung ausgefiihrt. Dann wird diese horizontale Pro-
jektion zwar in Rechtecke eingeteht, die untereinander ähnhch sind, 
aber nicht in Quadrate, so daß die beiden Eintehungen nicht kon-
form sind. 

§ 3. Die beschriebenen A b b i l d u n g e n von f u n k t i o n s -
t h e o r e t i s c h e m S t a n d p u n k t Bildet man eine Zeichnung einer un-
begrenzten Ebene in der angegebenen Weise auf einem Sektor ab, dessen 
Winkel f = A^-360" (A^ < 1) ist, so kann man diese Abbildung betrachten 
als eine solche mittels einer Funktion eines komplexen Arguments. Be-
zeichnen wir nämlich die unbegrenzte Ebene als «-Ebene, die Ebene des 
Sektors als Z-Ebene, so wird diese Abbildung dargestellt durch das Symbol: 

z = Z^ '̂ 
Es läßt sich hieraus ableiten: 

Q = JP-̂ ' und (p = = 1. 2, 3 . . . . N), woraus hervorgeht, 

daß die übereinstimmenden Leitstrahlen ebenso wie die übereinstimmenden 
Winkel auf der Sektorzeichnung kleiner sind als die auf der unbegrenzten 
Ebene. 

Die Abbildung einer Zeichnung auf der (abgerollten) Kreiszylinderfiäche 
mittels kleiner ähnlicher Rechtecke auf dem Sektor kann dargestellt werden 

wenn die Ebene des Sektors wieder als Z-Ebene, diejenige der (abgerollten) 
Kreiszylinderfiäche als s-Ebene betrachtet wird. 

Kapitel III. ihnliehe Systeme tangierender Kreise auf einer 
Kreiskegelfläche. Allgemeine Betrachtungen. 

§ 1. D e f i n i t i o n . Unter einem „ähnlichen System tangierender 
Kreise auf einer Kreiskegelf läche" werden wir ein solches verstehen, 
das folgende Eigenschaften besitzt: 1. die Mittelpunkte der Kreise 
bilden ein ähnliches Punktsystem auf einer Kreiskegelf läche, 2. die 
Durchmesser der Kreise bilden eine geometrische Reihe, welche das 
Hauptverhältnis des Punktsystems als Quotienten besitzt, 3. jeder 
Kreis tangiert mindestens vier andere, 4. im ganzen System schneiden 
sich keine Kreise. 

E s sei noch bemerkt, daß wir in dieser Definition unter 
„einem Kreise auf einer Kreiskegelf iäche" wieder eine solche 
Raumkurve verstehen, welche, mit der Kreiskegel f iäche auf einer 
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Ebene abgerollt, einen wirklichen Kre is liefert. Hiernach wird es 
deutlich sein, daß wir in diesem Kapitel besonders die abgerollten 
Systeme behandeln werden. 

Fertigt man auf die im vorigen Kapitel besprochene Weise 
auf einer abgerollten Kreiskegel f iäche eine konforme Abbi ldung 
von einem „rege lmäßigen System tangierender Kreise auf einer 
Kreiszylinderfläche" an, so werden zwar die zylindrischen Schrauben-
linien übergehen in logarithmische Spiralen, deren Schnittpunkte 
ein abgerolltes ähnliches Punktsystem auf einer Kreiskegel f läche 
darstellen, jedoch werden die Kreise dabei in K u r v e n von sehr 
kompliziertem Charakter übergeführt. Dasselbe gilt auch, wenn 
wir auf dem Sektor die Abbi ldung eines „ähnlichen Systems tan-
gierender Kreise auf einer Ebene anfertigen" i). 

A u c h jetzt läßt sich nicht ä p r i o r i auf die Mögl ichke i t einer 
Existenz von „ähnlichen Systemen tangierender Kreise auf einer 
Kreiskegelf läche" schUeßen. W i r werden dennoch in dem folgenden 
Paragraphen diese nachweisen. 

Hier bemerken wir noch, daß, wenn es solche Systeme gibt, 
darin wieder jeder Kre is allen anderen g e g e n ü b e r ähnhch liegt, 
und daß also, wenn der Kreis o den Kre is m tangiert, dieser 
letztere wieder den Kre is 2OT tangieren m u ß usw., und daß dann alle 
Kreise des Systems auf einer Schar von w-parallelen Kegelloxo-
dromen zu ordnen sind. W i r werden in diesem F a l l wieder von 
einem OT-zeiligen Kontakte sprechen. Tangiert der Kre is o außer-
dem noch den Kre is n, so besteht der zweizähl ige Kontakt m und n. 

§ 2. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n a u n d a f ü r z w e i z ä h l i g e 
K o n t a k t e . Verbindet man auf der abgerollten Kreiskegel f läche 
0 mit » / , diesen Punkt mit 2 m, diesen mit 3 m usw. und halbiert 
man die W i n k e l , welche die Leitstrahlen nach diesen Punkten 
bilden, so werden dadurch die Verbindungslinien in S tücke geteilt, 
die das Verhältnis zeigen. Nach dem, was wir auf S. 113 u. f 
für die Systeme auf der Ebene sagten, kann ein Beweis hierfür als 

überflüssig betrachtet werden. A u c h wird ein Hinweis auf jene 
Ableitungen g e n ü g e n , um einzusehen, daß ein Kreissystem mit 
»/-zei l igem Kontakt entsteht, wenn wir in F i g . 34, welche die ab-

1) Di« Kreise gehen hierbei in Lemniscaten von der Ordnung - — über. 

10' 
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gerollte Kreiskegel f läche darsteht, AP = n setzen und um die 
Punkte 0, 1, 2, 3, 4 usw. Kreise mit den Strahlen ar„, a^-Tp, a^Ta, 
a'^r„ usw. beschreiben. Im allgemeinen wird ein solches System 
nicht noch einen zweiten Kontakt aufweisen. Damit es auch den 
«-zei l igen zeigt, muß in F i g . 34 AP •= A'Z sein. Indem wir 
wieder auf die Ableitungen von S. 113 u. f. verweisen, können wir 
hier, wenn TA — Qp gesetzt wird, gleich die Formeln für AP und 
A'Z hinzuschreiben: 

AP 1 l + a-'"— 2 a'" cosd',, 

Qo l + a" 

A'Z y 1 + a'-" - 2 a" cos d'„ 

formungen folgt: 

Qo l + a" 

woraus nach Gleichsetzen von AP und A'Z und einigen U m -

d', 
l + a" 

cos-
= ± ^ ^ 1 ^ « " - ' " (54) 

Setzen wir nach (.53) (S. 144) d;„ = Nd„, und d'„ = Nd,„ so wird 
diese Formel: 

cos-
2 , l + a " 

Nd„ -^l+a" 
cos 

V « " - ' " (55) 

2 

W i r bemerken nun zuerst, daß nach der Definition der 
sekundären Divergenz d„, und ö,, kleiner als 180" sind, während 

A^<1 sein muß, weh JV — s i n ^ und i/j < 180". E s stellen also 

— u n d — ~ spitze W i n k e l dar, woraus folgt, daß das erste Glied 

dieser letzten Formel positiv sein muß. E s hat also nur das 
+ Zeichen Geltung. 

Wenn wir nun noch für (5„, und d„ die Werte einführen, die 
aus der Gleichung (1) hervorgehen, so erhalten wir die wichtige 
Formel: 

c o s N \ - ^ - A , „ • 180" _ l + a'" 
i : ~ l + a" 

cosN — A„ • 180" 
ya"-'" (56) 

\ 2 

Bedenkt man ferner, daß = sin ^ und also A^ bei ge-
gebener Kegel f läche ganz bestimmt ist, so gibt diese Formel die 
Beziehung, welche zwischen a und a bestehen muß, wenn um die 
Punkte des ähnlichen Punktsystems auf der Kege l f l äch e eine 
Konstruktion tangierender Kreise mit dem Kontakt 7U und n 
m ö g l i c h sein soh. E s ist jedoch im Vorhergehenden noch keine 
Rücks i ch t auf eine der Bedingungen genommen, der ein „ähnhches 
System tangierender Kreise auf einer Kreiskegelf läche" g e n ü g e n muß, 
nämlich diese, daß sich nirgends im System Kreise schneiden dürfen. 
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Es wird aber deutlich sein, daß diejenigen Werte von a und « , 
welche der Beziehung (56) g e n ü g e n und außerdem zwischen den 
Werten liegen, welche diese Größen bei den dreizähligen Kontakten 
(n — m), m und n und m, n und {m-\-n) besitzen, immer solchen 
Systemen entsprechen müssen. 

§ 3. D i e W e r t e v o n a u n d « f ü r d r e i z ä h l i g e K o n t a k t e . 
Die Werte von a und « für den dreizähligen Kontakt [n — in], 
in und n ergeben sich durch L ö s u n g folgender zwei Gleichungen: 

c o s ; \ ^ ( ^ - - ^ a - z ( „ _ , „ . 1800 

cosNV~~A„, • 180» 

cosA^ —zf„ 1 8 0 » 

1 + 
1 + a'" 

1 + a" 

COSTV n OL - A,r 1800 
\ 

1 

(57) 

Die Werte von a und a für den Kontakt m, n und {m-\-n) aus 
folgenden beiden: 

c o s i V m « -A„,- 1800 
\ 

c o s i V 

c o s i V 

n « 
l 2 
neu 

An- 1800 
\ 

1 + a'" 

A,r 1800 

/ 
l + a"-

c o s i v | ^ ^ a - z l „ . + „ - 180oj 
1 + ü!'« + '--

(58) 

Die L ö s u n g dieser Gleichungen kann wieder nicht auf direktem 
Wege geschehen, die Resultate graphischer A n n ä h e r u n g für be-
stimmte Werte von m, n und N werden später zur Sprache 
kommen. 

§ 4. E i n f ü h r u n g des F a k t o r s b. W i r d ein „ähnliches 
System tangierender Kreise auf einer Kreiskegel f läche" abgerollt, 
so werden die Kreise des abgerollten Systems vom Zentrum aus 
unter einem konstanten W i n k e l gesehen, welchen wir w' nennen 
wollen. E s "folgt dann aus F i g . 34 {TA — Q„ gesetzt, man siehe 
auch S. 115): 

. CO' 

woraus sich ableiten läßt: 

_ ir„ _ _|_ y 1 + - 2 a'" cos d', 

cos-
co' = + 2 cos-2 —"l+a'" 2 

oder, wenn man d'm = Nd,,, und dm = w a — z l „ , - 3 6 0 0 setzt: 

co' , „ f ä ^ 
cos- = + 2 c o s A ^ ( ^ - z l « , - 1 8 0 o (59) 
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E s läßt sich mit dieser Formel co' berechnen, wenn a und a für 
das System gegeben sind. 

W i r werden nun den Faktor b für die ähnhchen Systeme 
tangierender Kreise auf einer Kreiskegelf läche definieren als das 
Verhältnis des Winkels co' zu dem Sektorwinkel der abgerollten 
Fläche, den wir mit t, bezeichnet haben. 

E s wird also nach (51) S. 143: 

^ = T = ^ r s w ^^^^ 

Die Formeln (59) und (60) erlauben die Berechnung von b für 
jedes System, es muß also auch wieder m ö g l i c h sein, die Beziehung 
zwischen b und a graphisch darzustehen; es wird dies im folgenden 
Kapitel näher besprochen werden. 

§ 5. E i g e n s c h a f t e n d e r ä h n l i c h e n S y s t e m e t a n g i e -
r e n d e r K r e i s e auf e iner K r e i s k e g e l f l ä c h e . Mehrere Eigen-
schaften, welche wir im vorigen Abschnitt für die „ähnhchen Systeme 
tangierender Kreise auf einer Ebene" nachwiesen, lassen sich in voll-
kommen gleicher Weise auch für diese Systeme auf der Kege l f läche 
beweisen. So wird es klar sein, daß, falls n > m ist, die «-ze i l ige 
Kegehoxodrome steiler ist als die m-zeilige. Ebenso lassen sich die 
Regeln, welche wir dort für die Richtung der Spiralen bei dreizähhgen 
und zweizähligen Kontakten ableiteten (S. 119 u. 120), in unveränderter 
For m auf diese Kreissysteme anwenden. A u s diesen Eigenschaften 

folgt dann wieder, daß, fahs « < 2 » / ist: • 360o ^ « ^ — • 360« 

ist. A u c h können wir wieder in dem abgerollten System den geo-
metrischen Ort von bestimmten Kreismittelpunkten konstruieren 
und auf diese Weise die abgerollten „Verschiebungskurven" erhalten, 
wir brauchen dazu nur die Gleichung (56) in Polarkoordinaten dar-
zustellen. EndHch kann auch hier nachgewiesen werden, daß bei 
kontinuierlicher Abnahme von b oder Zunahme von a die M ö g -
lichkeit besteht, daß man immer in Kontakten aus einer Reihe m, 
n, m + n, m + 2n usw. bleibt, daß man aber auch in andere Reihen 
übergehen kann. Nimmt man diese Anwesenheit eines Druckes in 
einem System von Kreisen, die man sich dabei als materielle Scheiben 
zu denken hat, an und zwar eines Druckes, welcher die beschrei-
benden Linien entlang und vom Scheitel weg gerichtet ist, dann ist 
damit die Notwendigkeit geschaffen, daß bei kontinuierlicher A b -
nahme von b oder Zunahme von a die Kontakte einer Reihe m, 
n, VI + n, m +2n usw. durchlaufen werden. 

D a ß man beim Fortrücken in einer bestimmten Kontaktreihe 
q dieselbe Limitdivergenz wie bei den „rege lmäßigen Systemen 

tangierender Kreise auf einer Kreiszyhnderfläche" erreichen wird, die 

durch die Formel ^'""1'^ • 360« dargesteht wird (man siehe S. 59), 

läßt sich auf ganz dieselbe Weise ableiten, wie das für die Systeme 
auf der Kreiszyhnderfläche geschehen ist. Dieselben Kontaktreihen 
haben also auf allen Kege l f lächen, auf der Ebene und auf der 
Zylinderfläche dieselbe Limitdivergenz. 
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Kapitel IV. Ihnliche Systeme tangierender Kreise auf einer 
Kreiskegelfläche. Zaiilenanwendungen. 

§ 1. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n a u n d « f ü r v e r s c h i e d e n e 
W e r t e v o n \p. Die Gleichung (56) ist allgemein gültig, also auch 
wenn i/; = 180", d. h. i V = 1 wird, sie geht dann über in: 

m a 
cos —TT-

_ l + a'" 
na. l + a" 

cos ——-

also in die Beziehung (40), die wir im vorigen Abschnitt für „ähnliche 
Systeme tangierender Kreise auf einer Ebene" ableiteten (S. 115). 
Es war dies zu erwarten, denn wenn ip = 180" ist, geht die Kege l -
fläche über in eine Ebene. 

Setzt man = O", also in der Gleichung'(56) A^ = 0, so wird 
dieselbe: 

l+a" 

und dieser Formel kann nur dann genügt werden, wenn a = 1 wird. 
A u c h dies war zu erwarten, denn für 1/̂  = 0" geht die Kege l f läche 
über in eine Kreiszylinderfläche und die Kreise eines rege lmäßigen 
Systems darauf haben gleiche Durchmesser. 

E s kommen also in diesem Kapite l diejenigen Werte von A^ 
in Betracht, welche zwischen 1 und 0 gelegen sind. 

Nehmen wir den F a l l m = 0,n=l,d.h. A,,, = 1, zl„ = 0 (siehe S. 33), 
so geht dabei die Gleichung (56) über in: 

cos A^-1800 

^ 1 + ^ ^ ^ 
c o s A " — 

a 
E s ist hierin ^ ^ 90 o und es muß also auch A^ • 180 o 

^ 900 sein, denn sonst könnte das erste Glied dieser Gleichung 
nicht positiv sein wie das zweite. E s folgt hieraus, daß die Glei-
chung (61) nur Geltung hat, wenn A ^ ^ ^ also nach (50): tp ^ 60» 
und nach (51b): f ^ 180" ist. 

D i e S y s t e m e m i t d e m K o n t a k t 0 u n d 1 s i n d a l s o 
n u r m ö g l i c h a u f K r e i s k e g e l f l ä c h e n , d e r e n S c h e i t e l -
w i n k e l k l e i n e r o d e r g l e i c h 60o, d e r e n a b g e r o l l t e S c h e i t e l -
w i n k e l m i t h i n k l e i n e r o d e r g l e i c h ISO" s i n d . 

Betrachten wir jetzt den Fal l m = 1, n = l, d. h. A,„ = 1, 
A,i = 0, so geht (56) über in: 

c o s A ^ ( ^ - 1 8 0 o 

c o s A ^ 
= 1 (62) 

E s wird dieser Gleichung für jeden Wert von A'' nur durch 
« = 180" genügt . E s f o l g t h i e r a u s , d a ß S y s t e m e mi t d e m 
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K o n t a k t 1 u n d 1 a u f a l l e n K r e i s k e g e l f l ä c h e n m ö g l i c h s i n d , 
u n d d a ß sie i m m e r eine D i v e r g e n z v o n 180" z e i g e n . 

E s sei bemerkt, daß der Kontakt 1 und 1 für eine be-
stimmte Kreiskegelf läche immer einerseits durch den dreizähligen K o n -
takt 1, 1 und 2 begrenzt, jedoch nur für den Fa l l ip ^ 6 0 " auch 
anderseits durch den dreizähhgen Kontakt 0, 1 und 2 abge-
schlossen wird. 

Bei anderen Werten von m und n können die Konstruktionen 
auf allen mögl ichen Kreiskegelf lächen ausgeführt werden wie beim 
Kontakt 1 und 1. 

§ 2. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n a u n d x f ü r = 28057'18" 

|^iV=-^j u n d f ü r = 60" ^ i V = u n d d e r e n g r a p h i s c h e 

D a r s t e l l u n g . A u s verschiedenen Gründen, die später klargelegt 
werden sollen, haben wir die Systeme auf derjenigen Kreiskegel-
fläche, für die yj = 28" 57' 18" ist, einem eingehenden Studium unter-
worfen. E s ist für diese Kegel f läche i V = ~ und also f = 90". 

Die verschiedenen Formeln, in die Gleichung (56) für diesen 
Wert von JV und bei verschiedenen Werten von m und n über-
geht, sind in der zweiten Kolumne der Tabelle X V I I I zu finden. 
W i l l man mit diesen Formeln bei bestimmten Werten von a die 
zugehörigen von x, oder umgekehrt, finden, so kann das meistens 
nicht direkt geschehen. W i r haben dazu wieder die graphische 
Methode angewandt. W e n n man diese Berechnungen für eine 
Reihe Werte von x ausführt, so kann man schließlich wieder die 
Beziehung zwischen a und x für verschiedene Werte von m und n 
graphisch darstehen. M a n findet diese Darstellung in F i g u r II der 
Tafel VII . E s enthält jedoch diese F igur noch K u r v e n , die 
nicht auf die hier gemeinte Kege l f läche Bezug haben. Zuerst sind 
darauf die K u r v e n der Darstellung I derselben Tafel, welche für 
die Kreissysteme auf einer Ebene, also für yj = 180" gelten, noch-
mals wiederholt. Oberhalb jeder der K u r v e n dieses Systems findet man 
nun noch zwei Kurvensysteme, welche dieselben Ziffern tragen und 
von denen das eine Bezug hat auf Kontaktsysteme auf einer 
Kreiskegelf läche, für welche yj = 60o ist, während das andere sich 
auf die jetzt betrachtete Kege l f läche yj = 28" 57' 18" bezieht. E s m u ß 
bemerkt werden, daß auf der Ebene der Kontakt 1 und 1 nur in dem 
GrenzfaU 1, 1 und 2 mögl i ch war, während für die Kege l f läche 
y) = 280 57'18" dieser Kontakt für mehrere Werte von a auftritt 
und einerseits durch den dreizähhgen Kontakt 1, 1 und 2, andersehs 
durch denjenigen 0, 1 und 1 abgeschlossen wird. E s schließt sich in 
diesem Punkt der Kontakt 0 und 1 an. Die Beziehung zwischen a und 
X für diesen letzten Kontakt wird durch eine K u r v e wiedergegeben, 
die sich einer geraden Linie nähert, welche fast horizontal verläuft. 

Obwohl also die Kurven , welche sich auf diese Kege l f läche be-
ziehen, in ihrem Verlauf g r o ß e Ähnhchke i t mit denjenigen, welche für 
die Ebene gehen, zeigen, so bildet dennoch die Anwesenheit der K u r v e n 
für den Kontakt 1 und 1 und denjenigen 0 und 1 einen bedeutenden 
Unterschied. 

W a s nun die K u r v e n der Darstehung betrifft, die sich auf 
die Kegel f läche mit dem Scheitelwinkel y) — 60o beziehen, so zeigen 
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Tabelle X V m . . 
Zweizählige Kontakte bei ähnlichen Kreissystemen auf einer Kreiskegelfläche. 

Kegelscheitelwinkel rp = 28" 57'8" (i\^ = i ) . 

Kontakte: Beziehung zwischen a und a: Rechtwinklige 
Kontakte: 

Andere merkw. 
Kontaktfälle: 

0 u. 1 
cos 45» 2 

a ~ l + a 
c o s -

a = 0" 
a = 0,17158 

a = 144° 
a = 0,1985 

1 u. 1 a = 180" a = 180» 
a = 0,4559 

1 u. 2 

a 

cos ( 4 5 " - ^ ] 

a = 143» 30' 
a = 0,729 

2 u. 3 

cos (45"-̂ ] 
cos 45» 

a =: 138» 30' 
a = 0,886 

3 u. 5 

cos 45» 

cos ^ 9 0 » - ^ 

) l + a' a = 137» 39' 
a = 0,955 

5 u. 8 
c o s f g o " - ^ " ) 

cos (« - 135») l + a» 

cc = 137°31' 
a = 0,9825 

1 u. 3 

a. 
« " 8 

» ( « . - ^ ; 

l + a 
- l + a» " 

a = 107" 50' 
a = 0,854 

a = 120" 
a = 0,829 

3 u. 4 

cos (45»- '̂ 
c o s ( j _ 4 5 » ) 

- l + a^>^ 
a = 100« 48' 
a =z 0,939 

1 u. 4 
cos 

• 

a = 90» 
a = 0,903 

2 u, 5 

cos 

cos 1 

a = 144» 
a = 0,932 
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auch diese in ihrem Verlauf mit denjenigen, die auf die Ebene und 
auf die Kegel f läche xp = 28» 57' 18" Bezug haben, g r o ß e Ä h n h c h -
keit. E s muß bemerkt werden, daß hier der Kontakt 1 und 1 für 
mehrere Werte von a mög l i ch ist, daß aber der Kontakt 0 und 1 
zwar theoretisch m ö g h c h ist, aber nur für « = 0. N u n wird eine 
Konstruktion, für die « = 0 ist, dargestellt durch einen einzigen 
Kreis und hat also keinen praktischen Wert. Praktisch endet also 
hier die Darstellung schon vor dem Punkt « = 0, a = 180», theore-
tisch aber gehört die ganze Abszissenachse noch hinzu. 

Bei näherer Betrachtung enthält unsere Darstellung noch 
eine vierte Serie Kurven . Für den F a l l , daß xp = 0» ist und 
also die Kegel f läche in eine Zylinderfläche übergeht, wird für alle 
Werte von a der Faktor « = 1 sein. A l so wird die Reihe Kurven , 
die sich auf diesen Fal l beziehen, dargestellt durch die horizontale 
Linie, die unsere Darstellung an der oberen Seite abgrenzt. A u f 
dieser Linie hätten wir also z. B . bestimmte Punkte angeben können, 
welche die dreizähligen Kontakte für die Kreiszyhnderf läche be-
zeichneten und für die wir die Werte von a aus den Tabellen II 
und I V entnehmen könnten. E s hat diese E r w ä g u n g für unsere 
weiteren Betrachtungen eine gewisse Bedeutung. 

§ 3. D i e W e r t e v o n a u n d a f ü r d r e i z ä h l i g e K o n t a k t e . 
Die TabeUe X I X enthält die Werte von a und a für einige drei-
zählige Kontakte auf der Kegelf läche, für die 

. w = 2 8 » 5 7 ' 1 8 " f A ^ = 4 , C = 90»^ 
V 4 / 

ist. E s sind diese Werte mit Ausnahme des ersten, welcher direkt 
berechnet wurde, durch graphische A n n ä h e r u n g gefunden, und wir 
haben diese A n n ä h e r u ng nicht weiter fortgesetzt, weil die Auswahl 
einer Kegel f läche doch immer etwas Wil lkürl iches hat. 

Tabelle XIX. 
Dreizählige Kontakte bei ähnlichen Kreissystetnen auf einer Kreiskegelfläche. 

Kegelscheitelwinkel y, = 28» 57' 18" 
- = 1 

Kontakte; Divergenz Hauptverhält-
nis (a): 

0, 1 u. 1 180° 0,2167 
1, 1 u. 2 180» 0,625 
1, 2 u. 3 128° 30' 0,823 
2, 3 u. 5 142» 6' 0,929 
3, 5 u. 8 135° 55' 0,972 
1, 3 u. 4 96° 55' 0,901 

Eine Vergleichung dieser Werte mit denjenigen, welche wir in den 
Tabellen II (S. 38) und I V (S. 53) für die dreizähligen Kontakte auf der 
Kreiszyhnderfläche und in der TabeUe X I V (S. 126) für solche auf der 
Ebene gabeni), wird ergeben, daß die Werte von a für dieselben 
Kontakte nur sehr wenig von einander verschieden sind. Dasselbe 
wird man finden, wenn man diese Kontakte für andere Werte von yi be-
rechnet und eine genauere Annäherungsberechnun g als die von uns 

1) Man siehe auch die Tabelle X V S. 126. 
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ausgeführte wird dann ergeben, daß die Werte von a für dreizähHge 
Kontakte für die Kreiskegelf läche zwischen denjenigen liegen, 
welche für dieselben Kontakte auf der Kreiszyl inderfläche und auf 
der Ebene gelten. Die größte Differenz, welche die Werte von a 
für dieselben dreizähligen Kontakte aufweisen können , ist die, 
welche die Werte von a für den dreizähligen Kontakt 1, 2 und 3 
auf der Kreiszylinderfläche und auf der Ebene aufweisen, d. i. also 
24' 15". Für höhere Kontakte wird die Differenz immer geringer. 

M a n kann diesen wichtigen Schluß auch aus unserer Dar-
stellung II Tafel V I I ablesen. Dort liegen ja dieselben dreizähligen 
Kontakte für verschiedene Werte von y fast genau auf vertikalen 
Linien. E s wird dies besonders dann klar, wenn man nach der Schluß-
bemerkung des vorigen Paragraphen auf der horizontalen Linie « = 1 
die dreizähligen Kontakte für die Kreiszylinderfläche abträgt. A u s 
unserer Figur ersieht man noch, daß die Verbindungslinie der K o n -
takte 1, 2 und 3 merkbar, aber doch ganz wenig von der vertikalen 
Richtung abweicht, für die übrigen Verbindungslinien überein-
stimmender Kontakte ist das nicht mehr der Fal l . 

§ 4. D i e D a r s t e l l u n g der a l l g e m e i n e n B e z i e h u n g 
z w i s c h e n ß , « u n d ij) im R ä u m e . Der Zusammenhang der Tat-
sachen, die wir in den vorigen Paragraphen besprachen, wird 
wesentlich verdeutlicht, wenn wir die Beziehung zwischen a, a 
und \p, wie sie durch die Gleichung: 

cos NV~-A,„-180" 

cos A" 

l + a" 
nv. , ,„„„\ l+a"1"'' 

worin A^ = s i n ^ , gegeben wird, graphisch darstellen. Dazu 
Li 

werden wir auf der nach rechts laufenden horizontalen Achse 
wieder die Werte von a abtragen, auf der vertikalen diejenigen 
von a und auf der dritten Achse diejenigen von ^ . W e i l die 
F igur für mehrere Werte von /// und n sehr kompliziert werden 
würde, so haben wir uns auf eine geringe Anzahl Kontaktfäl le be-
schränkt und auf Tafel X I die hierfür geltende Raumfigur in schiefer 
Projektion (Kavalierperspektive) wiedergegeben. 

Zuerst bemerken wir, daß die vier Kurvensysteme der graphischen 
Darstellung II Tafel V I I die Schnittlinien darstellen, die man be-
kommt, wenn man die Flächen der Raumdarstellung durch die 
Ebenen = 0, ^p =280 57'18", -ip = 60» und y = I80o schneidet. 

In unserer Raumdarstellung sind diese vier Ebenen angedeutet 
und man kann darin die vier Kurvensysteme, soweit die Kontakte 
berücksichtigt wurden, wiederfinden. Hat man sich von der Lage 
dieser Kurvensysteme Rechenschaft gegeben, so wird es deuthch 
sein, daß die Beziehung zwischen a, a und yp dargestellt wird: 

1. für den Kontakt 0 und 1 durch die F läche ABCD, 
2. „ „ „ 1 „ 1 „ •„ Ebene ABE, 
3. „ „ „ 1 „ 2 „ „ Fläche AEFG, 
4. „ „ „ 1 „ 3 „ „ „ GFHD. 

Mehrere Kontaktfä l le wurden bei unserer Darstellung nicht berück-
sichtigt. E s m u ß hierbei noch bemerkt werden, daß die Fläche 
ABCD nicht die vol lständige Beziehung zwischen a, « und y für 



156 Dritter Abschn. Einfache Systeme auf einer Kreisicegelfläche. 

den Kontakt 0 und 1 darstellt, dazu muß man sich diese Fläche 
nach hnks fortgesetzt denken bis die Divergenz 0 » erreicht wird. 

Die K u r v e n , welche die angegebenen Flächen gemeinsam 
haben, beziehen sich auf die dreizähhgen Kontakte. E s sind in 
unserer Darstehung vier solcher K u r v e n gezeichnet worden, nämlich: 

die K u r v e AB, welche auf den Kontakt 0, 1 und 1, 
,1 „ AB, ,, „ „ „ 1, 1 „ 2, 

„ GF, „ , 1, 2 „ 3 und 
„ „ DI/, „ „ „ „ 1, 3 „ 4 

Bezug hat. 
Die Kurven AB und AB sind natürlich ebene K u r v e n ; es 

ist ja (siehe S. 151) für den Kontakt 1 und 1 immer « = 180"!). 
A b e r auch die beiden anderen K u r v e n können nach dem, was wir 
im vorigen Paragraphen besprachen, als ebene K u r v e n betrachtet 
werden, weil der Wert oc für dieselben dreizähligen Kontakte auf 
verschiedenen Kegel f lächen als nahezu konstant zu betrachten ist. 
E s gilt dies natürlich ebensogut für die Kurven , welche sich auf 
dreizählige Kontakte beziehen, die wir hier nicht berücksicht igt haben. 

Ferner sei darauf hingewiesen, daß alle Flächen, welche die Be-
ziehung zwischen a, x und y) darstellen, mit Ausnahme der ebenen 
Fläche ABE, an der einen Seite durch einen Tei l der Linie AD be-
grenzt werden. A u ß e r d e m werden alle diese Flächen mit Ausnahme 
der beiden Flächen ABGD und ABE vorne durch eine K u r v e des-
jenigen Kurvensystems begrenzt, das die Beziehung zwischen a 
und oc für die Kreiskonstruktionen auf einer Ebene darstellt und 
auf Tafel V I I in der F i g . I zu finden ist. E s folgt hieraus, daß alle 
Flächen (praktisch) durch ebene K u r v e n begrenzt werden. Beachtet 
man diesen Umstand, so wird es leicht sein, sich auch eine V o r -
stellung von der Lage von Flächen zu machen, welche wir nicht 
abbüdeten. 

Die Kurven , welche auf die dreizähligen Kontakte der Haupt-
reihe Bezug haben, fallen nacheinander auf verschiedene Seiten der 
Fläche a = 137 0 30' 28", welche wir als „Grenzfläche der Hauptreihe" 
bezeichnen wollen. Werden in dieser Reihe m — oo und « = c», 
so fällt die K u r v e für den dreizähligen Kontakt mit der Linie NQ 
zusammen. E s schneidet also die Grenzfiäche der Hauptreihe alle 
Flächen, welche sich auf Kontakte dieser Reihe beziehen, mit A u s -
nahme der Ebene ABE, welche für den Kontakt 1 und 1 gilt. Man 
findet in unserer Figur die Schnitthnien mit den Flächen ABGD 
und AEFG angegeben. Dieselbe Bedeutung, die die Ebene oc = 
137 » 3 0 ' 2 8 " für die Hauptreihe besitzt, hat die Ebene oc = 99» 30'5" 
für die erste Nebenreihe. E s ist folglich diese Ebene als „Grenz-
fiäche der 1. Nebenreihe" bezeichnet. 

Ist diese Raumdarstellung besonders geeignet, eine Einsicht in 
die vollständige Beziehung zwischen a, « und y) zu geben, so sind 
für ein genaueres Studium diejenigen Fälle passender, bei denen 

1) Die GleicliuDg der Kurve AB findet man, indem man in (61) a = 180° setzt, 
. . , cos iV-180° 2\l~^ 

sie ist also ^ QQ, = \ -\- a '" Ĵ̂ '̂̂ e der Kurve AE bekommt man dadurch, daß 
man in (56) m = \, « = 2, Am = 0, An = 1 und a. — 180» setzt, sie ist: 

cos A ^ - 9 0 ° = j ^ " ; ) ^ - Diese Kurven sind auf dü-ektem Wege konstruiert 
worden. 
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entweder a, a oder als konstant betrachtet werden. Die K u r v e n -
systeme, welche sich auf diese Fäl le beziehen, wird man erhalten, 
wenn man unsere Raumdarstellung durch Ebenen schneidet, welche 
rechtwiriklig zu einer der Achsen stehen. Der F a l l , bei dem •̂ ' 
verschiedene konstante Werte annimmt, wurde schon in § 2 dieses 
Kapitels besprochen, es bleiben jetzt noch die Fälle, bei welchen a 
oder a bestimmte Werte besitzen, übrig. 

§ 5. V e r s c h i e d e n e S y s t e m e , w e l c h e mi t e in u n d d e m -
se lben W e r t v o n a m ö g l i c h s ind . Denkt man sich unsere R a u m -
darstellung durch verschiedene Ebenen, für die a konstant ist, ge-
schnitten, so werden niemals alle Flächen dieser Darstellung durch 
dieselbe Ebene getroffen und daraus lassen sich mehrere wichtige 
Schlüsse ziehen, von denen wir hier einige angeben wollen: 

1. Mit der Divergenz 180 » k ö n n e n ausschließlich Kontaktsysteme 
1 und 1 hergestellt werden; solche sind auf allen Kege l f lächen mögl ich . 

2 
2. M i t der Divergenz — • 360» = 144» können nur Systeme mit 

ö 
dem Kontakte 0 und 1, solche mit dem Kontakte 1 und 2 und 
solche mit dem Kontakte 2 und 5 angefertigt werden. A u f K e g e l -
flächen, deren Scheitelwinkel g r ö ß e r als 60» ist, sind jedoch keine 
Systeme mit dem Kontakte 0 und 1 mögl ich , die beiden anderen 
Kontaktfä l le sind auf allen mög l i chen Kege l f lächen zu realisieren. 

3. Mi t der Divergenz (1 — 360» = 137 » 30' 28" sind Systeme 
m ö g l i c h mit allen Kontaktfäl len der Hauptreihe, mit Ausnahme des 
Kontaktes 1 und 1. Die Systeme mit dem Kontakte 0 und 1 sind 
wieder u n m ö g l i c h auf Kege l f lächen , deren Scheitelwinkel größer 
als 60« ist. 

4. Systeme mit der Divergenz — • 3 6 0 » = 120» sind nur m ö g l i c h 
o 

mit dem Kontakte 0 und 1 und mit dem Kontakte 1 und 3. Für 
die Systeme mit dein Kontakte 0 und 1 gilt dieselbe B e s c h r ä n k u n g 
wie in den Fällen 2 und 3. 

M a n kann diesen Schlüssen nach Belieben andere hinzufügen. 
§ 6. V e r s c h i e d e n e S y s t e m e , d ie mi t e in u n d d e m s e l b e n 

W e r t v o n a m ö g l i c h s ind . V o n noch g r ö ß e r e m Interesse ist die 
Frage nach den Systemen, welche mit einem bestimmten Wert von 
a auszuführen sind. W i e gesagt, m u ß man zur L ö s u n g dieser Frage 
die Raumdarstellung durch Ebenen, für die a konstant ist, d. h. 
also durch horizontale schneiden. E s ist in unserer F i g ur eine 
solche Schnittfläche, wofür a = 0,5, eingezeichnet worden. A u ß e r d e m 
wurde in der graphischen Darstellung I V Tafel III das K u r v e n -
system, das man in dieser Weise erhält, nochmals wiederholt, 
während darin auch ein solches für ß = 0,8 konstruiert worden ist. 
Die K u r v e h dieser F igur haben auch auf solche Kontaktfä l le Bezug, 
welche bei unserer Raumdarstellung nicht berücksicht igt wurden. 

W a s die Anfert igung dieser Darstellung betrifft, so sei bemerkt, 
daß dieselbe aus der Formel (56) durch Berechnung von verschiedenen 
zusammengehör igen Werten von i/) und « für a = 0,5 oder a — 0,8 auf-
zufinden war und also wiederum zu Annäherungsrechnunge n Veran-
lassung gab. 

W i r wollen nun zuerst darauf hinweisen, daß, falls man die 
räumliche graphische Darstellung durch horizontale Ebenen schneidet. 
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für die a sehr klein ist, nur drei Schnittkurven auftreten können 
und zwar mit den Flächen ABCD, ABE und AEFG. Dies wird 
so bleiben bis die horizontale Ebene durch den Punkt F dieser 
Darstellung geht. D a nun dieser Punkt dem dreizähligen Kontakt 
1, 2 und 3 für Kreiskonstruktionen auf einer Ebene entspricht und 
nach Tabelle X I V (S. 126) a = 0,346013, a = 128» 10' 22", yj = 180», 
so folgt hieraus folgender wichtiger Schluß: 

Mit Werten von a, die kleiner sind als 0,346013, k ö n n e n nur 
Systeme mit dem Kontakt 0 und I, 1 und I oder I und 2 dar-
gestellt werden. 

Ferner läßt sich leicht folgende Rege l einsehen: 
Mit Werten von a, die zwischen 0,346013 und 0,6161 (Kontakt I, 

3 und 4) liegen, lassen sich Systeme mit dem Kontakte 0 und 1, 
1 und 1, 1 und 2, 2 und 3 oder 1 und 3 anfertigen. 

Solche Regeln lassen sich in einfacher Weise vermehren. 
A b e r auch in anderer Hinsicht läßt die gegebene Betrachtung 

und besonders die Darstellung I V auf Tafel III wichtige Schlüsse zu. 
So folgt daraus, daß dieselben Kontaktfäl le mit größeren 

Werten von a nur auf steileren Kegel f lächen m ö g h c h sind; z. B . 
ist der Kontakt 1, 2 und 3 mit a = 0,5 auf einer Kege l f läche vom 
Scheitelwinkel von + 113", mit « = 0,8 auf einer solchen vom 
Scheitelwinkel von +47" mögl ich . 

V o n besonderer Wichtigkeit ist noch folgende Ü b e r l e g u n g : 
Betrachtet man eine Reihe Konstruktionen mit demselben 

Wert von a, so kann man sich diese durch kontinuierliche Zu- oder 
Abnahme von •tp in einander übergehend denken. A u s der genannten 
Darstellung geht nun hervor, daß man durch Zunahme von yj immer 
höhere Kontaktfäl le finden muß, durch Abnahme niedrigere. Durch 
kontinuierliche A b n a h m e von yj m u ß man die Kontakte einer 
Kontaktreihe m, n, m + n, m-\-2n usw. durchlaufen; durch eine 
Z u n a h m e kann man jedoch auch in andere Reihen übergehen. 

Denkt man sich also eine unveränderl iche Serie Kreise, deren 
Radien eine geometrische Reihe bilden, auf einer Kege l f läche mit 
veränderlichem Scheitelwinkel derart aufgestellt, daß immer ein 
Kontaktsystem bestehen bleibt, so wird man beim Steilerwerden 
der Kege l f läche niedrigere, beim Flacherwerden höhere Kontakte 
beobachten müssen. 

A u c h hier wird unter der Voraussetzung, daß die Kreise 
materielle Scheiben sind, die Annahme eines Druckes, der vom 
Scheitel aus die beschreibenden Linien entlang wirkt, genügen , um 
auch beim Flacherwerden der K e g e l die Kontakte eine bestimmte 
Kontaktreihe m, n, m-\-n, m-\-2n usw. durchlaufen zu lassen. 

§ 7. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d « . Nachdem wir ge-
sehen haben (S. 144), daß die „ähnhchen Systeme tangierender Kreise 
auf der Kreiskegelfläche" als ein Kettenglied betrachtet werden 
können zwischen den ähnlichen auf der Ebene und den rege lmäßigen 
auf einer Kreiszylinderfläche, so wird man von vornherein erwarten 
können , daß die Beziehung zwischen b und a für erstere Systeme 
auch mit derjenigen, welche wir für die beiden letzteren fanden, Über -
einstimmung zeigen wird. W i r bringen nämHch in Erinnerung, 
daß die graphische Darstellung dieser Beziehung für Ebene und 
Zylinderfläche vom Kontakte 1, 2 und 3 ab gerechnet, praktisch als 
identisch betrachtet werden konnte (man' siehe Darstellung II 
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Tafel II), während wir die Abweichung für den Kontakt 1 und 2 
in der graphischen Darstellung III Tafel III wiedergaben. A u c h 
heben wir nochmals hervor, daß die Darstellung für die Ebene im 
Punkte (5 = 0,5 (x = 1800 endete. 

Berechnet man nun die zusammengehör igen Werte von b und 
« für die ähnlichen Systeme tangierender Kreise auf einer Kreis -
kegelfläche, so stellt sich heraus, daß wieder vom Kontakt 1, 2 und 3 
ab, die K u r v e n der Darstellung mit denjenigen unserer Darstellung II 
Tafel II praktisch zusammenfallen, während ahe Kurven , die sich 
auf den Kontakt 1 und 2 beziehen, zwischen die beiden der Dar-
stellung III auf Tafel III fallen, und zwar um so mehr in die Nähe 
der K u r v e für die Ebene, je größer xp, und um so mehr in die Nähe 
der Parabel für die Zyhnderfläche, je kleiner y) ist. 

Dabei muß aber bemerkt werden, daß, sobald y) kleiner als 
180 0 ist, Systeme mit dem Kontakt 1 und 1 mög l i ch sind und 
also auch ein T e h der Linie a = 180o der graphischen Darstellung 
hinzugefügt werden muß. Jedoch kann der Kontakt 0 und 1 erst 
auftreten, wenn i / ; ^ 6 0 0 ist, und folglich wird erst für diese Fälle die 
Gerade für den Kontakt 1 und 1 bis zu dem Punkt ^ = 1, a = 180» 
durchlaufen und auch die Linie 3 = 1 einen Tei l der Darstellung 
bilden. 

Für Kegel f lächen, bei denen < 60o ist, wird also die Ü b e r -
einstimmvmg mit der Darstellung II T a f II sehr vollkommen und 
diese letztere kann dann für praktische Zwecke immer unverändert 
angewandt werden. 

A u s dem Gesagten ergibt sich, d a ß d ie E i g e n s c h a f t e n , d ie 
wir aus der B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d <x f ü r d ie S y s t e m e 
auf der Z y l i n d e r f l ä c h e in K a p . V des e r s t e n A b s c h n i t t e s 
a b l e i t e t e n , mi t w e n i g e n Ä n d e r u n g e n a u c h auf d iese B e -
z i e h u n g b e i S y s t e m e n auf K e g e l f l ä c h e n A n w e n d u n g f i n d e n . 
Es ist dies eines der wichtigsten Resultate, zu denen unser Studium 
geführt hat. 

§ 8. A n f e r t i g u n g d e r g e o m e t r i s c h e n K o n s t r u k t i o n e n 
auf d e r a b g e r o l l t e n K e g e l f l ä c h e . Obwohl die Methode der 
Anfertigung von Kreiskonstruktionen auf der abgerollten Kege l -
fläche aus dem früher Gesagten bereits hervorgeht, so m ö g e doch 
hier eine solche Konstruktion der Wichtigkeit wegen an einem be-
stimmten Beispiel erläutert werden. 

Nehmen wir den Fa l l , daß auf einer Kre iskege l f läche , für 

welche xp = 2 8 » 5 7 ' 1 8 " also A^ = ^ und C = 90« ist, ein Kontakt-
system mit dem Kontakt 1, 2 und 3 besteht, und daß wir eine 
Zeichnung davon auf der abgerollten Kege l f läche entwerfen sollen. 
Nach der Tabelle X I X (S. 154) ist für diesen Kontakt a = 1280 30' 
und a = 0,823. A u f der abgerollten Kege l f läche ist dann die Diver-
genz nach (52) (S. 144) a' = A^a = 32'>7',5. Das Verhähnis der Leit-
strahlen nach den Punkten auf der Hauptspirale ist in der ab-
gerollten Figur natürlich ebenfalls 0,823. 

Man beginnt damit (siehe F i g ur 35) den W i n k e l C )̂ (hier 90») 
zu zeichnen, welcher die abgerollte Kege l f läche darstellt, so daß die 

1) Durch einen Irrtum wurde in unserer Figur dieser Winkel durch anstatt 
durch f bezeichnet. 
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ganze Figur innerhalb der Schenkel dieses Winkels liegen muß. 
Darauf trägt man von einem dieser Schenkel aus, wozu wir den 
vertikalen wählten, dreimal den W i n k e l a' ab, indem man die Linien 
Tl, T2 und T(3) konstruiert. Die letzte Linie wird außerhalb 

der Schenkel des Winkels f fallen und mit dem horizontalen 
Schenkel einen W i n k e l o T (3) bilden. Dieser letzte wird nun wieder 
vom vertikalen Schenkel aus abgetragen, indem die Linie T3 kon-
struiert wird, und darauf wird von dieser Linie aus nochmals drei-
mal der Winkel a' angetragen. Die Linie 7" (6) fällt wieder außer-
halb des Winkels f und gibt Veranlassung zur Konstruktion der 
Linie T 6. In dieser Weise kann man solange weitergehen bis 
man soviel Linien Tl, T2, 7 3, 7*4 usw. konstruiert hat als man 
Kreise im System einzeichnen will. 
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E s wird nun auf dem vertikalen Schenkel ein Punkt 0 beliebig 
gewählt und darauf auf der Linie Tl der Punkt 1 so angenommen, 
daß der Abstand Tl « -mal den Abstand TO beträgt. In gleicher 
Weise werden die Punkte 1, 2, 3 usw. bestimmt. Hiermit sind dann 
die Mittelpunkte der Kreise des Systems aufgefunden. 

E s erübrigt sich jetzt noch anzugeben, in welcher Weise man 
die Radien der Kreise finden kann. Bedenkt man, daß der Kre is 0 
den Kre i s 1 tangiert und daß der Berührungspunkt auf der Linie 
liegt, welche den W i n k e l 0 Tl halbiert, so ist dadurch sowohl der 
Radius des Kreises 0 als derjenige des Kreises 1 bestimmt. D a 
aber der Kre is 0 auch die Kreise 2 und 3 tangiert, so kann man 
noch auf zwei andere Weisen die Strahlen des Kreises 0 finden und 
hat dann eine .Kontrolle für die Richtigkeit der Konstruktion. 
A u ch die Strahlen der anderen Kreise sind auf gleiche Weise zu 
bestimmen und damit ist die Konstruktion weiter auszuführen. 
Dabei m u ß dann noch bemerkt werden, daß, falls ein Kre i s nicht 
ganz innerhalb der Schenkel des Winkels C liegt, wie es z. B . mit 
dem Kreis 3 der F a l l ist, der ergänzende Tei l sich in einfacher 
Weise konstruieren läßt, indem man den zugehör igen Mittelpunkt, 
hier also (3), außerhalb dieses Winkels aufsucht. E s wird dies keiner 
näheren Erör terung bedürfen. 

W i r bemerken noch, daß wir eine ganze Reihe Konstruktionen 
auf der abgerollten Kreiskege l f läche tatsächlich ausgeführt haben. 
Diese Figuren wurden hier jedoch nicht reproduziert, weil sie für 
unsere weiteren Betrachtungen keine besondere Bedeutung besitzen. 
In viel höherem M a ß e ist das dagegen mit den Figuren der Fal l , 
welche sich aus diesen Konstruktionen ableiten lassen und welche 
die horizontale Projektion der Systeme auf der Kege l f läche dar-
stellen. Im folgenden Kapite l wird hierüber ausführlich gesprochen 
werden. 

Kapitel V. Die horizontale Projektion ähnlicher Systeme 
tangierender Kreise auf einer Kreiskegelfläche. 

§ 1. D i e h o r i z o n t a l e P r o j e k t i o n e ines K r e i s e s auf 
e iner K r e i s k e g e l f l ä c h e : D i e F o l i o i d e . W i r haben bereits 
früher gesagt, daß wir uns die Kege l f läche immer mit der Achse 
vertikal aufgestellt denken und haben bei dieser Annahme nach-
gewiesen, daß die horizontale Projektion eines „ähnlichen Punkt-
systems auf der Kegel f läche" ein solches System auf einer Ebene 
bildet. W e n n wir uns jetzt fragen, was die horizontale Projektion 
eines „ähnlichen Systems tangierender Kreise auf einer Kreiskegel-
fläche" darstellt, so m u ß zuerst die Frage beantwortet werden, wie 
sich die horizontale Projektion eines Kreises auf einer solchen Fläche 
gestaltet. Dabei bedenke man, daß wir -unter einem „ K r e i s auf 
einer Kreiskegelf läche" eine Raumkurve auf dieser F läche verstanden, 
die, wenn diese Fläche auf einer Ebene abgerollt wird, in einen 
wirklichen Kre is übergeht. 

E s ist der horizontalen Projektion eines solchen Kreises von 
uns der Name: F o l i o i d e gegeben worden. W i r werden nämlich 

I t e r s o n , Studien über Blattstellungen. 11 
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nachweisen, daß diese K u r v e mit den Querschnitten junger Blätter 
die größte Ähnl ichkei t hat. 

E s läßt sich diese horizontale Projektion in ganz einfacher 
Weise konstruieren, sobald der Kreis auf der abgerollten Kege l -
fläche gegeben ist. Bezeichnet man einen Leitstrahl, der aus dem 
Scheitel der abgerollten F igur gezogen ist, mit g', den entsprechen-

den Leitstrahl in der hori-
zontalen Projektion mit Q, Fig. 36. 

a. 

so wird nach § 5 S. 143 

e = sin ^ = NQ'. Nennt 

man ferner den W i n k e l 
zwischen zwei Leitstrahlen 
auf der abgerollten F läche 99' 
und den entsprechenden auf 
der horizontalen Projektion 
cp, so wird nach demselben 

Paragraphen cp = -i— = ~ 

sin 2 

Z. B . haben wir in F i g . 36 )̂ 
den Fa l l gesetzt, daß auf 
einer Kreiskegel f läche , für 
die 1/; = 280 57'18" und also 

N = \ , f = 9002) ist, ein 

b. 

Kreis gezogen ist, der ab-
gerollt den mit dem Strahl 
r' um M' beschriebenen 
(Fig. 36 a) darstellt. E s wird 

in diesem F a l l Q ~ -TQ' und 
93 = 4 93'. ^ 

Stellt nun O die horizon-
tale Projektion des K e g e l -
scheitels, M diejenige von 

M' dar, sodaß OM = \TM' 
4 

ist, so kann man die hori-
zontale Projektion, welche 

einem willkürlichen Punkt V entspricht, in folgender Weise kon-
struieren: Man ziehe vom Scheitel T aus nach diesem Punkt den 
Leitstrahl Q', dieser m ö g e mit TM' einen W i n k e l 9' einschließen. 
Darauf konstruiere man von O aus die Linie OV in der Weise, daß 

bildet, und nehme nun OV mit ö i l / e i n e n W i n k e l ö = — = 4 ö ' 
0 V = N.Q' ^ Q. ^ 

A u f diese Weise kann man so viele Punkte der K u r v e bestimmen, 
als man wünscht, und damit ist die gestellte F'rage beantwortet. 

1) Fig. 37 (S. 109) stellt eine "Wiederholung von Fig. 36 b in einem größeren 
Maßstab dar. 

2) Irrtümlicherweise wurde in unserer Figur der Winkel f durch x bezeichnet. 
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Im folgenden Kapite l werden die Eigenschaften der Folioide 
ausführlich besprochen, die Bedeutung des Kreises um den Punkt 
Min F i g . 36b wird dann auch erklärt werden. Hier m ö g e nur 
darauf hingewiesen werden, daß auf allen Leitstrahlen, welche die 
Kurv e schneiden, zwei Punkte derselben liegen, daß ferner die 
Figur symmetrisch ist in Bezug auf die Linie OM und daß die 
Tangenten von T aus an den Kxeis in der Projektion übergehen 
in Tangenten, die von O aus an die Folioide gezogen sind. A u c h 
sei noch bemerkt, daß wir die Projektion des Kreismittelpunktes 
als „Mitte lpunkt der Folioide" bezeichnen werden. 

§ 2. Ä h n l i c h e S y s t e m e t a n g i e r e n d e r F o l i o i d e n . W i r d 
nun von einem „ähnlichen System tangierender Kreise auf einer 
Kreiskegelf läche" die horizontale Projektion dargestellt, so wird 
daraus ein System von P"olioiden resultieren, das folgende E i g e n-
schaften besitzt: 1. die Mittelpunkte der Folioiden bilden ein ähnliches 
System von Punkten auf einer Ebene mit dem Hauptverhältnis a, 
2. ' alle Fohoiden sind ähnliche Figuren und die übereinstimmenden 
Linien von zwei aufeinander folgenden zeigen das Verhältnis a, 
3. jede Fohoide tangiert vier oder sechs andere, 4. im ganzen 
System schneiden sich nirgends Fohoiden. E i n solches System 
werden wir „ein ähnhches System tangierender Fohoiden" nennen. 

D a nun im vorigen Kapite l nachgewiesen wurde, wie man 
die Konstruktionen tangierender KJ-eise auf der abgerollten K e g e l -
fläche ausführen kann, sobald bei einem bestimmten Kontakte die 
Werte von a und a gegeben sind, und wir soeben gesehen 
haben, wie dann von jedem Kre i s die horizontale Projektion ent-
worfen werden kann, so ist hiermit die Methode der Konstruktion 
„ähnlicher Systeme tangierender Folioiden" gegeben. Folgendes 
Beispiel m ö g e dies noch näher erläutern. 

Gesetzt, wir wohen das „ähnhche System tangierender Fo l i -
oiden" konstruieren, das die horizontale Projektion desjenigen 
„Systems tangierender Kreise" darstellt, das abgerollt durch die 
früher besprochene F i g . 35 (S. 160) dargestellt wird. E s zeigte dieses 
Kreissystem den Kontakt 1, 2 und 3 und es war dafür 

i V = -^, C = 90", a = 0,823, <x = 1280 30'. 

Man konstruiere zuerst die horizontale Projektion des Leit-
strahls, der vom Kegelscheitel nach dem Punkt 0 gezogen ist, in-
dem man von einem Zentrum O aus eine Linie von der L ä n g e 
iV- TO abträgt. Bedenkt man nun, daß das ähnliche Punktsystem, 
welches durch die Folioidenmittelpunkte gebildet wird, nach § 4 
S. 142 dieselben Werte für a und « besitzt wie das System auf der 
Kege l f läche , und daß der Punkt 0 bestimmt ist, so kann man das 
System dei' Folioidenmittelpunkte konstruieren. Darauf zeichnet 
man nach den Regeln aus dem vorigen Paragraphen die horizontalen 
Projektionen der Kreise aus F i g . 35 ein. Das Resultat dieser K o n -
struktion findet man in F i g . 4 Tafel X und man sieht, daß auch 
diese F i g ur den Kontakt 1, 2 und 3 aufweist, wie zu erwarten war. 

§ 3. E i g e n s c h a f t e n der ä h n l i c h e n S y s t e m e t a n g i e r e n -
der F o l i o i d e n . Zahlreiche Eigenschaften dieser Systeme gehen 
unmittelbar aus dem Umstand hervor, daß sie die horizontale Pro-
jektion „ähnhcher Systeme tangierender Kreise auf einer Kre is -

11« 
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kegelfiäche" darstellen. So folgt daraus, daß die Beziehung zwischen 
a und a für die ähnlichen Systeme tangierender Folioiden dar-
gestellt wird durch die Gleichung (56): 

Imv. \ 
cosN • Am • 180» 

l + a 

cosN ~-A„.180" 
\ 

1 + a" 

E s haben also auch die graphische Darstellung II auf Tafel V I I 
und diejenige auf Tafel X I ebensogut für die Systeme tangierender 
FoHoiden Geltung wie für solche tangierender Kreise auf einer 
Kreiskegelf läche. 

Ebenso ergibt sich, daß bei dem Kontakte m und n, falls 
n > VI ist, die «-ze i l ige Spirale die steilere ist. A u c h die Regeln, 
welche wir für die „rege lmäßigen Systeme tangierender Kreise auf 
einer Kreiszylinderfläche" und für die „ähnlichen Systeme tangie-
render Kreise auf einer Ebene" ableiteten betreffs der Richtung 
der Kontaktspiralen für dreizählige und zweizählige Kontakte, werden 
hier unverändert Anwendung finden, da sie auch für „ S y s t e m e auf 
der Kreiskegelf läche" gült ig waren. 

Die Näherungswerte der Divergenz bei bestimmtem Kontakte, 
ebenso wie die Limitwerte beim Fortrücken in einer Kontaktreihe, 
werden wieder durch dieselben Formeln ausgedrückt. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Betrachtung des Faktors b 
für diese ähnlichen Systeme tangierender Folioiden. Naturgemäß 
definieren wir den Faktor b für eine Folioide als das Verhältnis 
zwischen dem Winke l w, unter dem vom Zentrum aus die FoHoide 
gesehen wird und 360", also: 

b = ^ 
360" 

D a aber co = wenn co ' der W i n k e l ist, unter dem in dem 

abgerollten System der Kreis vom Kegelscheitel aus gesehen wird, 
so wird: 

, _ CO _ co ' _ 

~ 360" ~ N- 360" " T 
Nun ist dieser W e r t von b nach der Formel (60) S. 150 derselbe wie 
derjenige, den wir früher für diesen Faktor bei den ähnhchen 
Systemen tangierender Kreise auf einer Kreiskegel f läche fanden. 
A u c h in dieser Hinsicht besteht also vöUige Übere ins t immung und 
dasjenige, was wir im vorigen Kapitel über die Beziehung zwischen 
b und (z für die Systeme auf der Kreiskegelf läche sagten, gilt un-
verändert für die ähnhchen Systeme tangierender Folioiden. 

E s folgt hieraus, daß die graphische Darstellung II Tafel II, 
vom_ Kontakt 1, 2, und 3 ab gerechnet, gilt: 1. für die regel-
mäßigen Systeme tangierender Kreise auf einer Kreiszylinderfläche, 
2. für die ähnlichen Systeme tangierender Kreise auf einer Ebene, 
3. für solche tangierender Kreise auf einer Kreiskegelf läche, und 
4. für solche tangierender Folioiden. 

Was speziell den Kontaktfall I und 2 für die FoHoidensysteme 
anbelangt, so wird die Kurve , welche dafür die Beziehung zwischen 
b und a darstellt, zwischen die beiden K u r v e n der Darstellung III 
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Tafel III fallen. Diese Beziehung wird für den Kontakt l und 1 
immer durch einen Te i l der Linie « = 180» dargestellt. Nur für 
solche Folioidensysteme, die sich auf Kegel f lächen beziehen, für die 
yj^^ßO" ist, kommt auch noch die Linie 3 = 1 als Beziehung 
zwischen i und x für den Kontakt 0 und 1 in Betracht. 

Schheßl ich weisen wir noch darauf hin, daß durch kontinuier-
liche „Zunahme" von d oder „ A b n a h m e " von a die Kontaktreihe 
n, m, {n — m), (n — 2 m) usw. durchlaufen wird. Durch kontinuier-
hche „ A b n a h m e " von 6 oder „Zunahme" von a kann die Kontakt-
reihe »z, n, (m + n), (m + 2n) usw. durchlaufen werden, aber es 
können auch andere Reihen auftreten. A u c h hier g e n ü gt unter der 
Voraussetzung, daß die Folioiden durch materieUe K ö r p e r ersetzt 
werden, die Annahme einer Kraft, die vom Zentrum weg gerichtet 
ist und diese K ö r p e r angreift, um zu bewirken, daß auch im letzten 
Fal l immer die Kontaktreihe n, [m + n), (in + 2n) usw. durch-
laufen wird. 

§ 4. B e s c h r e i b u n g der g e o m e t r i s c h e n K o n s t r u k t i o n e n . 
In den Figuren 4, 5 und 6 der Tafel I X und auf Tafel X ist eine 
Reihe Systeme tangierender Folioiden dargestellt, welche die hori-
zontalen Projektionen von ähnhchen Systemen tangierender Kreise 

bilden, die auf Kegel f lächen, für die yj = 28» 57' 18", also N =z 

Z; = 90» ist, zu denken sind. E s wird nach dem, was wir früher 
sagten, deutlich sein, warum wir eben diesen W e r t von yj wählten 
und nicht lieber einen einfacheren. E s hat sich ja herausgestellt, 
daß wir für Anfertigung unserer Folioidensysteme nur die abge-
rollten Systeme brauchen und die Werte von A" und C für diese 
Konstruktion bestimmend sind. Diese G r ö ß e n müssen so einfach 
wie m ö g l i c h gewähl t werden, wenn man komplizierte Konstruk-
tionen vermeiden will. E s m u ß bei dieser W a h l noch darauf ge-
achtet werden, daß < 60» sei, damit alle mögl ichen Kontaktfäl le 
realisierbar sind. 

In allen Figuren wurde der Abstand vom Zentrum zum 
Punkt 0 gleich 2,5 cm genommen. A u c h sind darin die Kontakt-
spiralen angegeben, sodaß man aus der Zahl der Spiralen in den 
Spiralscharen den Kontakt ablesen kann. Die Hauptspirale wurde 
in allen Konstruktionen rechtsgewunden angenommen. Die für diese 
Konstruktionen nöt igen Zahlen findet man in den Tabellen X V I I I 
(S. 153) und X I X (S. 154). 

F i g . 4 Tafel I X ist die Darstellung des Systems mit der 

Divergenz ^-360 = 0» und dem Kontakte 0 und 1. E s ist also 

diese F ig i i r ganz analog der darunter stehenden F i g . 1, welche 
sich auf die Kreiskonstruktionen auf einer Kreiszyhnderf läche be-
zieht. Dies wird noch deutlicher, wenn man sich die F igu r ver-
gegenwärt igt , die das abgerollte ähnliche Kreissystem darstellt, von 
dem F i g . 4 die horizontale Projektion ist. 

A u c h F i g . 5 stellt ein System mit dem Kontakte 0 und 1 dar 

und zwar dasjenige mit der Divergenz x = —-360» = 144». Diese 

Figur ist also analog der F i g . 2 derselben Tafel. Die einzeihge 



166 Dritter Abschn. Einfache Systeme auf einer Kreisicegelfläche. 

Spirale, die in F i g . 4 durch eine gerade Linie gebildet wird, ist in 
F i g . 5 eine logarithmische Spirale. 

F i g . 6 gibt den Kontakt 0, 1 und 1 wieder, die Divergenz ist 
also (X = 180". Die Folioide 1, welche in den Figuren 4 und 5 
diejenige 0 in einem einzigen Punkt tangiert, hat jetzt mit der 
Folioide 0 zwei Berührungspunkte gemein. E s sind folglich zwei 
einzeilige Spiralen angegeben. Diese F i g ur hat wieder ihr Analogen 
in F i g . 3. 

Die drei jetzt besprochenen Kontaktfäl le sind nach dem früher 
Gesagten nur für die Fälle auszuführen, bei denen für die zugehör ige 
Kege l f läche yj <_Q0° ist. Die Kreise auf der Kreiskegel f läche be-
rühren hierbei sich selbst ebenso wie die Folioiden. W i r weisen 
noch darauf hin, daß die Folioiden 0 in diesen 3 Figuren kongruent 
sind, daß aber die FoHoide 1 in F i g . 5 größer als in F i g . 4, in 
F i g . 6 größer als in F i g . 5 ist. 

Betrachten wir jetzt die Figuren auf Tafel X . F i g . 1 stellt 
ein System mit dem Kontakte 1 und 1 dar, und zwar dasjenige, 
bei dem sich die Kontaktspiralen rechtwinklig schneiden. W i r 
werden in Kapite l V I I näher beschreiben, was damit gemeint ist 
und wie die Werte von a und x für diesen F a l l berechnet werden, 
hier verweisen wir b loß auf Tabelle X V I I I , worin die betreffenden 
Werte zu finden sind. Die FoHoiden dieser F i g u r berühren sich 
selbst jetzt nicht mehr, wodurch die Natur der Konstruktion be-
deutend geändert wird. 

F i g . 2 gibt den Kontakt 1, 1 und 2 wieder, die Divergenz ist 
immer noch 180". Jede Folioide dieser F igur zeigt 6 Berührungspunkte. 

E s ist für unsere botanischen Betrachtungen von Wichtigkeit, 
darauf hinzuweisen, daß der R a u m zwischen den beiden kleinsten 
Folioiden der zwei letzten Figuren mit Kugelzweiecken Übere in-
stimmung zeigt. 

In F i g . 3 ist das System mit rechtwinkligem Kontakte 1 und 2 

dargestellt (a = 143" 30', also sehr nahe |-360"); F i g . 4 wurde 
5 

bereits früher besprochen. Hier mag noch bemerkt werden, daß 
der freie R a u m zwischen den drei letzten Folioiden in F i g . 8 
und F i g . 4 eine dreieckige Gestalt besitzt. F i g . 5 gibt den recht-
winkligen Kontakt 2 und 3, F i g . 6 den dreizähHgen Kontakt 2, 3 
und 5, F i g . 7 den rechtwinkHgen Kontakt 3 und 5, F i g . 8 den 
dreizähligen 3, 5 und 8 und F i g . 9 den rechtwinkHgen 5 und 8. 
A U e Figuren 1 bis 9 dieser Tafel , sowie diejenigen 4 bis 6 der 
Tafel I X stellen also Systeme mit Kontakten aus der Haupt-
reihe dar. 

Die übrigen Figuren unserer Tafel beziehen sich auf Neben-
reihen. F i g . 10 gibt bei dem Kontakt 1 und 3 das System mit 

der Divergenz a = - • 360" = 120" wieder. Die drei dreizeiligen 

Kontaktspiralen sind hier in gerade Linien umgewandelt. 
W i r wollen noch daran erinnern, daß das System aus F i g . 4 

durch kontinuierliche Abnahme von d oder Zunahme von a, sowohl 
in das System der F i g . 5 als in das jetzt betrachtete übergehen 
kann, im ersten FaUe wird also die dreizählige Kontaktspirale 
stärker, im zweiten schwächer gebogen. 
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F i g . 11 zeigt das System mit rechtwinkhgem Kontakt 1 und 3, 
F i g . 12 ist der dreizählige Kontakt 1, 3 und 4, während F i g . 13 
den rechtwinkligen 3 und 4 darstellt und F i g . 14 das System mit 

dem Kontakt 1 und 4 und einer Divergenz oc = 3 6 0 " = 90". 

Das System der F i g . 12 kann durch kontinuierliche Abnahme von 
b oder Zunahme von a, sowohl in das System der F i g . 13 als in 
dasjenige der F igu r 14 übergehen. 

Endl ich gibt F i g . 15 das System mit dem Kontakte 2 und 5 
2 

und der Divergenz —-360" = 144" wieder. Die F i g . 6 kann also -
0 

durch kontinuierliche Abnahme von b oder Zunahme von a sowohl 
in F i g . 7 als in F i g . 15 übergehen. 

Die Fohoiden ein und derselben Konstruktion sind in allen 
unseren Figuren natürlich ähnlich, aber die Folioiden der verschie-
denen Systeme zeigen unter einander g r o ß e Verschiedenheit, es 
wird diese im folgenden Kapite l näher besprochen werden und da-
bei wird auch die Frage beantwortet werden, wie sich unsere K o n -
struktionen bei Anwendung anderer Kege l f lächen gestalten würden. 

Kapitel VI. EigenscliJiften der Folioide. 

§ 1. D i e G l e i c h u n g d e r F o l i o i d e . Die Bedeutung, 
welche die Folioide für unsere weiteren Betrachtungen besitzt, macht 
eine nähere Besprechung dieser K u r v e wünschenswert , umsomehr, 
da dieselbe, soweit mir bekannt ist, bis jetzt noch nicht beschrieben 
wurde. E s m ö g e zunächst die Gleichung der K u r v e abgeleitet 
werden. 

Bezeichnet man auf dem abgerollten System (man siehe 
F i g . 36 a) den Leitstrahl vom Scheitel T nach einem whlkürhchen 
Punkt eines Kreises mit Q', den W i n k e l , den dieser Leitstrahl mit 
demjenigen nach dem Kreismittelpunkt bildet mit ö', den Leitstrahl 
nach diesem Mittelpunkt mit d' und den Radius des Kreises mit r', 
so kann man die Gleichung dieses Kreises in Polarkoordinaten wie 
folgt schreiben: 

— 2Q'd cos ö' + d'"^ — = 0 

Nennen wir den Leitstrahl, welcher in der horizontalen Projektion 
Q' entspricht, Q, den Winkel , der darin 0' entspricht, ö, so ist: Q = NQ' 

6' 
und 0 = — . W i r können also die obige Gleichung auch schreiben: 

Q''-2Qd Neos NO + {d"' - r'^) = 0 

W i r setzen Nd' = d und Nr' = r, sodaß d den Leitstrahl in der 
Projektion vom Zentrum nach dem Mittelpunkt der Folioide darstellt, 
und r die Projektion des Kreisradius. E s läßt sich dann der Formel 
folgende F o r m geben: 

e'^-2QdcosNd + d^-r^ = 0 (63) 
Diese Formel gibt die Beziehung, welche zwischen den Werten Q 
und 6 für einen willkürlichen Punkt der Folioide bestehen m u ß ; 
sie stellt also die Gleichung dieser K u r v e in Polarkoordinaten dar. 
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Setzt man Q = Ix^+y^ und 6 = arc tg-, so kann man die 

Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten schreiben, sie bleibt aber 
transzendent. Die Folioide gehört also zu den transzendenten Kurven . 

Den Punkt 0 werden wir den Pol, den Punkt M das Zen-
trum der Folioide nennen, r ihren halben Durchmesser. 

A u s ihrer Gleichung geht unmittelbar hervor, daß die K u r v e 
symmetrisch ist in Bezug auf die Linie, welche den Po l mit dem 
Zentrum verbindet. D a ja cos NO = cos — A ^ ö ist, so muß, falls Q, 
9 ein Punkt der K u r v e ist, auch Q, —9 ein solcher sein. 

§ 2. S c h n i t t p u n k t e mi t S t r a h l e n , d ie aus d e m P o l ge -
z o g e n s ind . E i n Strahl aus dem Pol kann allgemein dargestellt 
werden durch 9 = + k-2n, wenn eine Konstante und k = 
+ (0, 1, 2, 3, 4 usw.) ist. W i l l man also die Schnittpunkte der Fol i -
oide mit einem solchen Strahl bestimmen, so hat man diesen W e r t 
von 9 in die Gleichung (63) einzusetzen. E s leuchtet ein, daß man 
dann unendHch viele zugehör ige Werte von Q finden wird. Für 
einen bestimmten W e r t von k aber hat auch 0 eine bestimmte 
G r ö ß e und dafür werden aus (63) zwei solche für Q gefunden. 
Nennen wir diese zusammengehörigen Werte und Qn, so muß, 
wie aus dieser Formel hervorgeht: 

= d'^ — r^ = konstant (64) 
sein. Hieraus folgt, daß das Produkt zweier R a d i i vectores, welche 
zu ein und demselben Wert von 9 gehören, konstant ist. 

Ist reell, so muß das nach (64) auch Q2 sein, und umgekehrt, 
ist dagegen imaginär, so ist es auch und umgekehrt. Die Schnitt-
punkte mit einem Strahl aus dem Pol sind also in Paaren zu 
ordnen, die reell oder imaginär sein können. 

Die Form der Folioide, welcher wir bis jetzt begegneten, ist 
derart, daß nur zwei reelle Schnittpunkte auf einem Strahl zu finden 
sind. W i r werden aber auch andere Formen dieser K u r v e kennen 
lernen, wobei mehrere reelle Schnittpunkte angetroffen werden. 

Betrachten wir zunächst nur die erste Form, die wir als die 
„einfache Folioide" bezeichnen wollen, so gilt dafür die Rege l : Das 
Produkt der Radi i vectores nach den Schnittpunkten, welche auf 
ein und demselben Strahl aus dem Pol gelegen sind, ist konstant. 

Die zwei Schnittpunkte auf einem Strahl fallen zusammen, 
wenn dieser Strahl die Folioide tangiert. Nennt man also den 
Leitstrahl nach diesem Berührungspunkt Q/, so wird: 

Qr = id^ — r^ 
Hieraus folgt, daß sich Qi konstruieren läßt als Kathete eines recht-
winkligen Dreiecks, dessen Hypothenuse gleich d und dessen andere 
Kathete gleich r ist. 

§ 3. D i e F o l i o i d e , a b g e l e i t e t aus e i n e m K r e i s e . Der 
Kre is , welcher um den Punkt M mit dem Radius r beschrieben 
werden kann (man siehe Figur 37), wird in Polarkoordinaten {O als 
Po l betrachtet) dargestellt durch: 

Q^~2Qdcos6+d'--r^ =-. 0. 

W e n n man nun diese Formel mit derjenigen (63) vergleicht, so findet 
man als einzigen Unterschied, daß in letzterer cosA^Ö statt cos 9 
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angetroffen wird. Hieraus folgt somit, daß man bei jedem Punkt 
des Kreises mit den Koordinaten Q, 9 einen solchen auf der F o l i -

oide angeben kann, der die Koordinaten Q, besitzt. 

W e n n also z. B . in F igu r 37 OV^ mit OM einen W i n k e l 6' 
(man vergleiche auch F i g . 36 S. 162) einschheßt, so m u ß OV mit 

9' 
OM einen W i n k e l Q = — bUden. 

E s folgt hieraus eine Fig- 37. 
neue Konstruktion für die » 
(einfache) Folioide, wenn d, , 
r und N gegeben sind. M a n v 
beschreibe dazu um den ' ^ 
Punkt M, der in einer Ent -
fernung d vom Po l liegt, 
einen Kj-eis mit dem R a -
dius r und suche in der eben 
angegebenen Weise für eine 
Reihe Punkte des Kreises 
die zugehör igen der Folioide. 

E s läßt sich diese K o n -
struktionsmethode auch mit" 
Erfolg bei der Darstellung 
der früher beschriebenen 
ähnlichen Systeme tangie-
render Folioiden anwenden. 
Denn es ist d = Nd und 
r = Nr\ wenn d und r' die 
zugehörigen Werte für das 
System auf der Kreiskegel-
fläche sind, sodaß d und r i 
aus der Darstellung auf der i 
abgerollten F läche für jede / 
Fohoide zu berechnen sind. ' 

W i r bemerken noch, daß aus unserer Betrachtung auch noch 
ein Ausdruck für den Winkel , unter dem vom Po l aus die Fohoide 
gesehen wird, hervorgeht. Nennen wir den W i n k e l , unter dem 
von diesem Po l der Kre is mit dem Radius r um M gesehen wird 
co', so ist: 

CO' 

cos — = 
fd^-

Nun ist aher co' = iVco, wenn co der W i n k e l ist, unter dem man 
die Folioide vom Pol aus sieht. A l s o kann dieser W i n k e l berechnet 
werden aus: 

A^co fd^^'' 
cos (65) 

Betrachtet man die Folioide als die Projektion eines Kreises auf 
einer Kreiskegel f läche , so stellt co' auch den W i n k e l vor, unter 
dem auf der abgeroUten F läche dieser Kre i s gesehen wird (man 
siehe S. 164). 
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§ 4. F o r m e n d e r e i n f a c h e n F o l i o i d e . A u s dem Gesagten 
lassen sich noch einige Schlüsse ziehen auf die Verschiedenheit der 
Formen, in denen die einfachen Folioiden auftreten und worauf wir 
schon bei der Beschreibung der geometrischen Konstruktionen ähn-
licher FoHoidensysteme hingewiesen haben. 

Je nachdem nämhch in unserer F igur (37) der W i n k e l A^OA 
größer wird , muß auch die Fohoide eine stärker g e k r ü m m t e 
Gestalt annehmen. E s läßt sich also dieser W i n k e l als ein M a ß 
für die Abweichung von der Kreisgestalt betrachten. N u n läßt 
sich für diesen W i n k e l folgende Formel angeben: 

^A,OA = 4(^r-A (66) 2 \N 

Betrachten wir die Folioide wieder als die Projektion eines Kreises 
auf einer Kreiskegelf läche, so hängt also Z^AgOA ab von dem 
W i n k e l (co'), unter dem auf der abgerollten Fläche dieser Kre is ge-
sehen wird, und von dem Faktor JV, d. h. von dem Scheitelwinkel 
der Kegelf läche . 

Wenn co' größer wird, muß ^ A„ OA zunehmen, wenn 
A^ größer wird, abnehmen. Betrachtet man also auf Kegel f lächen 
mit ein und demselben Scheitelwinkel Kreise, welche unter verschie-
denen Winkeln gesehen werden, dann müssen diejenigen Kreise, 
welche man unter größeren Winkeln sieht, bei der horizontalen 
Projektion stärker gekrümmte Folioiden liefern. W i r d der Winke l , 
unter dem der Kreis gesehen wird, klein, so nähert sich die Folioide 
einem Kreis, aber erst, wenn der W i n k e l 0 wird, geht die Folioide 
in einen wirklichen Kreis über. M a n wird sich von der Richtig-
keit dieser Schlüsse überzeugen, wenn man die verschiedenen F o -
lioiden, welche in den Figuren 4 bis 6 der Tafel I X und auf 
Tafel X angetroffen werden, miteinander vergleicht. E s sind ja 
alle diese Figuren Projektionen von Kreissystemen auf einer Kreis-
kegelfläche für die yj = 28» 57'18" ist, und die FoHoiden werden 
in den verschiedenen Systemen tmter sehr verschiedenen Winke ln 
gesehen. 

Betrachtet man Kreise, welche auf Kegel f lächen mit ver-
schiedenen Scheitelwinkeln liegen, jedoch alle unter demselben 
Winkel gesehen werden, so werden die entsprechenden FoHoiden 
umso stärker gebogen sein, je kleiner der Scheitelwinkel ist. W i r d 
der Scheitelwinkel flacher, so nähert sich die Folioide wieder der 
Kreisform, aber erst wenn i/; = 180» ist, geht die FoHoide in einen 
wirklichen Kreis über. 

E s sind dies Schlüsse, welche für die Anwendung der mathe-
matischen Ableitungen auf die Theorie der Blattstellungen von 
g ro ßer Wichtigkeit sind. 

§ 5. A n d e r e G e s t a l t e n der F o l i o i d e . Fragen wir zuerst, 
welchen Bedingungen die Gleichung (63) genügen muß, damit sie 
die „einfache FoHoide" darstellt. Bedenkt man, daß dafür der Kreis , 
dessen horizontale Projektion die Folioide darstellt, nicht mehr als 
den ganzen Umfang der Kegel f läche umfassen kann und daß der 
Scheitel dieser Kegel f läche nicht innerhalb des Kreises liegen darf, so 
kann man als Bedingungen für die einfache F o r m aufstellen: co'<C 
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co' T' T T 

und d' y_r'. Nun ist aber sin — = -7- = —, also oi'= 2arcs\n~„ während 
dT r 2 d' d^ d 

d' = r' = sodaß sich diese Bedingungen auch so schreiben 

lassen: 2 ß r c s i n - ^ < l i V - 3 6 0 " und d^r. 
d — — 

Die Fähe, in denen die Gleichheitszeichen gelten, m ö g e n noch 
r 

kurz erläutert werden. Ist 2 « r c sin — = iV-360", so heißt das, daß 
d 

der Kre is auf der Kege l f läche den ganzen Umfang umspannt. Die 
Gestalt der Folioide für diesen Fa l l ist bereits bekannt, kommt sie 
doch in den Systemen mit Kontakten 0 und 1 vor, also in den 
Fig . 4 bis 6 der Tafel I X . W i r wollen noch daran erinnern, daß 
dieser Kontakt nur m ö g l i c h war für Kege l , deren •(/;^60" ist. E s 
kann also die Gleichung (63) nur dann eine solche Folioide dar-
stellen, wenn N i s t . 

Li 

Ist d = r, so hegt der Kegelscheitel auf dem Kreis . Die 
zweite Bedingung co' ^ C kann jetzt nur erfüht werden, wenn 
t ^ l 8 0 " ist, also i V ^ i . Die K u r v e entspricht jetzt der einfachen 
Formel: ^ 

Q = 2dcosNe 

E s ist auf Tafel I X in F i g . 8 eine solche Fohoide abgebildet und 
zwar die horizontale Projektion eines Kreises, der durch den Scheitel 

3 
einer Kreiskege l f läche geht, für welche t = 270" also j \ A = — ist. 

D a ß diese K u r v e noch unter die einfachen Fohoiden gerechnet 
werden muß, geht schon daraus hervor, daß sie ein ähnliches System 
darstellen kann, und zwar ein solches, für das a = 0 ist. 

W i r bemerken noch, daß alle vorigen Gestalten der Folioiden 
zwei W e n d e p u n k t e zeigten, während bei dieser diese Punkte in 
einem E c k p u n k t zusammenfallen. 

In einem F a l l kann dieser Eckpunkt in einen R ü c k k e h r -
p u n k t übergehen. E s geschieht das, wenn in der Gleichung (63) 

N = ~ wird, also die Fohoide die horizontale Projektion eines 

Kreises darstellt, welcher auf einer Kreiskegelf läche , für die ip = 60" 
ist, liegt und wenn dieser Kreis durch den Scheitel geht. Diese 
Fohoide, welche also durch die Gleichung: 

^ = 2fl^cos|- (67) 

gegeben wird, ist in F i g . 7 der Tafel I X dargestellt. 
Endl ich m ö g e n auch noch kurz die F ä h e erwähnt werden, 

in welchen die einfache F o r m komplizierteren Gestalten Platz macht. 
W i r haben davon in F i g . 9 der Tafel I X ein Beispiel abgebildet 

und zwar den Fal l , in dem = 60" und d = ~r ist. M a n sieht 

aus unserer Figur, daß die Folioide dann einen D o p p e l p u n k t hat. 
E s würde uns hier zu weit führen eine vol ls tändige Einsicht 
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in den Formenreichtum der Folioide, wie sie durch die Gleichung 
(63) dargestellt wird, zu geben. Das Obige m ö g e g e n ü g e n für den 
Nachweis, daß die Form, in der wir dieser K u r v e bei den „ähn-
lichen Systemen tangierender Folioiden" begegnet sind, nur eine 
der vielen mögl ichen ist. 

Kapitel VII. Rechtwinkliger Schnitt der Kontaktspiralcn 
bei ähnlichen Systemen tangierender Kreise auf einer Kreis-

kegelfläche. 

§ 1. R e c h t w i n k l i g e r S c h n i t t v o n z u g e o r d n e t e n S p i -
r a l e n in ä h n l i c h e n P u n k t s y s t e m e n auf e i n e r K r e i s k e g e l -
f l ä c h e . Fragen wir uns zuerst, welche Beziehung in einem ähn-
lichen Punktsystem zwischen a und a bestehen m u ß , damit die 
m- und die ^«-zeilige Spirale einander rechtwinklig schneiden. 
Schneiden sich auf der Kege l f läche Kegelloxodromen rechtwinklig, 
so entspricht das nach dem Abrol len einem rechtwinkligen Schnitt 
logarithmischer Spiralen. W i r können uns also auch fragen: Welche 
Beziehung muß zwischen a und a bestehen, damit in dem ab-
gerollten System die vi- und die «-ze i l ige Spirale einander recht-
winklig schneiden? 

Stellen wir die m-zeilige Spirale auf der abgerollten Fläche 
dar durch: 

so gelten, weil diese Spirale durch die Punkte o und m geht, die 
Beziehungen: 

Q' = Cm e^m v„' und Q„' = Cm e^m iv„'±ö«/) 
woraus durch Division folgt: 

a'" = e±^nJm' oder: </möm' = + vi lg a 

Ebenso ergibt sich, wenn die «-zeiHge Spirale durch: 

Q' = Cn e^n ¥ 
dar gesteht wird, daß: 

qn du' = +n\ga 
ist. E s wird also: 

qm qn S„' = +Vin (lg O)^ 

W e n n nun die vi- und die «-zei l igen Spiralen einander rechtwinklig 
schneiden, so m u ß q,,, ^« = — 1 sein, also kann die Bedingung hier-
für dargestellt werden durch: 

dm'd„' = + / « « ( l g « ) 2 
oder nach (53) S. 144: 

dm dm = + Vm (lg rt)2 

Setzt man hierin für dm und d„ die Werte ein, die sich aus unserer 
Gleichung (1) ergeben, so läßt sich die Bedingung in dieser F o r m 
schreiben: 

AA2 {m oc - Am •2n)(n<x-A„-2n) = ± vin{lg (68) 
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Aus unserer Ablei tung folgt, daß in dieser Gleichung a. in Bogen-
maß ausgedrückt ist, während der Logarithmus ein „natürlicher" 
Logarithmus ist. W U l man B R I G G sehe Logarithmen anwenden und 
a in Graden ausdrücken, so kann man dazu folgende F o r m der 
Gleichung (68) benutzen: 

" = i s o ^ y ± • - " ) ( « - ^ • 3 « » " ) f̂ "̂' 

Diese Formel unterscheidet sich von Formel 48 (S. 135), welche 
sich auf die „ähnlichen Punktsysteme auf der Ebene" bezieht, nur 
durch die Anwesenheit des Faktors A^. 

§ 2. R e c h t w i n k l i g e r S c h n i t t v o n K o n t a k t s p i r a l e n . 
Für alle Werte von a und a, die der Gleichung (68 a) genügen , 
werden sich die zugeordneten m- und « -ze i l igen Spiralen recht-
winklig schneiden. Damit nun um die Punkte des ähnlichen Punkt-
systems ein ähnliches System tangierender Kreise m ö g l i c h ist, müssen 
sie auch noch der Gleichung (56): 

cos A^ m OL - zl,„ . 1 8 0 » 

cos A ^ t e - z l , , . , 1800^ 1 + "̂  

genügen. Diejenigen Werte von a und a, die gleichzeitig diesen 
beiden Gleichungen g e n ü g e n , werden also ähnlichen Systemen 
tangierender Kreise auf einer Kreiskegel f läche entsprechen, wobei 
die m- und die « -ze i l ige Kontaktspirale einander rechtwinklig schneiden. 

U m Mii5verständnis vorzubeugen, m ö g e bemerkt werden, daß 
hier unter Kontaktspiralen die Spiralen durch die Mittelpunkte von 
Kreisen gemeint sind, welche miteinander in Kontakt stehen, und 
nicht (wie bei C H U R C H ) solche, die durch die Berührungspunkte 
dieser Kreise gezogen werden können. 

E s stellt sich nun bei der Berechnung heraus, daß im all-
gemeinen für jeden W e r t von m, n und N ein reeller W e r t für 
a und a zu finden ist, welcher beiden Gleichungen entspricht. Hier-
aus folgt, daß im ahgemeinen auf jeder Kege l f läche und mit jedem 
Kontakte ein System von Kontaktspiralen nachzuweisen ist, die 
sich rechtwinklig schneiden. W i r werden in dem folgenden Para-
graphen nachweisen, daß dies für bestimmte Kege l f lächen bei dem 
Kontakte 1 und 1 nicht der F a l l ist. E s ist das jedoch die einzige 
Ausnahme von dieser Regel . 

Fertigt man von einem ähnlichen System tangierender Kreise 
auf einer Kreiskege l f läche mit rechtwinkligem Kontakte m und « 
die horizontale Projektion an, so werden sich darin die m- und 
die «-ze i l ige Spirale nicht rechtwinklig schneiden. Ja, es gibt 
selbst mehrere Kontakte, bei denen ein solcher Schnitt nicht m ö g -
hch ist. Für unsere späteren Betrachtungen hat nun aber der 
rechtwinklige Schnitt der Kontaktspiralen-auf der Kreiskegel f läche 
viel g r ö ß e r e Bedeutung. W i r werden deshalb auch den Schnitt 
bei den ähnlichen Folioidensystemen selbst gar nicht verfolgen. W o 
wir weiterhin von „ähnhchen Systemen tangierender Fohoiden mit 
rechtwinkhgen Kontakten" sprechen, so meinen wir damit immer 
solche, welche die horizontale Projektion von „ähnlichen Systemen 
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tangierender Kreise auf einer Kreiskegel f iäche mit rechtwinkligem 
Schnitt der Kontaktspü-alen" darstehen. In diesem Sinne wurde 
der Ausdruck von uns bereits in § 4 auf Seite 165 gebraucht. 

§ 3. Z a h l e n a n w e n d u n g . Die dritte Kolumne der T a b . X V I I I 
(S. 153) enthält die Werte von a und « für ähnliche Kreissysteme, die auf 

/ 1 \ 
einer Kreiskegelf iäche, für welche %p = 28" 57'18" ( i V = - , f = 90» 

ist, gelegen sind, und bei welcher der Kontakt der ersten Kolumne 
angetroffen wird. 

Größtenteils konnten diese Werte nur durch A n n ä h e r u n g s -
rechnung gefunden werden, wobei wiederum die graphische Methode 
angewendet wurde. 

Die Konstruktionen mit Folioiden, welche diesen Werten ent-
sprechen, sind bereits früher ausführlich besprochen worden (siehe 
S. 165); hier weisen wir nur darauf hin, daß die Werte von a 
dieser Tabelle zwischen denjenigen Werten von a Hegen, welche 
für die entsprechenden Kontakte auf der KreiszyHnderfläche und 
auf der Ebene gefunden wurden und welche in der Tabelle X V I I 
S. 136 nebeneinander gestellt sind. 

Fragen wir uns jetzt, was aus diesen Werten von a und a 
für andere Kegel f lächen wird. Zuerst wollen wir bemerken, daß 
die 0- und die 1-zeilige Spirale einander nur dann rechtwinkhg 
schneiden, wenn a = 0» ist, denn die 0-zeiHge Spirale ist ein hori-
zontaler Kreis auf der Kegelf läche, die 1-zeilige wird in diesem 
Fa l l eine beschreibende Linie. E s wird nun die Beziehung, welche 
zwischen a und A'' bestehen muß, damit beim Kontakte 0 und 1, 
a = 0» wird, gefunden, indem man in der Gleichung (61) S. 151 
« = 0» setzt, sie wird also: 

cosA^.1800 = (69) 
X —j— et 

E s stellt dies in der Raumdarstellung der Beziehung zwischen 
y), a und a eine K u r v e in der Ebene a = 0 dar. In unserer Dar-
stellung auf Tafel X I ist dieselbe also nicht sichtbar. Denkt man 
sich diese gezeichnet, so ist damit die Frage, welche Systeme mit 
rechtwinkligem Kontakte 0 und 1 mög l i ch sind, gelöst. 

Beim Kontakte 1 und 1 ist die Divergenz immer 180", also 
auch beim rechtwinkligen. Die Beziehung, welche bei diesem recht-
winkligen Kontakte zwischen a und N besteht, wird gefunden, in-
dem man in der Gleichung (68 a) m = 1, n = 1, A,,, = 0, A,, = 1 
und a = 180" setzt, sie wird also: 

nN 
^ ° ^ ' ^ = ^;3Ö259 

und kann folglich in ganz einfacher Weise berechnet und gezeichnet 
werden. Man findet diese K u r v e in unserer Raumdarstellung auf 
Tafel X I angedeutet durch den Ausdruck „ R e c h t w i n k l i g e Kontakte 
1 und 1". W i e man sieht, endet diese K u r v e im Punkt J, woraus 
folgt, daß Systeme mit diesem rechtwinkligen Kontakt nicht auf 
allen mögHchen Kegel f lächen reaHsierbar sind. Der Punkt / ent-
spricht einer Kegel f läche , für welche ip = + 1 4 5 » ist; auf solchen, 
für die ij> g rößer als dieser Wert ist, können also diese Systeme 
nicht mehr vorkommen. E s ist dies die Ausnahme, von der im 
vorigen Paragraphen die Rede war. 
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F ü r andere rechtwinklige Kontakte als 0 und 1 oder 1 und 1 hat a 
auf verschiedenen Kege l f lächen nicht denselben Wert . Berechnet man 
z. B. für den Kontakt 1 und 2 bei verschiedenen Werten von N die 
zugehörigen Werte von a und cx, so werden die entsprechenden Punkte 
in der Raumdarstellung eine K u r v e bilden, welche in der Fläche AEFG 
hegt und durch KL bezeichnet wurde. Der Punkt K{a. = 132 » 46' 47") 
dieser Linie hat Bezug auf das System tangierender Kreise auf 
der Ebene mit dem rechtwinkligen Kontakte 1 und 2, der Punkt L 
(« = 144") auf ein solches auf der Kreiszyhnderf läche. E s können 
also Systeme vorkommen mit dem rechtwinkhgen Kontakte 1 und 
2, welche alle m ö g h c h e n Divergenzen zwischen 132 "46'47" und 
144" besitzen. W i r weisen noch darauf hin, daß die K u r v e n KL 
und MN sich schneiden und daß für den Schnittpunkt ip ungefähr 
100" entspricht. A u f einer Kege l f läche mit diesem Scheitelwinkel 
wird also das System tangierender Kreise mit dem Kontakte 1 
und 2 die Limitdivergenz der Hauptreihe (137" 30' 28") zeigen. 
A u f Kege l f lächen , für die y) zwischen 100" und 0" liegt, wird 
diese Divergenz zwischen die Limitdivergenz der Hauptreihe und 
144" fallen. E s sind dies wieder Schlüsse , welche für unsere 
weitere Betrachtung wichtig sind. 

Fig. 38. 

Kapitel VIII. Ihnliehe Systeme tangierender Kugeln auf einer 
Kreiskegelfläche. Kegelförmige Kugelsänlen. 

§ 1 . D e f i n i t i o n . W i r werden unter einem „ähnlichen System 
tangierender K u g e l n auf einer Kreiskegelf läche" ein solches ver-
stehen, das folgende Eigenschaften besitzt: 1. die Mittelpunkte der 
Kuge ln bilden ein ähnliches Punkt-
system auf einer Kreiskegelf läche, 
2. die Radien der K u g e l n verhalten 
sich wie die Leitstrahlen vom Scheitel 
der K e g e l f l ä c h e nach den Mittel-
punkten, 3. jede K u g e l tangiert 
wenigstens vier andere, 4. es 
kommen im ganzen Systeme keine 
Schnitte zwischen K u g e l n vor. 

E s ist deuthch, daß diese „ähn-
lichen Systeme tangierender Kuge ln" 
die g r ö ß t e Übere ins t immung der 
Eigenschaften mit den „ähnlichen 
Systemen tangierender Kreise auf 
einer Kreiskegelf läche" zeigen wer-
den und wir werden uns darum kurz 
fassen können. W a s wir unter einer 
wz-zeiligen Kontaktspirale und unter 
dem zweizähligen Kontakte m und 
n verstehen, braucht also keine E r -
läuterung. 

§ 2. D i e B e z i e h u n g z w i s c h e n a u n d oc f ü r z w e i z ä h l i g e 
K o n t a k t e . W i r werden uns wieder fragen, welche Beziehung 

h 
/t 

/1 

1 \ 
1 \ 

. 1 
1 
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zwischen a und a in einem „ähnlichen Punktsystem auf einer Kreis-
kegelfiäche" bestehen muß, damit um die Punkte desselben ein „ähn-
liches System tangierender Kuge ln" mit dem Kontakte m und n 
mögl ich ist. 

W e n n wir annehmen, daß in F i g . 38 o und m Punkte eines 
Punktsystems sind, um dessen Punkte die gewünschte Konstruktion 
mögl ich ist, so ist es sehr einfach, den Berührungspunkt der Kreise 
anzugeben, welche um diese beiden Punkte zu beschreiben sind. Man 
verbinde dazu o mit m, zeichne die beschreibenden Linien durch o und 
m, und halbiere darauf den W i n k e l zwischen diesen beschreibenden 
Linien. Schneidet diese Halbierungshnie die Verbindungshnie von o 
und ni in dem Punkt S, so ist dieser der gesuchte Berührungspunkt. 
E s werden sich nämlich die A b s t ä n d e oS und mS verhalten wie 
die Leitstrahlen von T nach o und nach m, d. i. wie 1 : ä"'. Be-
zeichnen wir den Abstand oS mit r„ und den W i n k e l oTm mit 

so findet man, wie nach dem früher Besprochenen (siehe 
S. 113 u. f.) leicht einzusehen ist: 

To y l + a 2 ' « _ 2 ü ; " ' c o s | „ ; 
oT l + a'" 

Ebenso findet man, wenn der Punkt n in Betracht gezogen wird: 

r„ V i — 2 f l ; c o s f „ 
aT l + a" 

Hieraus folgt also, daß der Kontakt 7n und n nur besteht, wenn 
folgender Beziehung genügt wird: 

1l + a^'" — 2a'" cos^„, l + a' 

fl + a^"-2a" cos^n ^+^'' 

Durch einige Umformungen läßt sich diese Formel wie folgt 
schreiben: 

_ f „ l + a"^"" 
cos — 

Nun sind | , „ und i„ unbekannte Winke l , wir können sie aber 
durch bekannte Größen ausdrücken. E s ist nämlich: o Q 

sm — = und sm — -+r = ^ 

falls A" = sin I ist. 
dt 

E s wird also: 

und ebenso ist: 

oT 2 oO N-oT 

sm — = A s m -
2 

sm — = A^sm-
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Die abgeleitete Formel kann also fo lgendermaßen geschrieben 
werden: 

sin2. 
i I L. r, (n — w;) 

1 - A . ^ s i n ^ 4 ^ (1 + « " ) ^ 

oder auch: 

l _ ^ . s i n ^ ^ 
\—! L a 1« - m) ß ( « - ' « ) (70) 

Diese Gleichung besitzt für die „ähnlichen Systeme tangierender 
K u g e l n auf einer Kreiskegelf läche" dieselbe Bedeutung, wie die 
Gleichung (56) S. 146 für die „ähnlichen Systeme tangierender 
Kreise auf einer Kreiskegelf läche". W i r brauchen dann auch nicht 
näher anzugeben, daß hiermit die Bestimmung der dreizähligen 
Kontakte gegeben ist , 

§ 3. A n w e n d u n g e n . Zunächst sei bemerkt: W e n n wir in 
der in der Formel (70) A^ = 1 setzen, d. h., wenn wir die Kreis -
kegelf läche betrachten, für die tp = 180« ist, also eine Ebene, dann 
geht Formel (70) über in: 

mx 

na. —l-\-a" 
c o s ^ 

d. h. also in unsere Formel (40) S. 115. 

Dies war ja von vornherein zu erwarten, denn, wenn die 
Kugelmittelpunkte auf einer Ebene liegen, so müssen die Schnitt-
kreise mit dieser Ebene auf derselben ein „ähnhches System tan-
gierender Kreise" bilden. 

Setzen wir in Formel (70) A ^ = 0, so kann nur a = 1 dieser 
Beziehung genügen . W e n n also die K e g e l f l ä c h e in eine Kre i s -
zyhnderfläche übergeht, so werden die „ähnlichen Systeme tangieren-
der Kugeln" zu „rege lmäßigen Systemen tangierender Kuge ln" und 
diese haben wir in Kapite l V I I Abschnitt I besprochen. 

E s werden also durch die „kege l förmigen Kuge l säu len " die 
„ähnlichen Systeme tangierender Kreise auf einer Ebene" in Be-
ziehung gebracht zu den „zylindrischen Kugelsäulen". Anderseits 
haben wir früher (S. 105 u. 129) die „ähnlichen Kreissysteme auf einer 
Ebene" auch mit den „rege lmäßigen tangierender Kreise auf einer 
Kreiszyhnderfläche" in Beziehung gebracht, während wir auf S. 82 
den Unterschied und die Übere ins t immung zwischen diesen letzten 
Systemen und den „zylindrischen Kugelsaulen" r,äher besprochen 
haben. E s werden also durch diese Betrachtungsweise die ver-
schiedenen Systeme in einen engen Zusammenhang gebracht. Die 
E r w ä g u n g , daß dadurch die Einsicht in der Natur der Systeme ge-
fördert werden könnte , war eine der Ursachen, die uns dazu ge-
führt haben, die verschiedenen Kuge l säulen näher zu betrachten. 

I t e r s o n , Studien Uber Blattstellungen. 12 



178 Dritter Abschn. Einfache Systeme auf einer Kreiskegelfiäche. 

W e n n wir nun in unserer Formel für m und n verschiedene 
Werte aus der Haupt- und Nebenreihe einsetzten, so könnten wir 
dieselbe wieder graphisch darstellen. Dabei könnten wir entweder 
bestimmte konstante Werte für ip annehmen und würden dann eine 
DarsteUung bekommen, die derjenigen No. II auf Tafel V I I analog 
ist, oder wir könnten auch als dritte Veränderl iche betrachten 
und eine räumliche Darstellung anfertigen, welche mit derjenigen 
auf Tafel X I Übere inst immung zeigen würde . 

W i r haben jedoch solche Berechnungen hier nicht ausgeführt, 
da wir den kege l förmigen Kuge l säulen keine bedeutende Rol le für 
die Aufk lärun g der Blattstellungsfrage zuschreiben, wie später noch 
näher gezeigt wird. Dennoch wollen wir auf einige Tatsachen auf-
merksam machen, welche ohne weitere Berechnung einleuchten. 

Betrachten wir gleiche dreizählige Kontakte auf verschiedenen 
Kege l f lächen, so wird sich die Divergenz als a b h ä n g i g von der 
G r ö ß e des Scheitelwinkels ip herausstellen. E s kommt ja in den 
Formeln, welche zur Berechnung von a dienen, der Faktor A^ vor. 
Dennoch werden die Divergenzen für verschiedene Kege l f lächen 
nicht sehr von einander abweichen. E s wird einleuchten, daß die 
größte Differenz, welche zwischen den Werten von a für gleiche 
dreizählipfe Kontakte auf verschiedenen Kreiskegelf lächen vorkommen 
kann, die ist, welche zwischen den Werten von a für den drei-
zähhgen Kontakt 1, 2 und 3 bei dem „zylindrischer Kuge l säu le" 
und denjenigen für den dreizähligen Kontakt 1, 2 und 3 bei dem 
„ähnlichen System tangierender Kreise auf einer Ebene" besteht. 
Die Werte von a für diese Systeme betragen 131" 48' 37" und 
128" 10' 22", die Differenz ist also 3" 38' 15". Bei Vergleichung 
mit dem in § 3 S. 154 und 155 Gesagten, folgt hieraus, daß bei 
den „kege l förmigen Kugelsäulen" der Einfluß der G r ö ß e des Scheitel-
winkels auf die Divergenz zwar noch gering ist, aber doch bedeutender 
als bei den „ähnlichen Systemen tangierender Kreise auf einer Kreis -
kegelfiäche", wo diese größte Differenz nur 24' 15" beträgt. 

U m nun schließlich die kege l förmigen Kuge l säu len an einem 
bestimmten Beispiel zu erläutern, wurde eine Reihe Kuge ln , deren 
Radien das konstante Verhältnis 0,85 besaßen, angefertigt und die-
selbe darauf mit dem Kontakte 1, 2 und 3 zusammengeklebt. Die 
so erhaltene Kuge l säu le findet man in F i g . 1 in Tafel V photo-
graphisch wiedergegeben und es wird sofort einleuchten, daß die 
Mittelpunkte der K u g e l n wirklich auf einer Kreiskege l f iäche ge-
legen sind. 

W i r bemerken noch, daß diese k e g e l f ö r m i g e K u g e l s ä u l e die 
größte Übere inst immung zeigt mit der darunter in F i g . 2 abge-
bildeten zylindrischen von D E L P I N O . 

Hätte man das Verhältnis der Radien gleich 1 genommen, so 
würde dann auch diese letzte Säule aufgetreten sein. W ä r e dieses 
Verhältnis dagegen gleich 0,346013 gewähl t , so würde die Kege l -
fläche der Kugelmittelpunkte zu einer Ebene geworden sein und die 
Durchschnittskreise mit den K u g e l n würden das Kreissystem bilden, 
welches in F i g . 30 (S. 132) abgebildet ist. Dieses Beispiel m ö g e , 
was wir oben über den Zusammenhang der verschiedenen Systeme 
sagten, näher erläutern. 



V i e r t e r A b s c h n i t t . 

Mehrfache Systeme. 

Kapitel I. Mehrfache Punktsysteme. 

§ 1. D e f i n i t i o n e ines /^-fachen P u n k t s y s t e m s . Sowohl 
bei der Betrachtung der „rege lmäßigen Punktsysteme auf einer 
Kreiszylinderfiäche" als bei der Behandlung der „ähnlichen Punkt-
systeme auf einer Ebene" und bei derjenigen „ähnlicher Punkt-
systeme auf einer Kreiskegelf läche", kamen wir zu dem Resultat, 
daß sich diese Punktsysteme in „einfache" und „mehrfache" einteilen 
lassen. Bei der ersten A r t , welche wir in den vorigen Abschnitten 
ausschließlich betrachteten, konnten alle Punkte des Systems in 
einer einzigen Spirale, der „Hauptspirale", aufgenommen werden. 
Bei diesen Systemen konnte darum eine kontinuierliche Nume-
rierung der Punkte ausgeführt werden; waren dabei die m- und 
« - z e i h g e Spirale zugeordnet, so mußten m und n Primzahlen unter 
sich sein. Be i der zweiten A r t von Systemen ist eine einzige 
Hauptspirale und damit eine kontinuierliche Numerierung unmögl ich . 
Sind hierbei die Punkte als Schnittpunkte zweier Scharen von m 
und n Spiralen aufzufassen, so müssen m und n einen gemeinsamen 
Teiler haben. W ä h r e n d bei den einfachen Systemen auf ein und 
demselben horizontalen oder konzentrischen Kreise höchstens ein 
Punkt des Systems angetroffen werden kann, kommen bei den 
mehrfachen Systemen mehrere Punkte auf demselben horizontalen 
oder konzentrischen Kre i s vor. 

E i n mehrfaches rege lmäßiges oder ähnliches Punktsystem, bei 
welchem ^-Punkte auf demselben horizontalen oder konzentrischen 
Kreis angetroffen werden, wollen wir ein „,^-faches rege lmäßiges oder 
ähnliches Punktsystem" nennen. 

Bevor wir nun die Eigenschaften eines solchen /^-fachen Systems 
ableiten, bemerken wir noch, daß die Tatsache, daß wir die mehr-
fachen Punktsysteme auf Zylinderfläche, Ebene und Kreiskegel f läche 
erst behandeln, nachdem die einfachen Systeme für diese drei Fälle 
besprochen sind, nicht durch W i l l k ü r be.stimmt ist. E s wird sich 
nämlich herausstellen, daß die Eigenschaften der „mehrfachen ähn-
lichen Systeme auf der Ebene" nur dann in ihrer Allgemeinheit 
betrachtet werden können , wenn die Behandlung der „einfachen 
ähnlichen Systeme auf einer Kreiskegel f läche" vorangeht. 

§ 2. N u m e r i e r u n g d e r P u n k t e , H a u p t s p i r a l e n usw. 
Praktisch wird natürhch immer nur ein Tei l eines unendlichen mehr-

12« 
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fachen Punktsystems betrachtet. W i r werden dann auch den Kreis, 
durch die niedrigsten Punkte oder durch die in größter Entfernung vom 
Zentrum oder Kegelscheitel gelegenen, als Anfangskreis des Systems 
betrachten und die /^-Punkte, welche auf diesem Kreise liegen, mit 
0, 0', 0", 0'", 0"" usw. bis 0'*-^' bezeichnen. A u f dem horizontalen 
oder konzentrischen Kreis des Systems, welcher dem Anfangskreis 
am nächsten liegt, kommen wieder /^-Punkte vor. Hiervon werden 
wir nun denjenigen Punkt, der dem Punkt 0 am nächsten liegt 
(der Abstand ist bei der Kreiszylinder- und Kreiskegel f iäche wieder 
in diesen Flächen zu nehmen), die Nummer 1 geben; der Punkt, 
welcher 0' am nächsten liegt, bekoinmt dann die Nummer 1' usw. In 
gleicher Weise wird die Numerierung auch für die Punkte auf 
anderen horizontalen oder konzentrischen Kreisen fortgesetzt. 

E s wird nun einleuchten, daß die 0 mit 1 verbindende Spirale, 
wozu wir stets wieder die steilste Spirale wählen, auch durch die 
Punkte 2, 3, 4 usw. gehen muß. Ebenso m u ß die Spirale, welche 
0' mit 1' verbindet, durch die Punkte 2', 3', 4' usw. gehen und die 
Spirale, welche 0" mit 1" verbindet, durch 2", 3", 4" usw., und in 
dieser Weise kann man weiter schließen. W e g e n der R e g e l m ä ß i g -
keit oder Ähnlichkeit des Punktsystems müssen alle diese Spiralen 
parallel laufen, die Punkte müssen darauf in gleicher Entfernung 
von einander hegen, und die Spiralen gleich weit von einander 
entfernt sein. 

Die /^-Spiralen, auf die man in dieser Weise alle Punkte des 
Systems ordnen kann, werden wir die „Hauptspiralen" des ^-fachen 
Systems nennen. Die konstante Divergenz, welche die Punkte 
auf den Hauptspiralen besitzen, werden wir die „Divergenz" des 
mehrfachen Systems nennen und mit dem Buchstaben « bezeichnen. 

360" 
W e n n man das k-fa.che System einen W i n k e l von — 7 — um 

die Achse der Zylinder- oder Kege l f läche oder um das Zentrum 
beschreiben läßt, so wird deuthch sein, daß die Hauptspirale, welche 
die Punkte 0, 1, 2, 3, 4 usw. enthält, mit derjenigen zusammenfallen 
m u ß , die durch die Punkte 0', I', 2', 3', 4' usw. g^t , während zu 
gleicher Zeit die Punkte wieder dasselbe System bilden. 

§ 3. D i e m e h r f a c h e n P u n k t s y s t e m e als v o n d e n e i n -
f a c h e n a b g e l e i t e t e be trachte t . Denkt man sich die beschreiben-
den Linien oder die Leitstrahlen durch die Punkte 0 und 0' gezogen, 
so wird durch diese Linien ein Te i l des Punktsystems begrenzt und 

360" 
aus dem Gesagten folgt, daß dieser Tei l bei einer Drehung von — ^ 

um die Achse oder um das Zentrum mit einem identischen T e i l zu-
sammenfallen muß. Hieraus folgt also, daß jedes M a c h e Punktsystem 
zerlegt werden kann in k gleiche Streifen. Diese Streifen können 
Teile einer ZyHnderfläche, einer Ebene oder einer Kege l f läche sein. 
W i r können uns nun jeden dieser Streifen aufgerollt denken zu einer 
Kreiszylinder- oder einer Kreiskegelf iäche, und man wird einsehen, 
daß dann die Punkte, welche darauf vorkommen, ein rege lmäßige s oder 
ähnliches System bilden. D a aber bei diesen Systemen auf einem 
horizontalen Kreis niemals mehr als 1 Punkt vorkommen kann, so 
werden sie „einfache" Systeme sein. 
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Die /̂ -fachen Systeme können also in k gleiche einfache zerlegt 
werden. W ä h r e n d nun aber den mehrfachen regelmäßigen Punkt-
systemen auf der Kreiszylinderfläche auch ein einfaches Punktsystem 
auf einer Kreiszylinderfläche zu gründe liegt und den mehrfachen 
ähnlichen auf einer Kreiskegelf läche ein einfaches auf einer solchen 
Fläche (obwohl mit anderem Scheitelwinkel), so lassen sich die mehr-
fachen ähnlichen Punktsysteme auf einer Ebene nur in einfache 
ähnliche auf einer Kreiskegelf läche zerlegen. Dieser letzte Umstand 
zwang uns, die mehrfachen Punktsysteme auf einer Ebene zu be-
handeln, nachdem auch die einfachen auf der Kreiskegelf läche be-
sprochen waren. 

Geben wir den Größen, welche sich auf das einfache System 
beziehen, welches einem /̂ -fachen zu gründe liegt, den Index o, so 
gilt ganz allgemein: ^ ^ ^ ^ ^ ^̂ ^̂  

F ü r die ähnlichen Systeme auf einer Kreiskegelf läche lassen 
sich außerdem noch folgende Beziehungen angeben: 

Co = \ (72) 

und also: = T ^^^^ 

Wir weisen nun besonders darauf hin, daß man jedes einfache 
Punktsystem auf einer „Kreiszylinderfläche" betrachten kann als ein 
solches, das einem gewissen ^-fachen System auf einer solchen 
Fläche zu Grunde liegt. Doch nicht jedes einfache ähnliche Punkt-
system auf einer „Kreiskegelfläche" kann man als ein solches auf-
fassen, das einem ^-fachen System zu gründe liegt Denn es wird 
einleuchten, daß dazu t.o notwendigerweise einen solchen Wert be-
sitzen muß, daß < 360" ist. Wenn ein einfaches ähnliches 
System auf einer Kreiskegelf läche einem >̂ -fachen auf einer „Ebene" 

360^ 1 
zu Grunde liegen soll, so muß = ^ sein, während N„~-^ ist. 

Es können also nur ganz bestimmte ähnliche Punktsysteme auf 
einer Kreiskegelf läche zum Aufbau mehrfacher ähnlicher Systeme 
auf einer Ebene dienen. 

Aus dem Gesagten geht noch Folgendes hervor: Sind in dem 
einfachen System, das dem ŷ -fachen zu gründe liegt, die m- und 
die 7?-zeilige Spirale zugeordnet, so müssen die Punkte des mehr-
fachen Systems alle als Schnittpunkte von zwei Spiralscharen auf-
zufassen sein, welche km und kn parallele Spiralen enthalten. Nun 
werden wir solche Spiralscharen auch hier „zugeordnete" nennen 
und es folgt hieraus folgende wichtige Regel: 

Sind" in einem /̂ -fachen Punktsystem zwei Spiralscharen von 
je p und q Spiralen anzugeben, deren Schnittpunkte die Punkte des 
Systems bilden, so müssen die Zahlen / und q notwendigerweise 
den Faktor k als größten gemeinsamen Teiler besitzen. 

Man hat in dieser Eigenschaft ein wichtiges Hilfsmittel für 
die Beurteilung der Frage, ob ein in der Natur angetroffenes System 
einfach oder mehrfach ist, denn es ist bei den natürlichen Objekten 
meistens viel einfacher, zugeordnete Spiralscharen nachzuweisen als 
zu bestimmen, ob mehrere Punkte in gleicher Höhe gelegen sind 
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Kapitel II. Mehrfache Systeme tangierender Kreise 
und Folioiden. 

§ 1. Die mehrfachen Systeme tangierender K r e i s e 
als aus den einfachen aufgebaute betrachtet. Als Definition 
der „mehrfachen Systeme tangierender Kreise" gelten dieselben, 
welche wir in den vorigen Abschnitten (S. 23, 112 und 146) von 
den „einfachen regelmäßigen Systemen tangierender Kreise auf einer 
Kreiszylinderfläche" und von den „einfachen ähnlichen auf einer 
Ebene" und „auf einer Kreiskegelfläche" gaben, mit der Einschrän-
kung, daß die Kreismittelpunkte statt eines einfachen, jetzt ein mehr-
faches Punktsystem bilden. 

Wir haben nun die Frage zu lösen, von welcher Art die 
mehrfachen Punktsysteme sein müssen, damit sich um ihre Punkte 
solche mehrfache Systeme tangierender Kreise konstruieren lassen. 

Denkt man sich ein Maches System tangierender Kreise in 
der im vorigen Kapitel angegebenen Weise in /^-Streifen eingeteilt, 
so werden die Zeichnungen auf jedem dieser Streifen vollkommen 
gleich sein, was aus der Regelmäßigkeit oder Ähnlichkeit des 
Systems unmittelbar hervorgeht. Wird nun ein solcher Streifen zu 
einer Zylinderfläche oder Kegelf läche aufgerollt, so werden die 
Kreise darauf ein einfaches System tangierender Kreise bilden. 

Hiermit ist also die Frage zurückgeführt auf diejenige nach 
der Beschaffenheit der einfachen Punktsysteme, um deren Punkte 
Systeme tangierender Kreise möglich sind, und diese letztere wurde 
in den vorigen Abschnitten vollständig gelöst. Eine kurze Be-
sprechung der einzelnen Fäl le möge das Gesagte noch näher er-
läutern. 

§ 2. Mehrfache r e g e l m ä ß i g e Systeme tangierender 
Kre i se auf einer K r e i s z y l i n d e r f l ä c h e . Jedes einfache regel-
mäßige System tangierender Kreise auf einer Kreiszyl inderfläche 
kann zum Aufbau eines /^-fachen Systems verwendet werden. 
Nennen wir das Verhältnis des Kreisdurchmessers zum Zylinder-
umfang für das einfache System bo, für das mehrfache b, so leuchtet 
ein, daß: 

bo = kb (74) 

ist. Nun ist nach (71) = y^« und hieraus folgt also, daß die Be-
ziehung zwischen b und a bekannt ist, sobald diejenige zwischen 
b„ und a„ gegeben ist. Nun wird die letzte Beziehung durch die 
(vollständig, ausgeführt gedachte) graphische Darstellung II Tafel II 
ausgedrückt und wir bekommen also diejenige zwischen b und a, 
indem wir die Darstellung k-vadX verkleinern. 

Wir haben früher gesehen, daß, sobald b„ und a„ für ein 
einfaches System bekannt sind, sich dieses sehr leicht konstruieren 
läßt. So setzt uns jetzt diese graphische Darstellung in den Stand, 
auch jedes gewünschte, mehrfache System tangierender Kreise auf 
einer Kreiszylinderfläche zu konstruieren. 

§ 3. Mehrfache ä h n l i c h e Systeme tangierender K r e i s e 
auf einer Ebene. Will man ein >̂ -faches System tangierender 
Kreise auf einer Ebene beschreiben, so konstruiere man einen 
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Winkel Co = ^ und betrachte diesen als die Darstellung einer 

abgerollten Kreiskegelfläche, auf der ein ähnliches System tangieren-
der Kreise in der Weise zu konstruieren ist, wie wir es in § 8, 
S. 159 angegeben haben. Der hierzu notwendige Wert von a oder 
a ist für jeden bestimmten Kontaktfall mittels der Formel (56) zu 
berechnen, oder aus der graphischen Darstellung auf Tafel X I zu 
entnehmen. Der Wert von N, welcher für die Konstruktion zu 

verwenden ist, beträgt nach (73): No = j . Ist einmal die Kon-

struktion auf dem Sektorwinkel ausgeführt, so braucht man nur k 
solcher Sektoren zu einer unbegrenzten Ebene zusammen zu legen, 
um damit das gewünschte ^-fache System zu erhalten. 

Man könnte vielleicht denken, daß der Wert von a, welchen 
man für die Konstruktion auf dem Sektor braucht, zu finden wäre, 
indem man denjenigen Wert von a, welcher dem einfachen System 
mit gleichen Kontakten „auf einer Ebene" entspricht, durch den 
Faktor k teilt. Dies ist jedoch durchaus nicht der Fall; der Wert 
von a kann nur gefunden werden mittels der Formeln, welche für 
die Systeme „auf einer Kreiskegelf läche" gelten. 

Wir bemerken endlich noch, daß der Faktor da hier nicht 
gleich kd gesetzt werden darf wie bei den regelmäßigen Systemen 
tangierender Kreise auf einer Kreiszylinderfläche. Dennoch wird 
l>o nur wenig von kd verschieden sein, und zwar wird die Differenz 
umso geringer, je höhere Kontakte betrachtet werden. 

§ 4. Mehrfache ä h n l i c h e Systeme tangierender K r e i s e 
auf einer K r e i s k e g e l f l ä c h e und deren horizontale Projek-
tion. Wenn man ein ähnliches -̂ -faches System tangierender 
Kreise auf einer Kegelf läche konstruieren will, für welche der 
Winkel der abgerollten Fläche gleich f ist, so zeichne man das 

einfache System innerhalb eines Winkels Co = ^ und vereinige 

darauf k solcher Sektoren zu einem Ganzen. 
Die /̂ -fachen Folioidensysteme bekommt man dann natürlich, 

indem man sich diese mehrfachen Systeme aufgerollt denkt und 
nun die horizontale Projektion entwirft auf die Weise, wie es auf 
S. 168 angegeben wurde. 

In den folgenden Paragraphen werden wir das Besprochene noch 
auf bestimmte Zahlenbeispiele anwenden. 

§ 5. Superponierte Quirle. Die einfachste Form der mehr-
fachen Systeme tangierender Kreise ist natürlich diejenige, bei der 
das einfache System, das dem mehrfachen zu gründe liegt, den 
Kontakt Q und 1 zeigt. Wenn die Kontaktspiralen dabei einander 
rechtwinklig schneiden, so nennen wir ein solches System eines von 
„superponierten Quirlen". 

Wil l man sich von einem solchen y -̂fachen System auf einer 
Kreiszylinderfläche eine Vorstellung machen, so braucht man nur 
die Figur 1 Tafel I X ^mal zu wiederholen und diese ,^-Figuren 
nebeneinander zu legen. 

Auch die Darstellung solcher Systeme auf einer Ebene und 
auf einer Kreiskegelf läche wird keine Mühe verursachen, ebenso-
wenig wie die mehrfachen p'olioidensysteme, die diesen Kontakt 
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zeigen. Wir haben dieselben hier auch nicht abgebildet, umso-
mehr, weil sie für die Theorie der Blattstellung nur wenig Bedeu-
tung besitzen. Wir wollen bloß noch bemerken, daß ein zweifaches 
System auf einer Ebene, das von einem einfachen mit dem Kon-
takt 0 und 1 abgeleitet ist, eine Jiigentümlichkeit besitzt. Ein 
solches System wird nämlich dargestellt durch zwei Kreise mit will-
kürlichem Radius, die einander tangieren. Es muß ja das ein-
fache System konstruiert werden auf einer Kegelf läche, für die 

= = 1800 und also yj = 60» ist. Nun wird das abgerollte 

System mit dem Kontakt 0 und 1 in diesem Fall dargestellt durch 
einen einzigen Kreis, welcher durch den Kegelscheitel geht. Also 
wird das zweifache System durch zwei tangierende Kreise gegeben. 

§ 6. Al ternierende Quirle. Von viel größerer Wichtig-
keit für unsere Betrachtungen als die soeben besprochenen Systeme 
sind diejenigen, welchen als einfaches System ein solches mit dem 
Kontakte 1 und 1 zu gründe liegt und welche den Namen „Systeme 
von alternierenden Quirlen" tragen. Nach dem Wert, welchen der 
Faktor k besitzt, spricht man von zweizähligen, dreizähligen usw. 
Quirlen. Die Systeme von zweizähligen alternierenden Quirlen 
werden auch „dekussierte" Stellungen genannt. 

Die Divergenz der einfachen Systeme mit dem Kontakte 1 
und 1 beträgt immer 180", diejenige der 2-, 3-, 4-, 5-zähligen 
Quirle also 90», 60», 45», 36». 

TabeUe XX. 
Mehrfache Systeme tangierender Kreise. 

k Zylinderfläche Ebene 
Kegelfläche 

V = 28°57 '18" , 

Dekussierte Stellung 2 
S = 0,35355 

a = 90° 

a = 0,2079 

= 0,5 

f„ = 180° 

a = 0,6752 

No = 0,125 

?o = 45° 

Dreizählige 

alternierende Quirle 
3 

b = 0,2357 

a =: 60° 

a = 0,3509 

N„ = 0,33333 

fo = 120° 

a = 0,7697 

J\r„ = 0,0834 

Co = 30° 

/ l \ 

Fünfzählige 

alternierende Quirle 
5 

* = 0,1414 

a = 36° 

a = 0,5335 

N, = 0,2 

Co = 72° 

a = 0,8546 

ô = 0,05(=l) 
Co = 18° 

Zweifaches System mit 
Grundsystem mit Kon-

takten 1 u. 2 und 

a = | - 3 6 0 ° = 144» 

2 
* = 0,2236 

a = 72° 

a = 0,503 

^0 = 0,5 

fo = 180° 

a = 0,862 
/ l \ ^„ = 0,125 = ^ 

Co = 45° 
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Wir haben auf S. 152 nachgewiesen, daß auf jeder Kreiskegel-
fläche einfache Systeme mit dem Kontakte 1 und 1 möglich sind. 
Nur auf einer Ebene war ein solches einfaches System nicht zu 
beschreiben. Aus allen möglichen Fäl len wollen wir nun als Bei-
spiele solche wählen, bei denen die beiden einzeiligen Spiralen des 
einfachen Systems einander rechtwinklig schneiden. Die Werte 
von a, welche sich auf solche Systeme für verschiedene Kegel-
flächen beziehen, sind in der graphischen Darstellung Taf. X I aus 
der Kurve AJ abzulesen. 

Es sind nun in der Tabelle X X für zwei-, drei- und fünf-
zählige alternierende Quirle mit rechtwinkligem Schnitt der Kon-
taktspiralen diejenigen Werte angegeben, welche für die Konstruk-
tion auf der Kreiszyl inderfläche, auf der Ebene und auf einer 

/ 1\ 
Kreiskegelfläche, für die xp = 28o 57' 18" JV = j] ist, notwendig 
sind. ^ 

Die Tafel XII enthält die Konstruktionen, welche mit diesen 
Werten ausgeführt wurden. Die Figuren 1—3 stellen die zwei-, 
drei- und fünfzähligen Quirle mit rechtwinkligem Schnitt der 
Kontaktspiralen auf einer Kreiszyl inderfläche dar und zwar ist der 
Umfang dieser Zylinderfläche gleich 5 cm angenommen, also der-
selbe wie für alle unsere früheren Konstruktionen auf der Kreis-
zylinderfläche. Die Durchmesser der Kreise geben also wieder 
einen Einblick in den Wert von 3, was besonders dann von Inter-
esse ist, wenn man diese mehrfachen Systeme mit den einfachen 
vergleicht. 

Die Figuren 5—7 stellen die übereinstimmenden Systeme auf 
der Ebene dar. Wir bemerken dabei noch, daß, wie gesagt, ein 
einfaches System mit dem Kontakte 1 und 1 auf einer Ebene 
praktisch nicht besteht, während das zweifache, welchem ein ein-
faches mit diesem Kontakte zu gründe liegt, wohl konstruiert werden 
kann, wie aus der Figur 5 hervorgeht. 

Die Figuren 9—11 geben dieselben Kontakt fä l l e mit Folioiden-
systemen wieder, wobei diese Systeme die horizontalen Projektionen 
ähnlicher Systeme tangierender Kreise auf einer Kreiskegelf läche 

darstellen, für die y = 28» 57' 18" ^iV = ist. Diese Figuren 

beziehen sich also auf dieselbe Kegelf läche, wie die Konstruktionen 
4 bis 6 der Tafel I X und alle Konstruktionen der Tafel X . 

§ 7. Gedrehte Quirle . Diejenigen mehrfachen Systeme, 
welchen andere einfache Systeme als solche mit dem Kontakte 0 
und 1 oder 1 und 1 zu gründe liegen, werden wohl mit dem Namen 
„gedrehte Quirle" bezeichnet. Wir werden uns damit begnügen, 
ein einziges Beispiel dieser Systeme zu geben und zwar ein zwei-
faches System, welchem ein einfaches mit dem Kontakte 1 und 2 
zu gründe liegt. Dabei wurde die Divergenz des einfachen Systems 
gleich 1 4 4 » angenommen. Es entspricht dieser Divergenz bei 
dem System auf der Kreiszylinderfläche ein rechtwinkliger Schnitt 
von Kontaktspiralen; bei dem System auf der Ebene oder dem-
jenigen auf der Kreiskegelf läche ist dies nicht der Fall, dennoch 
kommt man hier auch einem solchen rechtwinkligen Schnitt sehr 
nahe, und praktisch kann bei dieser Divergenz der rechtwinklige 
Schnitt wohl angenommen werden. Die Zahlen, welche sich auf 
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diesen Kontaktfall beziehen, sind für die Kreiszylinderfläche, die 
/ 1\ 

Ebene und die Kreiskegelfläche, für die y = 28« 57' 18" j 
ist, in die Tabelle X X aufgenommen. Die Figuren 4, 8 und 12 
der Tafel XII geben die geometrischen Konstruktionen wieder, welche 
mit diesen Werten angefertigt wurden. Dabei wurde der Umfang 
der Zylinderfläche wieder gleich 5 cm angenommen, der Abstand 
von Punkt 0 bis zum Zentrum gleich 2,5 cm. Auch diese Figuren 
lassen also eine Vergleichung mit unseren vorigen Konstruktionen zu. 

1) Die „mehrfachen Systeme tangierender Kugeln" sind hier, um nicht zu aus-
führlich zu werden, nicht behandelt, obwohl dies von den gleichen Gesichtspunkten aus 
geschehen könnte als für die „mehrfachen Systeme tangierender Kreise". Damit wollen 
wir jedoch nicht sagen, daß dieselben fur die Erklärung von gewissen Erscheinungen 
keinen Wert besitzen. 



F ü n f t e r A b s c h n i t t . 

Rekapitulation. 

Wenn wir jetzt versuchen, die Hauptresultate, zu denen uns 
die Betrachtungen des vorigen Abschnitts führten, in kurzer Fassung 
wiederzugeben, so muß zunächst bemerkt werden, daß dies nur auf 
sehr unvollkommene Weise geschehen kann und in mehreren Fällen 
auf die früheren Ausführungen verwiesen werden muß. Anderseits 
aber wird uns diese Zusammenfassung in den Stand setzen, einzelne 
Fragen durch eine abweicheride Behandlungsweise näher zu be-
leuchten. 

Ausgangspunkt unserer mathematischen Studien bildet folgende 
Frage: Welches sind die Eigenschaften von Punktsystemen auf einer 
Kreiszylinderfläche, einer Ebene imd einer Kreiskegelfläche, welche 
derart sind, daß die Strahlenbüschel, welche man erhält, indem man 
verschiedene Punkte des Systems mit allen anderen verbindet, ent-
weder kongruent (für die Kreiszylinderfläche) oder ähnlich (für die 
Ebene und Kegelfläche) sind. Es sind hier aber diejenigen Fälle, 
worin unter den Strahlenbüscheln kongruente oder ähnliche „Spiegel-
bilder" angetroffen werden, nicht in Betracht gezogen. 

Es ist nun nachgewiesen worden, daß die Haupteigenschaften 
solcher Punktsysteme, welche wir „regelmäßige" (auf einer Kreis-
zylinderfläche) und „ähnliche" (auf einer Ebene oder auf einer Kreis-
kegelfläche) nannten, die sind, daß darin unendliche Reihen Punkte 
auf Schraubenlinien (Kreiszylinderfläche), logarithmischen Spiralen 
(Ebene) oder Kegelloxodromen (Kegelfläche) liegen. Die logarith-
mischen Spiralen haben alle dasselbe Zentrum, die Kegelloxodromen 
laufen natürlich alle nach unendlich vielen Umgängen in dem 
Kegelscheitel zusammen. Die drei genannten Arten Kurven wurden 
gemäß der botanischen Ausdrucksweise unter dem gemeinschaft-
lichen Namen „Spiralen" zusammengefaßt. 

Die Punktsysteme ließen sich ferner in zwei Arten einteilen. 
Bei der ersten Art konnten alle Punkte in einer einzigen Spirale 
aufgenommen werden, solche Systeme haben wir „einfache" genannt, 
und die Spirale selbst „Hauptspirale". Bei der zweiten Art war 
eine solche einzige Spirale nicht möglich; es waren mehrere parallele 
Spiralen notwendig, um alle Punkte des Systems aufzunehmen. 
Solche Systeme nannten wir „mehrfache". 

Zuerst werden nun ausschließlich die einfachen Punktsysteme 
betrachtet, wobei die kontinuierliche Numerierung der Punkte die 
Hauptspirale entlang vorgenommen werden kann. 
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Ein einfaches Punktsystem auf einer Kreiszylinderfläche ist 
bestimmt durch zwei Faktoren: die Divergenz a der Punkte in der 
Hauptspirale und die Steighöhe h dieser Spirale. Ein einfaches 
Punktsystem auf einer Ebene und ein solches auf einer Kreiskegel-
fläche ist ebenfalls durch zwei Faktoren völlig bestimmt, hier sind 
es die Divergenz a der Punkte in der Hauptspirale und das kon-
stante Verhältnis a, das zwischen den Leitstrahlen nach den auf-
einander folgenden Punkten der Hauptspirale besteht und welchem 
wir den Namen „Hauptverhältnis" gaben. Bei jedem Wert von a 
sind nun unendlich viele Werte von h oder a anzugeben, mit denen 
solche Punktsysteme aufgebaut werden können. Von allen diesen 
Möglichkeiten haben wir bestimmte Fäl le ausgewählt und zwar 
durch folgende Betrachtungsweise: 

Man denke sich um die Punkte eines regelmäßigen oder ähn-
lichen Punktsystems unendlich kleine Kreise auf der Zylinderfläche, 
Ebene oder Kegelf läche beschrieben, und nehme an, daß diese 
Kreise im Wachstum begriffen sind, aber so, daß sie dabei immer 
kreisförmig bleiben. Es muß hierbei noch bemerkt werden, daß 
hier unter Kreisen auf einer Kreiszylinderfläche und einer Kegel-
fläche, Raumkurven verstanden werden, die derart sind, daß sie 
nach dem Abrollen auf einer Ebene wirklich Kreise darstellen. 
Man denke sich nun das Wachstum der Kreise derart, daß sich bei 
den Punktsystemen auf der Zylinderfläche alle Kreise gleich schnell 
ausdehnen, bei denjenigen auf der Ebene und auf einer Kreiskegel-
fläche aber so, daß die Radien sich in jedem Augenblick verhalten 
wie die Leitstrahlen, die vom Zentrum oder vom Kegelscheitel aus 
nach den Punkten gezogen werden. 

Es wird dann ein Moment kommen, in dem der Kreis um 
Punkt o einen anderen berührt. Nehmen wir an, dies sei derjenige 
um Punkt m. Es muß dann aber wegen der Rege lmäßigke i t oder 
Ähnlichkeit des Systems der Kreis um Punkt m denjenigen um 2in 
und dieser wieder denjenigen um %m berühren usw. Ferner muß 
der KJreis um 1 denjenigen um (1 + »?) berühren usw. Wir haben 
ein solches Kreissystem eines mit »«-zeiligen Kontaktspiralen genannt. 

Es besteht nun die Möglichkeit, daß der Kreis um o gleich-
zeitig die Kreise um m und n tangiert. In diesem Falle sprechen 
wir von einem zweizähligen Kontakte vi und n, und es wird ein-
leuchten, daß dabei jeder Kreis von vier anderen berührt wird. Es 
läßt sich nun nachweisen, daß für einen bestimmten Wer<: von « 
nur ein solcher von h oder a zu finden ist, für den ein Kontakt in 
und n besteht. Daraus folgt also, daß eine gewisse Beziehung 
zwischen « und h oder zwischen a und a anzugeben ist für alle 
Fälle, in denen ein Kontakt vi und n verwirklicht ist. 

Für die Kreiskonstruktionen auf einer Ebene und auf einer 
Kreiskegelf läche haben wir dann auch wirklich die Beziehung 
zwischen oc und a durch eine Gleichung dargestellt (Formel 40 
S. 115 und Formel 56 S. 148), jedoch haben wir aus gewissen Grün-
den vorgezogen, für die Kreiskonstruktionen auf der Kreiszylinder-
fläche anstatt der Beziehung zwischen a und h eine andere einzu-
führen, und zwar eine solche zwischen « und einem Faktor b. Dieser 
Faktor b, den wir den „relativen Kreisdurchmesser" nannten, gibt 
das Verhältnis des konstanten Kreisdurchmessers einer Kreiskonstruk-
tion zu dem Umfang der Zylinderfläche an. 
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Die Beziehungen, die wir zwischen b und oc oder a und a 
fanden, sind zwar unter der Annahme eines Kontaktes m und n ab-
geleitet, dabei bleibt jedoch die Möglichkeit bestehen, daß in der 
Kreiskonstruktion sich noch Kreise schneiden. Es kann nun aber 
sehr leicht nachgewiesen werden, daß dies nicht möglich ist für alle 
diejenigen Werte von b oder a und a, welche zwischen denen liegen, 
die diese Größen bei dem dreizähligen Kontakt (ri — m), m und n 
und dem dreizähligen Kontakte m, n und [m + n) besitzen. Solche 
Systeme mit zwei- oder dreizähligem Kontakte, bei denen sich keine 
Kreise schneiden, haben wir „regelmäßige" (Zylinderfläche) und 
„ähnliche" (Ebene und Kreiskegelfläche) „Systeme tangierender 
Kreise" genannt. 

Die Beziehung zwischen b und a für die „regelmäßigen Systeme 
tangierender Kreise auf einer Kreiszylinderfläche" ist bei ver-
schiedenen Werten von m und n in der graphischen Darstellung II 
Tafel II wiedergegeben. Dabei wurden besonders Kontakte aus 
der „Hauptreihe" (s. S. 32) und den einfachen Nebenreihen (s. S. 50) in 
Betracht gezogen. Sind einmal für einen bestimmten Kontakt 
die zusammengehörigen Werte von b und a bekannt, dann läßt sich 
die Kreiskonstruktion leicht ausführen, Tafel I enthält eine Reihe 
solcher Kreissysteme. 

Die Beziehung zwischen a und oc für die „ähnlichen Systeme 
tangierender Kxeise auf einer Ebene" findet man bei bestimmten 
Werten von m und n in der Darstellung I Tafel VII. Auch hier 
läßt sich die Konstruktion, sobald a und a bekannt sind, ohne Mühe 
anfertigen; Tafel V I gibt eine Reihe solcher Systeme. 

Was nun die Beziehung zwischen a und « für die „ähnlichen 
Systeme tangierender Kreise auf einer Kreiskegelf läche" anbelangt, 
so ist diese abhängig von dem Wert des Scheitelwinkels der Kegel-
fläche (yj). Es sind in die graphische Darstellung II der Tafel VII 
verschiedene Kurvensysteme eingetragen, die für verschiedene Werte 
von yj Geltung haben. Will man die Beziehung zwischen a und a 
jedoch ganz allgemein darstellen, so muß man eine räumliche Dar-
stellung verwenden, indem man den Wert von y) auf einer dritten 
Achse abträgt . Es ist dies für einige Werte von m und n in der 
Darstellung auf Tafel X I geschehen. 

Sind bei einer gewissen Kegelf läche und bei einem bestimmten 
Kontakt die zusammengehörigen Werte von a und oc bekannt, so 
läßt sich die Konstruktion auf der „abgerollten" Kreiskegelf läche sehr 
leicht ausführen. In Textfigur 35 S. 160 ist als Beispiel der Kontakt 
1, 2 und 3 auf einer abgerollten Kegelfläche, für die yj = 2 8 » 5 7 ' 2 8 " 
ist, dargestellt. Der Sektorwinkel (C) der abgerollten Kegel f läche ist 
in diesem Fall gleich 90». Die Kreiskonstruktionen auf der Kegel-
fläche selbst lassen sich natürlich nur als Projektionszeichntmg geben, 
wir wählten dazu die Projektion auf eine Ebene, die rechtwinklig auf 
der Kegelachse steht und welche wir als „horizontale Projektion" be-
zeichneten. Ein Kreis auf der Kreiskegelf läche geht bei dieser Pro-
jektion über in eine Kurve, der wir den Namen „Folioide" gaben und 
deren Eigenschaften wir genau feststellten. Das Kreissystem geht 
also bei der horizontalen Projektion über in ein „ähnliches System 
tangierender Folioiden", welches dieselben Kontakte zeigt wie das 
Kreissystem und auch in anderer Hinsicht damit große Überein-
stimmung besitzt. Die Figuren 4 bis 6 der Tafel I X und die Figuren 
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der Tafel X geben eine Reihe solcher Folioidensysteme, welche 
sich auf Kreiskonstruktionen auf einer Kreiskegelf läche beziehen, 
für die = 28» 57' 18" (f = 90 o) ist. Die Gestalt der Folioiden 
ändert sich auf sehr bestimmte Weise, wenn man die Kreiskonstruk-
tion auf anderen Kegelf lächen ausgeführt denkt. Es werden sich 
die hier gemeinten Konstruktionen im zweiten Teil dieser Arbeit 
als das Hauptresultat unserer mathematischen Studien herausstellen. 

Wir haben nun auch für die „ähnlichen Systeme tangierender 
Kreise auf einer Ebene" ebenso wie für die „auf der Kreiskegel-
fläche" und die „ähnlichen Systeme tangierender Fohoiden" den 
Faktor d eingeführt und zwar wurde diese Größe hier definiert als 
das Verhältnis zwischen dem konstanten Winkel, unter dem die 
Kreise oder Folioiden vom Zentrum. oder' vom Scheitel (der abge-
rollten Kegelfläche) aus gesehen werden, und einem Winkel von 
360". Es hat sich ergeben, daß die Beziehung zwischen 6 und a für 
diese Systeme die größte Übereinstimmung zeigt mit derjenigen, 
die wir zwischen d und « für die „regelmäßigen Systeme tangieren-
der Kreise auf einer Kreiszylinderfläche" fanden. Praktisch konnte 
sogar die graphische Darstellung II Tafel II vom Punkt 1, 2 und 3 
ab, nach unten hin, für alle diese Systeme in Anwendung gebracht 
werden (siehe S. 128 und 165). Bei dem Kontakt 1 und 2 findet 
man aber eine ziemlich bedeutende Abweichung für verschiedene 
Systeme. In der Darstellung III Tafel III gilt die mit „Ebene" be-
zeichnete Kurve für die Kreiskonstruktionen auf der Ebene, die mit 
„Zylinderfläche" bezeichnete ist mit der Kurve für den Kontakt 1 
und 2 aus der Darstellung II Tafel II identisch. Die Kurven für 
diesen Kontakt bei Konstruktionen auf der „Kegelfläche" fallen 
zwischen diese beiden Linien. Auch für den Kontakt 1 und 1 sind 
bemerkenswerte Unterschiede bei den verschiedenen Systemen wahr-
zunehmen; für solche auf der Ebene ist dieser Kontakt nicht zu 
realisieren, für solche auf Kegelf lächen für die ip zwischen 1 8 0 » 
und 60» variiert, nur für Werte von d kleiner als 1. Der Kontakt 
0 und 1 kann erst auf Kegelf lächen, für welche y < 60» ist, auf-
treten. 

Aus der genannten graphischen Darstellung der Beziehung 
zwischen d und a ließen sich nun mehrere Schlüsse ziehen auf 
die verschiedenen Systeme, die mit ein und demselben Wert von b 
oder tx möglich sind (man vergleiche S. 65, 129 und 159). Auch 
diese Schlüsse werden sich für unsere weiteren Betrachtungen als 
besonders wichtig herausstellen. 

Wir bemerken noch, daß für alle Kreiskonstruktionen außer 
den Kontaktfäl len mit dreizähligen Kontakten auch besonders die-
jenigen näher betrachtet wurden, bei denen die Kontaktspiralen 
(d. h. diejenigen Spiralen, welche durch die Mittelpunkte von Kreisen 
gezogen werden, die miteinander in Kontakt sind) einander recht-
winklig schneiden. Es hat sich herausgestellt, daß für jeden Kon-
takt m und n ein Wert für d oder a und für a zu finden ist, für 
den das der Fall ist. 

Nachdem die „einfachen" Systeme behandelt waren, sind auch 
die „mehrfachen" in Betracht gezogen worden. A u ß e r durch das 
Fehlen einer einzigen Hauptspirale unterscheiden sich diese „mehr-
fachen" noch dadurch von den „einfachen", daß mehrere Punkte 
des Punktsystems oder mehrere Kreismittelpunkte des Kreissystems 
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auf demselben horizontalen oder konzentrischen Kreise gelegen sind. 
Werden auf einem solchen Kreise /^-Punkte angetroffen, so haben 
wir das mehrfache System ein „Maches" genannt' und nachgewiesen, 
daß es betrachtet werden kann als aus k einfachen Systemen auf-
gebaut. Damit war die Behandlung der mehrfachen Systeme auf 
die der „einfachen" zurückgeführt. Beispiele solcher mehrfachen 
Systeme sind auf Tafel XI I dargestellt. 

Schließlich möge erwähnt werden, daß wir auch solche „regel-
mäßigen" und „ähnlichen Punktsysteme" untersucht haben, um deren 
Punkte „regelmäßige" und „ähnliche Systeme tangierender Kugeln" 
zu beschreiben sind (für die Definition siehe man S. 77 und S. 175) 
Es sind derartige Systeme für unsere weitere Betrachtung zwar 
nicht von großem Interesse, aber es wurde bemerkt, daß sie vom 
historischen Standpunkt betrachtet, gewisse Bedeutung besitzen, und 
ihr Studium außerdem der Einsicht in die ganze Frage förderlich 
sein jiann. 





Z W E I T E R T E I L 

Botanisehe Anwendungen. 

Iterson, Studien Uber Blattstellungen. 13 





Beöbachtungstatsachen. Aufgaben einer 
mechanischen Theorie der Blattstellungen. 

Obwohl die Beobachtungen betreffs der Blattstellungen hier 
größtenteils als bekannt vorausgesetzt werden, so möge dennoch 
eine kurze Darstellung derselben folgen, um klar zu machen, welche 
Aufgaben nach unserer Meinung an eine mechanische Theorie der 
Blattstellung gestellt werden müssen. Es ist dies besonders auch 
darum nötig, weil diese Beobachtungen meistens nur zerstreut in 
verschiedenen Büchern zu finden sind. Die hier gemeinten Haupt-
tatsachen sind folgende: 

1. Bei den meisten Phanerogamen, Pteridophyten und Bryo-
phyten und bei einzelnen Thallophyten sind größere oder kleinere 
Zonen der Pflanzenachse nachzuweisen, innerhalb derer die seitlichen 
Organe in Bezug aufeinander in annähernd übereinstimmender 
Weise geordnet sind. 

2. Innerhalb dieser Zonen sind dann die seitlichen Organe zu 
ordnen auf Quirlen, auf Spiralen oder auf beiden gleichzeitig. 

3. Sind keine Quirle nachzuweisen, so läßt sich immer eine 
„Hauptspirale" auffinden, die alle Organe in sich schHeßt. Die 
Divergenz, diese Hauptspirale entlang gerechnet, ist annähernd 
konstant. 

4. Von den anderen Spiralen, den „sekundären", fallen meistens 
bestimmte besonders ins Auge, und die seitlichen Organe lassen 
sich dann auf einer Schar solcher Spiralen ordnen. 

5. Die Anzahl Spiralen einer solchen Schar (die Koordinatzahl) 
wird in den meisten Fällen dargestellt durch ein Glied der „Haupt-
reihe": Q 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, usw. 
In viel selteneren Fällen wird diese Zahl angegeben durch ein 
Glied einer der „Nebenreihen", welche allgemein wie folgt darzu-
stellen sind: 

1, z, 1 + s, 1 + 22, 2 + 32, 3 + 52, 5 + 82, usw„ 
wenn 2 = 3, 4 oder 5 ist. Je größer in diesen Reihen der Wert von z 
wird, desto seltener wird ein Glied derselben als Koordinatzahl in 
der Natur angetroffen. Die Fälle , in denen 2 = 5 ist, sind bereits 
sehr selten. 

Ganz ausnahmsweise findet man als Koordinatzahlen solche, 
welche nicht in den angegebenen Reihen unterzubringen sind. 

6. In den meisten Fällen tritt nicht ..nur eine einzige Spiral-
schar besonders deutlich hervor, sondern es fallen zwei solche stark 
ins Auge. In diesen Fällen werden fast immer die Koordinatzahlen 
dieser Scharen durch zwei aufeinander folgende Glieder der ge-
nannten Reihen dargestellt. In anderen Fällen sind drei solcher 
Scharen sichtbar, und dann werden die Koordinatzahlen durch drei 
aufeinander folgende Glieder gegeben. 

13» 
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7. Die Divergenz einer „Blattstellung aus der Hauptreihe" 
kann, wenn man dieselbe als Bruchteil des Achsenumfangs angibt, 
angenähert dargestellt werden durch ein Glied der folgenden Reihe: 

1 1 2 3 5 8 13 u- S - V ö 
2' 3- 5- 8- 13' 2l' 34' 

oder in Graden ausgedrückt, durch einen der folgenden Winkel: 
180», 120", 144», 135 0, 138"28', 13709.^ 1 3 7 » 39', usw. bis 1 3 7 « 3 0 ' 2 8 ' . 

Für eine „Blattstellung aus einer Nebenreihe" wird die Diver-
genz bei der ersten Ausdrucksweise annähernd dargestellt durch 
ein Glied der folgenden Reihe: 

1 1 2 3 5 u • 1 
usw. bis 2 ' s + 1 ' 2 z + 1 ' 3 2 + 2' 5s + 3' • 2 + x 

8. Die Divergenzen ~ und y werden sowohl am Vegetations-

scheitel als an ausgewachsenen Pflanzenachsen ziemlich genau ver-
2 3 5 

wirklicht angetroffen. Die Divergenzen —, — werden bisweilen 
0 o -Lo 

an ausgewachsenen Pflanzenteilen genau realisiert, an den zuge-
hörigen Vegetationspunkten aber werden durchgehends merkbare 
Abweichungen davon gefunden, und zwar sind diese derart, daß 
eine größere Annäherung an die „Limitdivergenz" verwirklicht ist. 

9. Diejenigen Fälle, in welchen Quirle vorkommen, lassen sich 
einteilen in solche, in welchen „superponierte", „alternierende" und 
„gedrehte" Quirle angetroffen werden. Die „superponierten Quirle" 
sind selten, meistens findet man sie in den Blütenregionen, die 
„alternierenden Quirle" dagegen sind allgemein. Die Anzahl Organe 
in einem Quirl zeigt eine große Mannigfaltigkeit, jedoch werden die 
zwei-, drei- und fünfzähligen und daneben die vier- und sechs-
zähligen alternierenden Quirle am meisten angetroffen. 

10. Wenn bei einem „gedrehten" Quirl auf jedem Wirtel k 
Organe liegen, so lassen sich die Koordinatzahlen der Spiralscharen, 
welche am stärksten ins Auge fallen, gewöhnlich darstellen durch 
zwei aufeinander folgende Glieder der Reihe: 

Ik, \k, 2 k, 3 A 5/e, 8^, 13^, 21 k, usw. 
In seltenen Fällen werden diese Koordinatzahlen zwei aufeinander 
folgende Glieder einer der Reihen darstellen, welche wie folgt aus-
gedrückt werden können: 

Ik, zk, {l-\-z)k, (1 + 2 2)^, (2 + 3 2)/£, usw., 
wenn 2 = 3, 4, 5 ist. 

Ganz ausnahmsweise werden die Koordinatzahlen durch andere 
Zahlen als diese ausgedrückt. 

Für die meisten, in der Natur angetroffenen „gedrehten" Quirle 
ist k = 2, darauf folgen solche, für welche ^ = 3 ist. 

11. Die Pflanzenachsen sind öfters ausgezeichnet durch Rippen, 
Blattkissen oder charakteristische Linien. In vielen Fällen ist die A n -
zahl solcher Bildungen, welche auf ein und demselben Querschnitt an-
getroffen werden, konstant, und sie wird dann meistens dargestellt durch 
ein Glied der Hauptreihe, seltener durch ein solches einer der Nebenreihen. 

12. Die Zahl der Rand- und Scheibenblüten mancher Kom-
positenköpfchen variiert in der Weise, daß eine Zahl der Hauptreihe 
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oder ein einfaches Vielfaches derselben als die „wahrscheinlichste" 
Anzahl dieser Blüten betrachtet werden kann^). 

13. Bedeutende Formänderungen der Pflanzenachse, welche die 
seitlichen Sprossungen trägt , Ä n d e r u n g e n , bei denen öfters diesen 
Sprossungen eine andere physiologische Bedeutung zukommt, geben 
meistens auch zu einer Ä n d e r u n g der Blattstellung Veranlassung. 

14. Die Regionen der Pflanzenachse, innerhalb deren eine 
Ä n d e r u n g der Blattstellung auftritt, und diese also keine konstante 
ist, sind meistens kurz und ihnen folgen gewöhnlich bald wieder 
solche mit konstanter Blattstellung. 

1.5. Sucht man oberhalb und unterhalb dieser Zonen mit nicht 
konstanter Blattstellung, die Koordinatzahlen der am meisten ins 
Auge fallenden Spiralscharen auf, so findet man dafür in den meisten 
Fällen verschiedene Glieder einer und derselben Reihe. So trifft 
man an demselben Stengel öfters verschiedene Blattstellungen aus 
der Hauptreihe an. 

Daneben kommen jedoch andere Ä n d e r u n g e n der Blattstellungen 
ganz allgemein vor, diese werden erst später zur Sprache kommen. 

Die Beobachtung, die wir unter 1. beschrieben haben, fordert 
eine nähere Erläuterung. Der Ausdruck: „die seitlichen Organe 
sind in bezug auf einander in annähernd übereinstimmender Weise 
geordnet", muß bei der Mannigfaltigkeit der Form der Pflanzen-
achse noch näher beschrieben werden. Nach unseren mathematischen 
Betrachtungen können wir denselben in drei Fällen sehr genau 
definieren: Ist die Pflanzenachse zylindrisch, so lehrt die Beobachtung, 
daß die Mittelpunkte der Ansatzstellen der seitlichen Sprossungen 
ein „regelmäßiges Punktsystem auf einer Kreiszylinderfläche" (siehe 
S. 8) bilden. Ist die Pflanzenachse aber flach, so bilden diese 
Mittelpunkte ein „ähnliches Punktsystem auf einer Ebene" (siehe 
S. 95). Kann endlich die Pflanzenachse als eine Kegelf läche be-
trachtet werden, so bilden die genannten Punkte ein „ähnliches 
Punktsystem auf einer Kreiskegelf läche" (siehe S. 139). 

Die erste dieser drei Beobachtungen ist allgemein bekannt, 
obwohl sie meistens in abweichender Form beschrieben wird 2). 
Für die zweite und dritte sind aus den Arbeiten von C H U R C H 
manche Tatsachen zu entnehmen, aber auch im Folgenden werden 
solche angeführt. 

Die drei angegebenen Formen der Pflanzenachse sind nun 
diejenigen, welche hier fast ausschließlich in Betracht kommen. Was 
die Fälle anbelangt, in denen diese Achse andere Formen annimmt, 
so bleibt es einem späteren Studium vorbehalten, auch dafür die 
genaue Definition der „übereinstimmenden Lage" der Mittelpunkte 
der Ansatzstellen zu geben. 

I 
Als Endziel einer mechanischen Theorie der Blattstellungen kann 

natürlich die Erk lärung aller oben beschriebenen Tatsachen aus 

1) Man vergleiche: F. LUDWIG. Über Variationskurven und Variationsfläcben der 
Pflanzen. Botanisch-statistische Untersuchungen. Bot. Zentralbl., LXIV. Bd., 16. Jahrg., 
1895, S. 1—8, S. 33—41, S. 65—72, S. 96 —105. — Eine fünfgipfliche Variationskurve. 
Ber. d. d. bot. Gesellsch , XIV. Bd., 18!lü, S. 204—207. — Weiteres über Fibonacci-
kurven. Bot. Zentralbl., LXVHI. Bd., 17. Jahrg., 1896, Originalmitteilung, S. 1. 

2) Nur D E CANDOLLE (Arch. d. sc. phys. et uat. 1881, S. 358) hat diese Tat-
sache in übereinstimmender Weise ausgedrückt. 
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Vorgängen , welche sich im Innern des Pflanzenkörpers vollziehen, 
gestellt werden. Dennoch sind wir weit von der Lösung einer 
solchen allgemeinen Frage entfernt; die Gesetze der Zellteilung und 
die Ursachen, welche zu dieser Teilung Veranlassung geben, die 
Erblichkeit der Eigenschaften, die Erscheinungen der Korrelation, 
alle diese Umstände sind noch gar nicht genug bekannt, um schon 
jetzt eine solche allgemeine Theorie aufbauen zu können. 

Wir müssen uns also begnügen, einer mechanischen Theorie 
der Blattstellungen eine einfachere Aufgabe zu stellen und zwar 
wählen wir dazu die folgende: „Die beschriebenen z a h l e n m ä ß i g e n 
Eigentümlichkeiten der Blattstellungen aus bestimmten, kontrollier-
baren Beobachtungstatsachen zu erklären." Wenn es uns gelingt, 
nachzuweisen, daß die genannten Zahlengesetze eine notwendige 
Folge von bestimmten morphologischen EigentümHchkeiten der 
Pflanze sind, so wird das für unser Bedürfnis nach „Erklärung der 
Naturerscheinungen" schon einen wichtigen Fortschritt bedeuten. 
Es ist ja eben diesen Gesetzmäßigkeiten eine viel größere Auf-
merksamkeit geschenkt worden, als den anderen Eigenschaften in 
der Stellung der seitlichen Sprossungen an der Pflanzenachse. 

Wenn wir also im Folgenden als eine morphologisch gegebene 
Tatsache voraussetzen werden (man vergl. S. 220), daß die Pflanze 
die Eigenschaft besitzt, geringe Unregelmäßigkeiten, welche bei 
der Anlegung der Organe auftreten, nachträglich wieder auszu-
gleichen, sodaß dennoch eine „übereinstimmende Lage der seitlichen 
Sprossungen" erreicht wird, so geschieht das nicht, weil für diese 
Erscheinung unserer Meinung nach niemals eine weitere Erklärung 
aus anderen Tatsachen mögHch w ä r e , sondern darum, weil uns 
diese Voraussetzung für die Lösung der genannten Aufgabe bei 
dem jetzigen Stand unseres Wissens notwendig zu sein scheint. 

Die genannte Einschränkung der Aufgabe der mechanischen 
Blattstellungstheorie verhindert jedoch nicht, daß morphologische 
Eigentümlichkeiten, die mit den Zahlengesetzen nicht in direktem 
Zusammenhang stehen, bei der Ausarbeitung dieser Theorie eine 
Erklärung finden werden. Es gilt dies z. B. für die Querschnitts-
form der jungen Anlagen, welche im folgenden Kapitel be-
sprochen wird. 

Selbstverständlich werden wir uns besonders beschäftigen mit 
den Beobachtungen am Vegetationsscheitel, weil in dieser Region 
der Pflanzenachse die Gesetzmäßigkeiten in der Anordnung der 
seitHchen Organe ihre Begründung finden. Wir haben deshalb 
auch unseren Stoff in der Weise eingeteilt, daß zuerst diejenigen 
Fäl le besprochen werden, bei denen eine konstante Blattstellung 
am Vegetationspunkt angelegt wird, während darauf solche in Be-
tracht gezogen sind, bei denen die neu angelegte Blattstellung eine 
andere ist als diejenige, welche bereits am Scheitel vorhanden ist. 
Dementsprechend zerfällt dieser Teil in zwei Abschnitte: in einen 
über „Konstante Blattstellung" und einen über „Veränderliche Blatt-
stellung". Es muß bemerkt werden, daß wir hier unter „Veränder-
licher Blattstellung" nicht die Fälle verstanden haben, bei welchen 
nach der A n l e g u n g der Organe am Scheitel, eine Ä n d e r u n g der 
Blattstellung auftritt; die Besprechung solcher nachträglicher Ä n -
derungen ist im ersten Abschnitt zu suchen. 



Erster Abschnitt . 

Konstante Blattstellung. 

Kapitel I. Die Form der jüngsten Anlagen seitlicher Organe 
und die Blattsteilung am Scheitel. 

§ 1. Die F o r m des Vegetationspunktes. Der Stamm-
scheitel, an dem die seitlichen Sprossungen entstehen, kann ver-
schiedene Formen aufweisen, meistens stellt er einen Umdrehungs-
körper dar und öfters zeigt er annähernd die Gestalt eines Um-
drehungsparaboloids, manchmal auch gleicht er einem Kegel mit 
darauf gesetzter Halbkugel. Doch kann dieser Scheitel auch ganz 
flach sein und bisweilen zeigt er sogar eine konkave Gestalt. 

Die jüngsten Anlagen seitlicher Sprossungen kommen immer 
in gewisser Entfernung vom höchsten Punkt des Scheitels zum 
Vorschein, das eine Mal liegt diese Zone tiefer, das andere Mal 
höher. Fast immer jedoch kann die ziemlich schmale Region des 
Scheitels, worin die jüngsten Anlagen sichtbar werden, und ihre 
nächste Umgebung aufgefaßt werden als ein Teil einer Kreiskegel-
fläche, deren Achse mit derjenigen des Stammscheitels zusammen-
fällt. Die Breite des Streifens, welcher als zu derselben Kegelfläche 
gehörig betrachtet werden kann, ist für verschiedene Vegetations-
punkte sehr verschieden, bisweilen ist sie sehr bedeutend, und in 
diesem Falle werden noch ziemlich alte Bildungen mit den jüngsten 
Anlagen auf derselben Kegelf läche liegen; in anderen Fällen aber 
ist sie schmal und dann stehen bereits ganz junge Sprossungen auf 
einer anderen Kegelf läche als die jüngsten Anlagen. Meistens 
nimmt der Stammscheitel nach unten an Steilheit zu. Es stehen also 
dann die äjteren Organe auf steileren Kegelf lächen als die jüngeren. 
Die ausgewachsene Achse kann in vielen Fällen als eine Zylinder-
fläche aufgefaßt werden. Es kommt jedoch auch ausnahmsweise 
vor, daß diese ausgewachsene Pflanzenachse nicht steiler ist als die 
Kegelfläche, auf der die jüngsten Anlagen gebildet wurden, dies 
gilt z. B. für die Sonnenköpfe. 

§ 2. D i e F o r m der j ü n g s t e n A n l a g e n s e i t l i c h e r 
Organe . Das Studium einer großen Anzahl Vegetationsscheitel 
von verschiedener Steilheit und mit verschiedenem relativen Durch-
messer der jüngsten Anlagen, lehrt bei der Verschiedenheit der 
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Form dieser Bildungen gewisse Gesetzmäßigkeiten kennen, die wir 
in folgender "Weise beschreiben können: 

Ist der Streifen, auf dem die jüngsten Anlagen zum Vorschein 
kommen, flach oder sind die Bildungen klein im Vergleich zu dem 
Umfang des Scheitels, so ist die Form dieser Anlagen von oben 
gesehen oder im Querschnitt meistens rund, und zwar nähert sie 
sich umsomehr einem wirklichen Kreis, je flacher der Streifen des 
Scheitels, oder je kleiner der relative Organdurchmesser ist. Die 
jüngsten Anlagen erheben sich in diesem Falle über die Oberfläche 
des Scheitels wie kleine Höcker, welche eine uhrglasähnliche Form 
besitzen. Wenn aber der Stammscheitel spitz ist, oder wenn die 
Durchmesser der Anlagen groß sind in Bezug auf den Umfang 
des Vegetationspunktes, so ändert sich die Form dieser Bildungen 
bedeutend. Von oben gesehen oder im Querschnitt zeigen die 
jüngsten Anlagen dann die bekannte sichelförmige Gestalt, welche, 
wie noch näher nachgewiesen wird, die größte Ähnl ichkeit mit 
der Kurve besitzt, welcher wir im ersten Teil unserer Studien be-
gegneten und den Namen Fol ioide gegeben haben. Es stellt sich 
nun bei weiterer Beobachtung heraus, daß diese sichelförmige Figur 
um so stärker gebogen ist, je nachdem die Ansatzstelle der Anlage 
einen größeren Teil des Umfangs des Vegetationspunktes umfaßt 
oder die Kegelfläche, auf der die jüngsten Anlagen gelegen sind, 
steiler ist. Wie gesagt, nähert sich diese Figur bei flacheren Kegel-
flächen oder kleinerem relativen Durchmesser mehr einem Kreis. 

§ 3. Hypothese ü b e r die F o r m der j ü n g s t e n Anlagen . 
Wenn man beachtet, daß die jüngsten Anlagen angenähert vertikal 
(oder richtiger: in der Richtung der Achse) aus dem Scheitel her-
vorwachsen und, daß man also bei Betrachtung von oben oder im 
Querdurchschnitt, die horizontale Projektion der Umrißlinie der An-
satzstelle dieser Bildungen wahrnimmt, so wird es, nach dem, was 
wir über die Gestalt der Folioide im ersten Teil sagten, begreiflich 
sein, daß die beschriebenen Beobachtungen uns zu der Aufstellung 
folgender Hypothese geführt haben: 

Die U m r i ß l i n i e n der Ansatzstel len ganz junger seit-
licher Organe sind meistens Kre i se auf einer K r e i s k e g e l -
f l ä c h e , d. h. R a u m k u r v e n , welche derart sind, d a ß sie wirk-
liche K r e i s e darstellen, wenn sie mit dieser F l ä c h e auf 
einer Ebene abgerollt werden. 

Es ist bekannt, daß es auch Fälle gibt, in denen die Ansatz-
stellen keine symmetrische Figur bilden, indem, wie H O F M E I S T E R 
es ausdrückt, „der eine Blattrand den anderen in der Entwicklung 
voraneilt". Dann kann die horizontale Projektion der Umrißlinie 
natürlich nicht mit einer Folioide identisch sein, denn diese Kurve 
ist, wie wir gesehen haben, symmetrisch in Bezug auf einen Leit-
strahl durch den Mittelpunkt. Solche Fäl le sind jedoch große 
Ausnahmen und sie werden auch hier nicht in Betracht gezogen. 

Bemerken wir noch, daß aus der Tatsache, daß die Umriß-
Hnien der Ansatzstellen sich in horizontaler Projektion als Folioiden 
zeigen, allein noch nicht hervorgeht, daß jene Linien auch Kreise 
auf der Kegelf läche darsteflen. Es ist nämlich leicht einzusehen, 
daß sich auch „Fohoiden auf einer Kreiskegelfläche" in der hori-
zontalen Projektion wieder als Fohoiden abbilden. Nur die Kom-
bination dieser Beobachtung mit derjenigen, daß diese Umrißlinien 
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auf flachem Scheitel sich wirklichen Kreisen nähern, gibt zur Auf-
stellung obiger Hypothese Veranlassung. Wollte man annehmen, 
daß die Umrißlinien auf steileren Scheiteln keine Kreise, sondern 
Fohoiden sind, so würden dadurch unsere weiteren Betrachtungen 
nicht wesentlich geändert werden. 

Wir behaupten natürlich nicht, daß die Voraussetzungen der 
aufgestellten Hypothese in der Natur mit mathematischer Genauig-
keit verwirklicht sind, aber doch wird dieselbe für die wirklichen 
Verhältnisse einen annähernd richtigen Ausdruck geben. Auch 
wird die Hypothese sich darum besonders fruchtbar erweisen, weil 
sich die Ursachen angeben lassen, welche zu abweichenden Um-
ständen Veranlassung geben können. Diese Ursachen werden in 
§ 6 dieses Kapitels ausführlich besprochen. 

§ 4. E r k l ä r u n g s m ö g l i c h k e i t f ü r die F o r m der j ü n g s t e n 
Anlagen . Über die inneren Ursachen, welche die Bildung neuer 
Anlagen seitlicher Organe veranlassen, läßt sich sehr wenig aus-
sagen; eine Erk lärung für die eigentümliche Gestalt derselben be-
sitzt also keinen großen Wert, und wenn wir eine solche dennoch 
hier andeuten wollen, so geschieht das besonders darum, weil sie 
von Nutzen sein kann um unserem Vorstel lungsvermögen zu Hilfe 
zu kommen, für die Theorie selbst ist sie ohne Bedeutung. 

Es ist eine bekannte Tatsache, daß derjenige Teil der Epi-
dermis, aus welchem nach einiger Zeit eine neue Anlage hervor-
tritt, bereits bevor diese Hervorwölbung sichtbar wird, merkbar in 
Struktur von dem übrigen Gewebe abweicht. S C H W E N D E N E R hat 
einem solchen Gebiet den Namen „Entwicklungsfeld" gegeben. Nun 
wird man sich den Prozeß, der das Auftreten eines solchen Feldes 
einleitet, immer als von einem Zentrum ausgehend und sich gleich-
mäßig über die Oberfläche des Vegetationspunktes verbreitend vor-
stellen müssen. Ob nun dieser Vorgang in einer Erweichung der 
Zellwände oder einem Intussusceptionswachstum dieser W ä n d e be-
steht, wodurch neue Zellteilungen eingeleitet werden, möge dahin-
gestellt bleiben. Hauptsache ist hierbei, daß dieser Prozeß eintreten 
muß, noch bevor die Erhebungen sich hervorwölben. Dadurch 
nämlich wird es begreifhch, daß die UmrißHnie, zu der der Vorgang 
fortgeschritten ist, einen Kreis auf der Oberfläche des Scheitels dar-
stellen kann. Wird nun die neue Anlage aus diesem Kreis in der 
Richtung der Achse des Vegetationspunktes emporgehoben, so muß 
diese Bildung, von oben gesehen oder im Querschnitt betrachtet, 
die Gestalt einer Folioide zeigen. 

Hier möge bereits bemerkt werden, daß die oberen Teile 
der jungen Organe in vielen Fällen nicht genau vertikal stehen, 
sondern nach dem Scheitel des Vegetationspunktes hingebogen sind. 
Meistens isind dann aber doch die unteren Teile des Organs an-
nähernd vertikal gestellt und werden also solche Querschnitte, welche 
dicht über der Ansatzstelle geführt sind, dennoch die größte Über-
einstimmung mit der Folioide aufweisen können. 

§ 5. Die Blatts te l lung der jungen Anlagen . Wie man 
auch über die Frage der An- oder Abwesenheit seitlicher Kontakte 
zwischen jungen Anlagen denken mag, man wird zugeben müssen, 
daß in den meisten Fällen diese Bildungen mit einander in Be-
rührung stehen. Zwar ist es nicht zu leugnen, daß es vorkommen 
kann, daß die jüngsten Anlagen, wenn sie sich eben aus der Ober-
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fläche des Scheitels herauswölben, die bereits angelegten Höcker 
nicht berühren (Köpfe von Helianthus), aber dann stehen sie doch 
nach Ablauf der ersten Entwicklungsphase mit den Umrißlinien 
ihrer Ansatzstellen in Kontakt. Die Ausnahmefäl le , bei welchen 
auch nach Ablauf dieses ersten Entwicklungszustandes kein Kon-
takt auftritt, werden später noch kurz erwähnt; es hat sich gezeigt, 
daß dabei immer Ursachen nachzuweisen sind, welche das ab-
weichende Verhalten erklären. 

Wir werden also zuerst nur diejenigen Fälle betrachten, bei 
welchen nach Beendigung der ersten Entwickelung die jüngsten 
Anlagen mit älteren in Berührung stehen. Meistens tangiert jede 
neue Anlage mindestens zwei ältere. Wenn man nun bedenkt, was 
wir über die Form der jüngsten Bildungen aussagten, und wenn 
man außerdem den Schluß in Betracht zieht, zu dem wir auf S. 197 
gekommen sind, daß nämlich bei konstanter Blattstellung die Mittel-
punkte der Ansatzstellen seitlicher Organe auf einer kegelförmigen 
Pflanzenachse annähernd „ein ähnhches Punktsystem auf einer Kreis-
kegelfläche" bilden, so führt dies zu der Aufstellung folgender Sätze: 

Die U m r i ß l i n i e n der Ansatzstel len junger seitlicher 
Organe bilden bei konstanter Blattste l lung a n n ä h e r n d ein 
„ ä h n l i c h e s System tangierender Kre i se auf einer K r e i s -
k e g e l f l ä c h e " , wie wir das auf S. 146 kennen gelernt haben. 

Die Obenansicht oder die Querschnitte solcher B i l -
dungen stellen a n n ä h e r n d ein „ ä h n l i c h e s System tangieren-
der Fol ioiden" dar, wie wir das auf S. 163 beschrieben 
haben. 

Diese Sätze lassen eine Prüfung an den natürhchen Objekten zu, 
und in den folgenden Paragraphen haben wir uns auch deshalb eine 
solche zur Aufgabe gestellt. Hier mögen zuerst noch einige allgemeine 
Betrachtungen erwähnt werden, welche aus diesen Sätzen folgen. 

Aus unseren mathematischen Ableitungen geht hervor, daß die 
Beziehungen zwischen den relativen Durchmessern [h) der Kreise 
oder Folioiden und der Divergenz (a) für alle Kegelflächen an-
nähernd dargestellt wird durch die graphische Darstellung II Tafel II. 
Allein für den Kontakt 1 und 2 traten geringe Abweichungen für 
die verschiedenen Kegelflächen auf, während solche Abweichungen 
für den Kontakt 1 und 1 und denjenigen 0 und 1 ziemlich be-
deutend waren (man siehe S. 158 und S. 164). 

Es folgt hieraus, daß bei einem bestimmten Kontakt der Wert 
von b die Blattstellung ganz bestimmt. Es ist also der relative 
Organdurchmesser eine bestimmende Größe für die Blattstellung. 
Dieser Schluß gibt in abweichender Form ein Resultat wieder, zu 
dem H O F M E I S T E R und S C H W E N D E N E R durch Beobachtung der Ver-
hältnisse am Scheitel gekommen waren. Was wir auf S. 65 und 159 
gesagt haben über die Möglichkeit verschiedener Systeme mit ein 
und demselben Wert von b, läßt also eine Prüfung der Theorie zu, 
es wird dies bei der Besprechung einzelner Beispiele noch näher 
erläutert werden. 

Will man nun die tatsächlich beobachteten Ansichten oder 
Querschnitte von Vegetationspunkten mit Figuren vergleichen, 
welche die oben angegebene Theorie erwarten läßt, so kann man 
für letztere die Konstruktionen verwenden, welche auf den Tafeln I X 
und X angefertigt wurden. Dabei muß man dann bedenken, 
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daß diese Folioidenkonstruktionen sich alle auf Kreissysteme auf 
einer Kegelf läche mit einem Scheitelwinkel yj = 28» 57' 18" be-
ziehen. Wenn man aber die Bemerkungen in Betracht zieht, welche 
wir in Kapitel VI S. 167 über die Änderungen machten, welche 
die Form dieser Folioiden erleidet, wenn die Kreissysteme auf 
anderen Kegelflächen angefertigt sind, so wird es keine großen 
Schwierigkeiten bereiten, sich mittels der hier gegebenen Kon-
struktionen auch von anderen eine Vorstellung zu machen. Wir 
wollen hier nur daran erinnern, daß, wenn man denselben Kontakt-
fall auf eine steilere Kegelf läche abbildet als die von uns benutzte, 
die Folioiden schmäler werden, d. h. mehr von der Kreisform ab-
weichen i), während aber der Teil des Kegelumfangs, der durch die 
Folioiden umfaßt wird, derselbe bleiben muß. Bei flacheren Kegel-
flächen nähert sich die Form der Folioide, wie bereits öfters gesagt, 
der Kreisform. 

§ 6. Ursachen f ü r Abweichungen von den theore-
tischen Figuren. Es mögen hier diejenigen Umstände besprochen 
werden, welche dazu Veranlassung geben können, daß die be-
obachteten Querschnitte oder Ansichten von Vegetationspunkten 
von den theoretischen Konstruktionen abweichen. A- p r i o r i läßt 
sich erwarten, daß alle Faktoren, welche Ä n d e r u n g e n in den Prä-
missen bedingen, von welchen unsere Theorie ausgeht, auch Um-
gestaltungen in den Figuren bewirken werden. In vielen Fällen 
lassen sich nun Richtung und Art solcher Abweichungen voraussagen. 

1. Der Streifen, auf dem die jüngsten Anlagen hervor-
treten, ist zwar meistens als ein Teil einer Kreiskegelf läche aufzu-
fassen, aber bisweilen ist er auch merkbar gebogen. Die Kurve, 
welche den Querschnitt einer Anlage auf einem solchen Streifen 
wiedergibt, wird dann nicht eine wirkliche Folioide darstellen. 
Meistens jedoch ist die Abweichung davon so gering, daß sie für 
unsere Betrachtungen außer Acht gelassen werden kann. In sehr 
vielen F'ällen dagegen werden die älteren Anlagen auf einem Teil 
des Vegetationspunktes liegen, der als zu einer steileren Kegelf läche 
gehörig aufzufassen ist. Es läßt sich also erwarten, daß die Folioiden, 
welche die jungen Anlagen darstellen, meistens nur für eine ziemlich 
schmale Zone des Scheitels wirklich ähnlich sind, und daß durch-
gehends die älteren Anlagen durch schmälere Folioiden als die 
jüngsten dargestellt werden. Es kommt jedoch auch vor, daß ein 
größerer Teil des Vegetationspunktes als zu derselben Kegelf läche 
gehörig betrachtet werden kann, und dann wird sich die Ähnlichkeit 
über eine größere Anzahl Folioiden erstrecken. 

2. Die seitlichen Sprossungen wachsen meistens nur in ihren 
jüngsten Stadien wirkHch in der Richtung der Achse des Vege-
tationspunktes empor und dann noch bisweilen, wie bereits früher 
gesagt, nur in ihren Basalteilen. Bei den älteren Anlagen findet 
oberhalb der Ansatzstelle aktives Dicken- und Breitenwachstum 
statt, wodurch nicht nur die Form des Querschnittes sehr beträcht-
liche Änderungen erfährt, sondern sogar Verschiebungen und Kont^t -
wechsel eintreten können, und zwar werden diese Abweichungen 
mehr hervortreten in einiger Entfernung oberhalb der Ansatzstelle 
des Sprosses als in der Nähe dieser Stelle selbst. Fertigt man nun 

1) Man vergleiche besonders § 4, S. 170. 
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von einem Vegetationspunkt einen Querschnitt an, der den Scheitel 
oder die Zone, worin die jüngsten Anlagen hervortreten, enthält, so 
werden dabei die älteren Bildungen in ziemlich beträchtlicher Ent-
fernung oberhalb ihrer Ansatzstellen durchgeschnitten. Es läßt sich 
also erwarten, daß diese älteren Organe bedeutende Abweichung 
von der Folioidenform aufweisen können, ja daß zwischen ihnen 
andere Kontaktverhältnisse bestehen können, als sie zwischen den 
jüngsten Anlagen wahrgenommen werden. In vielen Fällen werden 
dann diese Änderungen in folgenden Schnitten des Präparats weniger 
bedeutend erscheinen. 

Sind die jüngsten Anlagen selbst bereits über den Scheitel 
des Vegetationspunktes gebogen, so muß man dieselben dicht über 
den Ansatzstellen durchschneiden, um die Folioidengestalt wahrzu-
nehmen. Es wurde dies bereits früher erwähnt. 

3. Die Blattstellung am Vegetationspunkt ist, selbst wenn die 
ausgewachsenen Organe eine regelmäßige Stellung aufweisen, nicht 
immer ganz konstant. Es werden eben an dem Scheitel öfters 
Übergangsstel lungen verwirkhcht, ohne daß dies bei den älteren 
Bildungen sichtbar ist. Aber auch, wenn solche nicht vorkommen, 
so werden doch vielfach kleine Unregelmäßigkeiten in der Stellung 
wahrgenommen, so daß z. B. eine mathematisch genaue gleiche 
Divergenz fast nie eingehalten wird. Wir werden später nach-
weisen, daß solche Abweichungen oft bei der weiteren Entwicklung 
aufgehoben werden. 

4. Endlich mögen noch die Fälle erwähnt werden, auf die wir 
bereits früher hinwiesen, und wobei die beiden Blattränder der ur-
sprünglich symmetrischen Anlage sich ungleich vergrößern. Es 
kommt selten vor, daß solche Abweichungen bereits frühzeitig merk-
bar sind, meistens ist das erst der Fall, nachdem die Blattstellung 
bereits fixiert ist (z. B. bei den Gräsern), und dann können solche 
Änderungen bei den unter 2. besprochenen sekundären Abweichungen 
untergebracht werden. Ist die asymmetrische Form bereits in den 
jüngsten Anlagen ausgesprochen, dann haben unsere Betrachtungen 
keine Anwendung mehr, und diese Fälle fallen außer den Rahmen 
unseres Studiums. 

Beispiele f ü r einfache Systeme. 
§ 7. Der K o n t a k t 1 und 1. Zunächst möchte ich bemerken, 

daß mir keine Beispiele bekannt sind, bei denen mit Sicherheit der 
Kontakt 0 und 1 angetroffen wird. Zwar bestehen Andeutungen, 
daß dieser Kontaktfall bei verschiedenen Umbelliferen vorkommen 
kann, aber jedenfalls nicht als konstante Blattstellung. Vorläufig 
werden wir deshalb auch den Kontakt 1 und 1 als einfachsten 
Kontaktfall annehmen müssen (als besondere Fäl le davon sind auch 
noch die Kontakte 0, 1 und 1 und 1, 1 und 2 zu betrachten). 

Ist unsei-e Theorie richtig, dann muß bei dem Kontakte 1 und 1 
eine Divergenz von 180« angetroffen werden, während der relative 
Durchmesser der Ansatzstelle der Blätter (der Faktor b) variieren 
mag zwischen 0,5 und 1. Jedenfalls müssen also bei dem Kontakt 
die Blattbasen mehr als die Hälfte des Umfangs von dem Vege-
tationspunkt umfassen. 

Umgekehrt muß dann aber auch jede Blattstellung, welche 
die Divergenz 180» aufweist, an dem Scheitel den Kontakt 1 und 1 
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zeigen. Daß diese Schlüsse nun wirklich bestätigt werden, möge 
zuerst an der Hand der Literatur nachgewiesen werden. 

Bei der Besprechung der Anlegung der zweizeiligen Blatt-
stellung am Stammscheitel sagt H O F M E I S T E R * ) Folgendes: 

„Der Entstehungsort eines neu auftretenden Blattes wird durch 
das Maß der Verbreiterung des Grundes des letzt zuvor gebildeten 
Blattes allein bestimmt, wenn das Blatt bis zum Hervortreten des 
nächst jüngeren Blattes seine Basis bis auf mindestens die Hälfte 
des Stengelumfanges verbreitert; — mit anderen Worten, wenn 
zwischen der Anlegung zweier konsekutiver Blätter ein relativ 
langer Zeitraum verfließt, während das Breitenwachstum der Blatt-
basen vergleichsweise rasch erfolgt. Dann ist am blätter bilden den 
Vegetationspunkte der Achse die von oben her erste Lücke zwischen 
Blatträndern, zwischen den beiden Rändern eines und desselben 
Blattes gelegen; oberhalb dieser Lücke erhebt sich aus dem nackten 
Stengelende die wärzchenförmige Anlage des jüngsten Blattes." 

Obwohl nun die Anlegung der neuen Blätter erst im folgen-
den Kapitel zur Sprache kommt, so geht doch aus diesem Zitat 
hervor, daß H O F M E I S T E R bereits die Beziehung zwischen dem 
großen relativen Durchmesser und der zweizeiligen Blattstellung 
erkannt hat. 

S C H U M A N N hat die Beobachtung von H O F M E I S T E R , daß bei 
der Anlegung der zweizeiligen Blattstellung die jüngsten Blattbasen 
mehr als die Hälfte des Stengelumfangs einnehmen, an zahlreichen 
Beispielen bestätigt gefunden. So erwähnt er in den „Unter-
suchungen über den Blütenanschluß"-) die Gramineen, Iridaceen und 
einigen Bromeliaceen als Pflanzen, die in ihren Blüten dieses Ver-
halten aufweisen. In Heft I seiner „Morphologischen Studien" ä) 
spricht er ausführhch über diesen Bautypus. „Es kommt (vielmehr) 
vor", sagt er, „daß nur ein einziges Blatt als Kontaktkörpe r fungiert: 
dann nämlich, wenn durch eine scheidige Umgreifung des Vege-
tationskegels sämtliche außenstehende Blätter aus dem Kontakt 
eliminiert werden. Die beiden Scheidenränder lassen dann eine 
Lücke zwischen sich, welche durch die Neubildung besetzt wird. 
Auf diese Tatsache hat schon H O F M E I S T E R hingewiesen, nur hat 
er in die Anlagebedingungen einen Faktor eingeführt, der nicht 
herein gehört, nämlich die Schnelligkeit, mit welcher die Scheiden-
ränder wachsen. Die Zeit an und für sich kann nicht in Betracht 
kommen, da die Anlage der Neubildungen und die Entwicklung 
des Scheidengrundes zeitlich konkordant sind." 

Die von S C H U M A N N weiter besprochenen Änderungen, weichein der 
zweireihigen Blattstellung auftreten, wenn die Blattbasen asymmetrisch 
werden, urfd welche dieser Autor meines Erachtens ganz richtig er-
klärt hat*), können, wie bereits gesagt, in dieser Arbeit nicht be-
sprochen werden. Hauptsache ist für uns die zitierte Beobachtung über 
die zweireihigen Blattstellungen, welche noch durch die folgende Be-

1) Allgemeine Morphologie der Gewächse. Leipzig, 1868, S. 485. 
2) Leipzig, 1890. 
3) Leipzig, 1892, S. 101. 
4) Wir meinen hier die Blattstellimg in gewundenen Zeilen, die man bei den 

Aloe-Arten antrifft; was die Stellungen bei Pandanus und Cyperus anbelangt, müssen wir 
uns ein Urteil noch vorbehalten. 
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merkung an Bedeutung gewinnt „Die morphologische Natur der 
Scheidenränder der den Vegetationskegel umfassenden Blattflanken 
kann für die Anlagebedingungen der Neubildungen von keiner 
Bedeutung sein, deshalb ist es gleichgültig, ob dieselben sich später 
zu einer wirklichen Scheide zusammenschHeßen oder eine Ochrea 
oder Nebenblätter bilden, der Erfolg ist, wie die Folygonaceen, ge-
wisse Papilionaceen und die Vitaceen usw. zeigen, der nämliche." 

W E I S S E hat in seiner Abhandlung „Neue Beiträge zur mecha-
nischen Blattstellungslehre"-) die verschiedenen Meinungen, welche 
über die Anlegung der zweizeiligen Blattstellung herrschen, kritisch 
zusammengestellt, und es ist von großem Interesse, daß dieser 
Forscher zu dem Resultat gelangt, daß er nur die diesbezüglichen 
Angaben S C H U M A N N S bestätigen kann. Er gibt dann noch 19 Arten 
an, unter denen sowohl Monokotylen als Dikotylen sich befinden, 
welche alle das beschriebene Verhältnis zeigten. 

Geht also aus den in der Literatur beschriebenen Wahr-
nehmungen schon hervor, daß die Schlußfolgerung, wozu die Theorie 
der Beziehung zwischen der Breite der Blattbasis und der Diver-
genz führte, hier wirklich bestätigt wird, so werden wir nun weiter 
nachweisen, daß die Querschnitte der Vegetationspunkte bei zwei-

reihiger Blattstellung auch in 
Fig. 39. 

Querschnitt einer vegetativen Endknospe 
von Bupleurum perfoliatum. Vergr. 45. 

anderer Hinsicht mit der Theorie 
übereinstimmen. 

In Fig. 39 ist der Stamm-
scheitel von Bupleurum perfo-
liatum abgebildet, einer UmbeUi-
fere, welche, wie bekannt, das 
typische Beispiel für eine Pflanze 
mit „Folia perfoliata" ist. 

Wie aus unserer Figur zu 
sehen ist, kann man im Vegeta-
tionspunkt noch gar nichts von 
einem Wachstum der Blattränder 

um den Stengel wahrnehmen, die jüngsten Blätter lassen sogar einen 
Zwischenraum zwischen den Rändern frei. Hieraus geht also un-
zweifelhaft hervor, daß der Zustand, wie er bei den älteren Blättern 
angetroffen wird, erst ziemlich spät nach der Anlegung zu stände 
kommt. 

Hauptsache für uns ist, daß alle Blattbasen, auch die der 
jüngsten Anlagen, einen Teil des Stengelumfangs einnehmen, der 
größer als dessen Hälfte ist. Vergleicht man nun weiter die Figur, 
welche durch die zwei oder drei jüngsten Sprossungen gebildet 
wird, mit der Folioidenkonstruktion, welche in Fig. 1 Taf. X dar-
gestellt ist, so wird man sogleich die Übereinstimmung des be-
obachteten Velrhaltens mit dem theoretischen Aufbau bemerken. 
Daß die Folioiden unserer Konstruktion relativ viel weniger ge-
bogen sind als die Querschnitte der jungen Blätter , kann dabei 
keine Schwierigkeit verursachen. Wir haben ja früher dargelegt, 
daß die Breite der Folioiden in unseren Konstruktionen durch die 
Steilheit der Kegelf läche bestimmt wird, auf der die entsprechende 

1) Siehe Morphologische Studien, Heft I, S. 102. 
2) Pringsheim's Jahrbücher, 26. Band, 1894, S. 236—294. 
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Kreiskonstruktion ausgeführt zu denken ist. Der Vegetationspunkt 
von Bupleurum perfoliatum ist dann auch, wie die Beobachtung 
gelehrt hat, einer sehr steilen Kegelf läche ähnlich. Die Zone, auf 
der die jüngsten Blätter stehen, kann als eine Kegelf läche mit 
einem Scheitelwinkel von etwa 15 * betrachtet werden. 

Auch die ungefähre „Ähnlichkeit" der jüngsten Anlagen geht 
aus unserer Figur hervor, obwohl diese nicht mit mathematischer 
Genauigkeit verwirklicht ist, wie es sich übrigens auch nicht er-
warten läßt , weil die älteren Blätter an solchen Stellen durch-
geschnitten sind, wo bereits Änderungen durch sekundäres Wachs-
tum merkbar werden. Bei den ältesten Anlagen sind diese Ä n d e -
rungen bereits so fortgeschritten, daß die Folioidengestalt ganz 
verloren gegangen ist; hierbei liegen die Blattränder gegeneinander 
gedrückt. 

Fig. 40 gibt ein zweites Beispiel für die zweireihige Blatt-
stellung und zwar für den Stammscheitel von Menyanthes trifoliata, 
das darum interessant 

Fig. 40. ist, weil hier die Quer-
schnitte der jungen A n -
lage eine beträchtliche 
Breite aufweisen und 
in ihrer Form sehr 
stark an die Folioiden 
erinnern, welche auf 
Taf .IX abgebildet wur-
den. Dieser Umstand 
wird dadurch veranlaßt, 
daß, wie die Beobach-
tung lehrt, der Scheitel 
von Menyanthes tri-

foliata relativ stumpf 
ist. Die genaue Mes-
sung des Scheitelwin-
kels war in diesem Fall 
mit Schwierigkeiten 
verknüpft. Die Stel-
lung, wie sie in unserer Figur dargestellt ist, nähert sich dem 
Kontakt 0, 1 u. 1, doch muß bemerkt werden, daß in anderen 
Querschnitten eine größere Entfernung der beiden Blattränder be-
obachtet wurde. 

Der Querschnitt des zweiten Blattes zeigt schon eine beträcht-
liche Abweichung von der Folioidengestalt, die wieder dem sekun-
dären Wachstum zuzuschreiben ist. Schneidet man dieses Blatt 
dicht in 'der Nähe der Ansatzstelle durch, so nimmt man eine 
größere Annäherung an diese Gestalt wahr. 

Das gesetzmäßige Übergreifen der Blattränder *) hat also für 
die Beurteilung der Blattstellung eine untergeordnete Bedeutung. 

Nach den gegebenen Zitaten wird es wohl unnötig sein, diese 
Beispiele durch andere zu vermehren. Bemerken wir darum nur 
kurz, daß wir dasselbe Verhalten, wie bei den hier abgebildeten 

Querschnitt einer vegetativen Endknospe von Menyanthes 
trifoliata. Vergr. 30. 

1) Man siehe A . BRAUN: Vergleichende Untersuchungen über die Ordnung 
der Schuppen an den Tannenzapfen etc. 1830, Tafel XXXIII, Fig. 2. 
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Scheiteln, bei mehreren Arten gefunden haben, auch bei solchen, 
welche durch den Besitz von Nebenblättern ausgezeichnet sind, wie 
z. B. manche Papilionaceen, Tilia u. a. Es ist nämlich eine allge-
meine Erscheinung, daß die Nebenblätter am Scheitel gleichzeitig 
mit dem Achselblatt hervortreten, sodaß sie mit demselben eine 
einzige Anlage bilden. Erst wenn die Entwicklung weiter fortge-
schritten ist, bemerkt man die Differenzierung dieser Organe, ob-
wohl das bei verschiedenen Arten in sehr verschiedenen Stadien 
der Entwicklung der Fall ist. 

Wir sind also zu dem Resultat gelangt, daß bei der zwei-
zeiligen Blattstellung Anschlußverhältnisse am Scheitel angetroffen 
werden, die ganz in Übereinstimmung mit den theoretischen Dar-
legungen stehen. Nun gehört diese Stellung zu den aUgemeinsten 
(man vergleiche B R A U N , Ordnung der Schuppen an den Tannen-
zapfen, S. 265, 271 und 275), sie ist bei den Monokotylen sogar 
die herrschende, sodaß die Tatsache, daß die Kontaktverhältnisse 
bei dieser Blattstellung so ganz übereinstimmen mit dem, was die 
Theorie erwarten läßt , eine wichtige Stütze derselben genannt 
werden muß. 

§ 8. Der K o n t a k t 1 und 2. Die Theorie läßt für den 
Kontakt 1 und 1 nur eine mögliche Divergenz, die von ISO" zu, 
und wir hätten also umgekehrt in dem Antreffen dieser Divergenz 
einen Hinweis auf die Fälle, in welchen wir den Kontakt 1 und 1 
zu suchen haben. Anders ist es für den Kontakt 1 und 2, hier 
läßt die Theorie alle Divergenzen zwischen 180" und 1280 34' als 
möglich erscheinen. Die graphische Darstellung II Tafel II zeigt aber, 
daß diese Divergenzen auch mit anderen Kontakten bestehen können, 
und zwar die Divergengen zwischen 1420 6' und 180" mit Kontakten 
aus verschiedenen Nebenreihen, die Divergenzen zwischen 142" 6' 
und 1280 34' auch mit anderen Kontakten aus der Hauptreihe. 

Weil nun bekanntlich die Kontakte aus der Hauptreihe in der 
Natur viel allgemeiner sind als solche aus den Nebenreihen, so 
könnte . man erwarten, daß wenigstens die Divergenzen zwischen 
1420 (j/ und 1800 fQ,- den Kontakt 1 und 2 am Stammscheitel 
charakteristisch sind. Weil nun die Divergenzen an den ausge-
wachsenen Stengeln meistens nur um einige Grade von denen ver-
schieden sind, die am Vegetationspunkt angelegt wurden, so hätte 
man dann einen Hinweis auf den Kontakt 1 und 2 darin, daß die 
Stengelblätter eine Divergenz zwischen etwa 145 o und 180o-auf-
weisen. Jedoch ergibt sich recht bald, wenn man solche Fäl le in 
der Natur aufsucht, daß sie sich, wenigstens, als konstante Blatt-
stellung, nicht nachweisen lassen i). 

Bei dem Studium vieler Vegetationspunkte, welche den Kon-
takt 1 und 2 aufweisen, hat es sich dann auch herausgestellt, daß 
dabei Divergenzen angelegt werden, welche zwischen 137o und 144o 
hegen, obwohl sogleich bemerkt werden muß, daß die Bestimmung 
dieser Divergenzen Schwierigkeiten mit sich bringt, wovon bald näher 
die Rede sein wird. Die Ursache für diese wichtige Erscheinung, 

1) Bei veränderlicher Blattstellung werden solche Divergenzen wohl angetroffen, 
aber als IJbergang zwischen zwei konstanten Blattstellungen. So zeigen bei Doronicum 
Pardalianches die Stengelblätter, welche dem Blumenköpfchen unmittelbar vorausgehen, 
eine Divergenz von etwa 160° oder 170° (.man vergleiche BRAUN, 1. c. S. 266). 



Kap. I. Die Form d. jüngst. Anlag, seitl. Org. u. d. Blattst. am Scheitel. 209 

welche sich nach dem, was wir oben gesagt haben, nicht ä priori 
erwarten ließ, wird in Kapitel V S. 247 näher erklärt werden. 

Aus dem Gesagten folgt also, daß wir in der Divergenz, 
welche die Stengelblätter aufweisen, kein Mittel haben. Pflanzen 
auszuwählen, welche den Kontakt 1 und 2 am Scheitel zeigen. 
Wir werden später sehen, daß man in bestimmten Fällen in der 
„Stengelzeichnung" wohl einen Hinweis darauf finden kann, aber 
auch dieser gibt keine Gewißheit, und wir sind also für das Auf-
finden dieses Kontaktfalls auf die Anfertigung von mehreren Quer-
schnitten angewiesen. 

Als charakteristisches Beispiel für den Kontakt 1 und 2 kann 
der Vegetationspunkt von Rihes sanguineum (Figur 41) dienen. 
Die Divergenz am Scheitel 
nähert sich dem Grenzwert Fig. 41. 
der Hauptreihe (am ausge-
wachsenen Stengel kommt sie 
144" nahe). Der Querschnitt 
unserer Figur wurde derart 
ausgeführt, daß die Spitze des 
Vegetationspunktes wegge-
nommen wurde, die W ö l b u n g 
des unteren Teils der Kuppe 
ist jedoch noch wahrnehmbar. 

Vergleicht man nun die 
Figur, welche durch die Quer-
schnitte der drei oder vier 
jüngsten Sprossungen gebildet 
wird, mit der Kreiskonstruk-
tion, welche in Fig. 3 Tafel X 
abgebildet ist, so wird man Querschnitt einer Endknospe eines wachsenden 
sogleich die große Uberein- Sprosses von Ribes sanguineum. Vergr. 35. 
Stimmung bemerken, welche 
hier zwischen den wahrgenommenen Tatsachen und dem theoretisch 
Erwarteten besteht. Die jungen Anlagen umfassen hier ein wenig 
mehr als ein Drittel des Achsenumfanges, sie zeigen sehr über-
zeugend die Gestalt einer Folioide, lassen zwischen sich freie Stamm-
oberfläche sehen und besitzen genau den angegebenen Kontakt. 

Jedoch weicht schon die dritte Anlage einigermaßen von der 
Folioidengestalt ab, obwohl diese Ä n d e r u n g nur gering ist und bei 
tiefer geführten Schnitten sogar ganz verschwindet. Auch hier mag 
also die Umrißlinie der „Ansatzstelle" als ein Kreis auf einer Kreis-
kegelfläche betrachtet werden. 

Die Änderungen , welche die noch älteren Anlagen aufweisen, 
sind beträchtlicher. Nicht nur, daß dabei die Folioidengestalt wich-
tige Abweichungen erfahren hat; auch die Blattränder umfassen 
dabei bedeutend mehr als ein Drittel des Stengelumfangs. Die 
ältesten Blätter unserer Figur umfassen sogar mehr als die Hälfte. 
Tiefer geführte Schnitte zeigen, daß hier die Änderungen auch an 
den Ansatzstellen der älteren Blätter merkbar sind, sodaß auch 
diese mehr als die Hälfte des Stengelumfanges einnehmen. Doch 
ist die Divergenz dieser Blätter nur sehr wenig von derjenigen 
der jüngsten verschieden. Daraus folgt dann aber, daß die 
Umrißlinien der Ansatzstellen dieser Blätter gar nicht mehr mit 

Iterson, Studien über Blattstellungen. 14 
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einem Foliodensystem vergleichbar sind, denn w ä r e dies der Fall, 
so müßte sich bei einer Breite, die größer ist als die Hälfte des 
Stengelumfangs, auch eine Blattstellung mit der Divergenz 180" 
ergeben. 

Obwohl nun später diese sekundären Ä n d e r u n g e n noch aus-
führlich zur Sprache kommen (man siehe S. 232), so mußten sie 
doch bereits hier angegeben werden, weil dadurch auch die Beur-
teilung der durch die jüngsten Organe gebildeten Systeme in ein 
anderes Licht gestellt wird. So wird es deutlich sein, daß man für 
die Beantwortung der Frage, welches Kontaktsystem ursprünglich 
angelegt wird, nur solche Querschnitte verwenden kann, die die 
allerjüngsten Anlagen enthalten, ein Umstand, auf den besonderer 
Wert zu legen ist. Auch geht daraus hervor, daß man von einer 
direkten Messung, dieser relativen Breite der Ansatzstelle (des Fak-
tors b) zur Prüfung der Theorie wenig zu erwarten hat. Es befinden 
sich ja die jüngsten Blätter so dicht in der Nähe der Spitze, deren 
Mitte außerdem nicht genau anzugeben ist, daß die Messung des 
Mittelpunktwinkels gar nicht genau ausfallen kann, während dieser, 
wie wir sahen, für die älteren Blätter schon merkbar geändert sein 
kann. Nur für flache Vegetationspunkte, mit geringen sekundären 
Änderungen, kann eine solche Messung einige Genauigkeit besitzen )̂. 
Wir haben uns deshalb damit begnügt, die große Übereinstimmung 
der von den jungen Anlagen gebildeten Figuren mit unseren 
theoretischen Konstruktionen nachzuweisen und hervorzuheben, daß 

a. Fig. 42. 

Quer- und Längsschnitt einer Endknospe eines 
wachsenden Sprosses von Spiraea salicifolia. V'ergr, 28. 

die relative Breite dieser Ansatzstellen 
wenigstens ungefähr derjenigen der Folioiden 
nahekommt. 

Als zweites Beispiel haben wir den 
Scheitel von Spiraea salicifolia im Quer-
schnitt abgebildet (siehe Figur 42). ~Das 
jüngste Blatt greift hier über die Kuppe des Scheitels, wie das aus 
dem Längsschnitt durch diesen Vegetationspunkt (Fig. 42 b) zu sehen 

1) Auch die Divergenz ist, wie gesagt, nur sehr annähernd eine wirklich kon-
stante Größe. 
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ist. Dadurch weicht dann auch der Querschnitt dieses Blattes 
ein wenig von der Folioidengestalt ab. Man wird aber auch in 
diesem Fall die Übereinstimmung mit der Theorie bemerken können. 

Wir weisen noch besonders auf den Umstand hin, daß man 
durch die Lage der Ansatzstellen in dem Längsschnitt einen Ein-
druck bekommen kann von der Steilheit des Scheitelteils, auf dem 
die jungen Anlagen eingepflanzt stehen. Man wird dann auch 
wahrnehmen, daß dieser Teil sich mit einer Kreiskegelf läche ver-
gleichen läßt, die steiler ist als eine solche mit dem Scheitelwinkel 
von 28 "57'18", welche wir für die theoretischen Konstruktionen 
gebraucht haben. Dadurch erklärt sich dann auch die Tatsache, 
daß sich die Querschnitte 
der jungen Blätter in 
Fig. 42 als Folioiden er-
geben, die viel schmaler 
sind als die Folioiden 
unserer theorethischen 
Konstruktion (Fig. 3 
Tafel X). 

Als folgendes Bei-
spiel kann hier ein 
Scheitel von Bellis pe-
rennis dienen (Fig. 43), 
welcher wieder in sehr 
schöner Weise die Über-
einstimmung mit der 
theoretischen Konstruk-
tion zeigt. 

Wir wollen nun Scheitel einer einjährigen Blattrosetle von Bellis perenm's 
für ein weiteres Bei- im August. Vergr. 30. 
spiel des Kontaktes 1 
und 2 noch verweisen auf Figur 77, S. 277, welche Querschnitte von 
Scheiteln junger Pflanzen von Myosoits palustris äa.rste\\en. Obwohl 
sich diese Figuren auf Anschlußverhältnisse beziehen, die unmittel-
bar auf die Kotyledonen folgen, so können sie doch auch hier als 
Beispiel für konstante Blattstellung genommen werden, weil die 
Vegetationspunkte der älteren Pflanzen in ihrem Bau ganz mit 
diesen übereinstimmen. 

A u ß e r bei den hier gegebenen Beispielen wurde nun dieser 
Kontakt 1 und 2 noch bei zahlreichen anderen Arten in der Natur 
angetroffen; hier folgen davon diejenigen, bei welchen dieser Kon-
takt konstant gefunden worden ist und zwar an Vegetationsscheiteln 
von Stengeln oder Ästen , die in voller Entwicklung begriffen sind'). 

Prmtiis Padus, Prunus Mahalcb, Populus tremula, Populus 
nigra, TanacetuDi vulgare, Lactuca perennis, Robinia Pseudo-Acacia, 
Quercus Robur, Ribes nigrum, Lupinus luteus, Lupinus arboreus, 
Isatis tinctoria (Rosette), Heliantlms aiinuus, Ginkgo biloba, Alnus 
glutinosa. 

Außerdem werden wir später Beispielen von Vegetations-
punkten begegnen, bei denen diese Stellung im Anschluß an andere 

]) Soweit diese Arten Stipula aufweisen, gilt auch hier dasselbe was wir bei der 
zweizeiligen Blattstellung darüber gesagt haben. 

14» 
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Stellungen auftritt oder als Übergang zwischen zwei anderen. Es 
gehört auch diese Blattstellung zu den allgemein in der Natur ver-
breiteten, und ohne Zweifel wird man bei fortgesetztem Studium 
die hier gegebene Liste noch bedeutend erweitern können. 

Bemerken wir nun noch, daß die Blattstellung, welche eine 
Art am Scheitel aufweist, nicht immer ganz konstant ist. So fand 
ich unter den zahlreichen Vegetationspunkten von Ribes sangui-
neum, welche ich untersucht habe, einen, der eine Abweichung in 
der Stellung des jüngsten Blattes aufwies, die dadurch verursacht 
war, daß dieses Blatt sich nur sehr wenig hervorwölbte , und zwar 
so, daß die Stellung mehr dem Kontakt 2 und 3 nahe kam. Nun 
werden wir später nachweisen, daß dieser Umstand für unsere 
Theorie von untergeordneter Bedeutung ist, aber wir wollten doch 
darauf aufmerksam machen, weil es nicht ausgeschlossen ist, daß 
solche kleine Abweichungen bei den anderen genannten, von mir 
weniger untersuchten Arten zahlreicher sind als bei Ribes. 

§ 9. Der Kontakt 2 und 3. Die Theorie läßt für diesen 
Kontakt alle Divergenzen zwischen 128 <> 34' und 1 4 2 « 6' als 
möglich erscheinen, aber auch hier laufen die wirklich ange-
troffenen Divergenzen gar nicht so viel auseinander als die 
Theorie erwarten läßt. Auch hier sind die am Scheitel wahr-
genommenen Divergenzen meistens in der Nähe des Grenzwertes 
gelegen, obwohl sie zwischen etwa 142" und 137" variieren können. 
Wieder gibt uns also die Divergenz kein Mittel an die Hand, bei 
einer Art den Kontakt 2 und 3 am Scheitel vorauszusagen, sodaß 
wir auch hier ganz auf das Studium der Querschnitte von Vege-
tationspunkten angewiesen sind, um Beispiele für dieses Verhalten 
aufzufinden. 

Nehmen wir als erstes Beispiel den Vegetationspunkt von Jasminum 
fruticans (Fig. 44). Diese Abbildung hat man mit der theoretischen 

Konstruktion Fig. 5 
Fig. 44. Tafel X zu vergleichen, 

und, wenn man von der 
relativ breiteren Gestalt 
der Blattquerschnitte 
absieht, so wird die 
Übereinstimmung der 
beiden Figuren sehr 
auffallen. Es wird dies 
auch darum besonders 
überzeugend, weil bei 
der hier betrachteten 
Art die Übereinstim-
mung der Blattquer-
schnitte mit der Fo-
lioidengestalt nicht auf 
die jüngsten Anlagen 
beschränkt ist, sondern 

QuerschniU einer Endknospe eines wachsenden Sprosses ^̂ ^̂ h noch für die älteren 
von Jasminum fruticans. Vergr. 80. Blätter gilt, da dicse nur 

wenig durch sekundäres 
Wachstum geändert erscheinen. Die breitere Gestalt der Quer-
schnitte wird dadurch erklärt, daß der Vegetationspunkt in dem 
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Teil, auf dem die hier betrachteten Blätter stehen, ein wenig 
stumpfer ist als die Kegelf läche mit einem Scheitelwinkel von 
28" 57' 18", die wir für unsere theoretischen Konstruktionen benutzt 
haben. Daß die jüngste Anlage eine relativ noch breitere Gestalt 
aufweist als die a,nderen, kommt daher, daß diese auf einem noch 
stumpferen Teil des Scheitels eingepflanzt steht. 

Wir weisen noch darauf hin, daß die 5-zeilige Spirale (hier 
keine Kontaktspirale) deutlich gewunden ist, ein Umstand, der für 
die Beurteilung der Divergenz von Wert ist. Es geht daraus ja 
hervor, daß diese am Scheitel kleiner ist als 144". Wie wir später 
besprechen werden, ist diese Divergenz am ausgewachsenen Stengel 
öfters ziemlich genau 144". 

Wir haben noch zwei andere Beispiele hier abgebildet, welche 
denselben Kontakt aufweisen und zwar die Stammscheitel von 

Fig. 46. 

EbeDsolcbes Präparat von Stdum acre. Vergr. 30. 

Sarothamnus vulgaris (Fig. 45) und von Seduiii. acre (Fig. 46). Der 
erste ist darum von einigem Interesse, weil diese Pflanze in dem 
Bau ihrer Stengel eine große Übereinstimmung mit Jasminum 
fruticans aufweist und weil aus unserer Figur hervorgeht, daß dies 
auch in der Anordnung der Anlagen am Scheitel der Fall ist. 
Zwar wird hier die Wahrnehmung des Kontaktes durch die Haare 
erschwert, doch unterliegt es keinem Zweifel, daß die Stellung der 
Blattbasen_ genau dem theoretischen Schema entspricht. Das zweite 
Beispiel ist von Bedeutung, weil daraus die Anwesenheit des Kon-
taktes 2 und 3 am Scheitel hervorgeht, während Ci-IURCH, indem 
er die Kontakte älterer Anlagen untersuchte, der Meinung war, 
daß hier der Kontakt 3 und 5 anzunehmen sei*). 

Endlich wollen wir noch auf Figur 65a S. 245 hinweisen, welche 
den Vegetationspunkt von Arabis alpina zur Darstellung bringt, 
der ebenfalls diesen Kontakt aufweist. 

Diesen Beispielen ließen sich nun noch zahlreiche hinzufügen; 
hier wollen wir wieder einige Arten angeben, bei welchen dieser 
Kontakt 2 und 3 als konstante Stellung vorkommt, unter denen man 

1) Relation of Phyllotaxis to Mechanical Laws, p. 296. 
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wieder solche antreffen wird, bei welchen die Nebenblätter zusammen 
mit dem Achselblatt als ein einziger Kontaktkörper fungieren. Eu-
phorbia palustris, Daphne Mezerum, Ulex europaeus, Cnicus bene-
dictus. Ilex Aquifolium, Brassica napus. Delphinium consolida. 

Auch diesen Kontaktfall werden wir später als Übergangsfal l 
antreffen, und man kann auch von ihm sagen, daß er zu den all-
gemeinsten in der Natur gehört. 

§ 10. Der Kontak t 3 und b. Die Theorie läßt für diesen 
Kontakt Divergenzen zwischen 

Fig. 47. 1420 ß. und 1 3 5 » 35' möglich 
erscheinen, aber auch hier 
kommen die tatsächlich an-
getroffenen Divergenzen dem 
Limitwert der Hauptreihe sehr 
nahe. 

Als Beispiel möge hier der 
Scheitel von Linum usitatissi-
mum (Fig. 47) dienen, welcher 
einen Vergleich mit der theo-
retischen Konstruktion Fig. 7 
Tafel X zuläßt. Die Überein-
stimmung ist hier wieder eine 
sehr frappante, die dadurch er-
höht wird, daß hier der Teil, 
auf dem die jüngsten Anlagen 
liegen, nur wenig verschieden 
ist von der Kegelfläche, welche 
uns für die theoretischen Kon-

struktionen gedient hat. Bemerken wir noch, daß in unserer Figur 
die jüngsten Anlagen weggeschnitten sind; es ist nämhch mit eini-

gen Schwierigkeiten ver-

Querschnitt durch die vegetative Endltnospe 
eines wachsenden Stengels von Linum un-

iatissimum. Vergr. 30. 

Fig 48. 

Querschnitt einer ruhenden Knospe von Struthiopteris 
germanica im August. 

Fig. 48 dargestellt ist. Scheinbar 

knüpft, diese gleichzeitig 
mit den älteren in einem 
Querschnitt zu Gesicht 
zu bekommen. Sie zeigen 
aber den gleichen Kon-
takt, wie aus speziell 
darauf gerichteten Unter-
suchungen hervorging. 

Wir weisen noch da-
rauf hin, daß die älteren 
Blätter wieder bedeuten-
de Abweichungen von 
der Folioidengestalt er-
kennen lassen, sodaß sie 
auch dreizählige Kon-
takte an der Stelle von 
zweizähligen aufweisen. 

Einige nähere Erläu-
terungen verlangt der 
Scheitel von Struthio-
pteris germanica, der in 

kommen hier nämhch keine 
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Kontakte zwischen den jungen Anlagen vor*). In Wirklichkeit 
aber bestehen solche Kontakte. Der Scheitel ist hier, wie bei 
allen Farnen flach und mit Schuppen dicht besetzt, zwischen denen 
nur die nackten Gipfel der Anlagen und die runde Kuppe hervor-
treten. Fertigt man nun einen Querschnitt dicht oberhalb der 
Scheitelkuppe an, so bekommt man die genannten nackten Gipfel 
der jüngsten Anlagen in Obenansicht zu sehen, die älteren werden 
dabei durchgeschnitten. Die Kreise unserer Figuren stellen also 
teilweise diese Gipfel, teilweise auch Querschnitte der älteren 
Blätter dar, der Kreis in der Mitte der Zeichnung ist die Kuppe 
des Scheitels. Die Ansatzstellen selber aber werden durch die 
dichtstehenden Schuppen ganz unsichtbar gemacht. Daß aber 
wirklich hier Kontakt besteht zwischen diesen Ansatzstellen, das 
geht aus den Längsschnitten des Stammscheitels hervor, obwohl 
auch dann noch die Anwesenheit der Schuppen die Vegetations-
punkte der F"arnen zu sehr ungünstigen Objekten für die Unter-
suchung der Kontaktfrage macht. 

Denkt man sich nun um die Öbenansichten und Querschnitte 
der Anlagen in unserer Figur die Umrißlinien der Ansatzstellen 
gezeichnet, so geht schon aus den Kreisformen, die unsere Figur 
für die jüngsten Anlagen aufweist, hervor, daß auch die Ansatzstehen 
sich dafür als Kreise darstellen. Man bekommt also dann eine Figur, 
die annähernd übereinstimmt mit der Kreiskonstruktion, die in F'ig. 6 
Tafel VI abgebildet ist. Eben dieser Umstand war es, der uns Ver-
anlassung gab, den Vegetationspunkt von Struthiopteris germanica 
hier zur Abbildung zu bringen. Es ist dieser Fall ja ein schönes 
Beispiel für den Umstand, auf den wir früher aufmerksam machten, 
daß nämlich die Gestalt der Ansatzlinien sich einem Kreis nähert, 
wenn der Scheitel flach ist. 

A u ß e r bei den hier ge-
nannten Arten fand ich diesen 
Kontakt 3 und 5 noch an den 
Sproßscheiteln von Semper-
vivum tectorum, Sempervivum 
auvergnii, Aspidium Filix 
mas und an dünneren Zweigen 
von Taxus baccata. 

§ 11. H ö h e r e Kontakte. 
Wir haben unsereUntersuchun-
gen hauptsächlich auf die nie-
deren Stel lungsverhältnisse ge-
richtet, weil diese in der Natur 
die größte Bedeutung besitzen. 
Für die Höheren Kontaktfäl le 
findet man außerdem in H O F -
MEISTERS Handbuch der Phy-
siologischen Botanik mehrere 
Beispiele gegeben, während 

Fig 49. 

Ruhende Endknospe eines Sprosses von 
Taxus baccala. Vergr. 30. 

auch C H U R C H sehr schöne Vegetationsscheitel mit solchen Kon-
takten zur Darstellung gebracht hat. Nun stimmen gerade diese 
Figuren auch am besten mit den CHURCHschen Konstruktionen 

1) Man vergleiche CHURCH, 1. c. p. 236 u. f. 
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überein, was darin seinen Grund findet, daß die höheren Kontakte 
besonders an flachen Sprossenscheiteln angetroffen werden und also 
dann die FoHoide immer mehr sich einem Kreis nähert. Wir wollen 
deshalb hier auf diese Abbildungen verweisen und bringen nur noch 
einen Scheitel mit dem Kontakt 5 und 8 zur Abbildung, nämlich 
den von dickeren Zweigen von Taxus baccata (Fig. 49). Nach dem 
früher Gesagten wird diese Figur keiner näheren Besprechung 
bedürfen. 

Beispiele f ü r mehrfache Systeme. 

§ 12. Die Dekussation. Jede Pflanze mit genau zwei-
gliedrigen Quirlen liefert eine gute Bestätigung der Theorie, 
und für ihre Stammscheitel ist die Übereinstimmung mit der in 
Fig. 9 Tafel XII abgebildeten Folioidenkonstruktion eine sehr 
große. Es gibt aber mehrere Fälle, in denen die Dekussation nicht 
genau verwirklicht angetroffen wird. B R A U N und H O F M E I S T E R 
haben schon auf zwei kennzeichnende Abweichungen der regel-
mäßigen Stellung hingewiesen, die gewöhnlich bezeichnet werden 
als die „Dekussation der Caryophylleen" und die „Dekussation der 

Fraxineen". Nun wird 

Fig. 5 0 . aber von diesen eigen-
tümlichen Abweich-
ungen vom normalen 
Bautypus bei den 
jüngsten Anlagen nur 
sehr wenig bemerkt. 
So zeigt z. B. die A n -
ordnung der Blatt-
paare von Syringa 
vulgaris (Fig. 50) an 
dem jüngsten Teil des 
Scheitels nicht die 
geringste Unregel-
mäßigkeit undstimmt 
ganz mit unserem 
Schema überein; erst 
bei den älteren Blät-
tern kommt der Fraxi-
neentypus zum Aus-

druck. Meine Wahrnehmungen sind aber noch zu beschränkt, um 
schon jetzt ein endgültiges Urteil über diese Bauverhältnisse aus-
zusprechen. 

Wie überzeugend die Übereinstimmung mit der Theorie ist 
für solche Fälle, in welchen die Dekussation genau verwirkhcht "ist, 
kann man aus der Fig. 51 sehen, in welcher der Vegetations-
punkt von Lysimachia vulgaris abgebildet ist. Auch kann hier 
u. a. noch auf die Darstellung des Scheitels von Eronyiiius japonicus 
hingewiesen werden, die in Fig. 31 des Bonner Lehrbuchs zu 
finden ist. 

Dabei bemerken wir noch, daß die beiden jüngsten Anlagen 
öfters eine mehr runde oder elliptische Gestalt zeigen, und erst 
das darauffolgende Paar den uns bekannten Folioidentypus auf-

Querschnitt durch die Laubknospe von Syringa vulgaris. 
Vergr. 45. 
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weist. Es findet dieser Umstand darin seine Erklärung , daß die 
jüngsten Anlagen aus einem ziemlich stumpfen Teil des Scheitels 
hervorsprossen, und wie bereits öfters bemerkt, muß ihre Gestalt 
sich dann der Kreisform nähern. 

Fig. 5'-Schließlich ist es noch von 
Interesse, daraufhinzuweisen, daß 
die Seitenränder der beiden A n -
lagen bei den jüngsten Blättern 
einander nicht berühren. Es wird 
dieser Umstand an allen Scheiteln 
mit dieser Blattstellung wieder-
gefunden und er führt zu der 
Schlußfolgerung, daß wirklich 
der in Fig. 9 Tafel XII abge-
bildete zweizählige Quirl ein 
gutes Schema für die Dekussation 
ist. Die Theorie, wie wir sie hier 
entwickelt haben, läßt nämlich 
Folioidensysteme mit schiefem 
Schnitt der Kontaktspiralen als 
gleichberechtigt neben solchen 
mit rechtwinkligem Schnitt er-
scheinen; daß letztere also von 
der Pflanze bevorzugt werden, 
muß einen hier noch nicht be-
rücksichtigten Grund haben. 

§ 1 3 . D r e i z ä h l i g e Quirle . 
Neben den zweizähligen Quirlen 
kommen auch die dreizähligen allgemein in der Natur vor, so-
wohl in den vegetativen als auch in den Blütenregionen. Wir 
haben als Beispiel für diese Blattstellung dieselbe Art gewählt, 
bei welcher wir Dekussation nach-
gewiesen haben. Fig. 52 gibt den 
Scheitel von Lysimachia vulgaris 
wieder. Von Interesse ist es, wieder 
hervorzuheben, daß die Seitenränder 
der jüngsten Anlagen einander nicht 
berühren, aber einen bedeutenden 
Teil der freien Stamm Oberfläche 
frei lassen. Daraus folgt dann, daß 
auch hier eine Stellung bevorzugt 
wird, welche derjenigen mit recht-
winkligem Schnitt der Kontakt-
spiralen nahekommt. Die Figur 
läßt auch wieder einen Vergleich 
zu mit dem theoretischen Schema, 
das wir in Fig. 10 Tafel XII abge-
bildet haben. 

Querschnitt durch den Scheitel eines 
dekussierlen vegetativen Sprosses von 
Lysimachia vulgaris. Vergr. 30. 

Fig. S2. 

Querschnitt durch den Scheitel eines 
dreizähligen vegetativen Sprosses von 
Lysimachia vulgaris. Vergr. 30. 

§ 14. Gedrehte Quirle . Ein einziges Beispiel für diese 
Art Stel lungsverhältnisse möge hier folgen. Fig. 53 gibt den 
Stammscheitel von Cephaloiaxus drupacca, worin man zwischen 
den jüngsten Anlagen ein zweifaches System verwirkhcht findet. 



218 Erster Abschn. Konstante Blattstellung. 

Fig. 53-

das zum Grundsystem ein einfaches mit dem Kontakt 2 und 
3 hat. 

Nun nehmen aber in unserer Figur die älteren Blätter relativ 
einen viel größeren Teil des Stengelumfangs ein als die jüngsten 

Anlagen und diesem Umstand 
zufolge zeigen sie dann auch 
nicht mehr dasselbe Kontakt-
system, sondern bilden ein 
solches, das sich mit dem 
theoretischen Schema Fig. 12 
Tafel XII vergleichen läßt, also 
ein zweifaches, welchem ein 
einfaches mit dem Kontakt 1 
und 2 zu gründe Hegt. Es 
ist dieser Umstand darum von 
Interesse, weil daraus hervor-
geht, daß wir hier wenigstens 
zwischen diesen höheren Teilen 
der älteren Blätter Kontakt-
wechsel wahrnehmen. Dieses 
Verhalten trifft man bei den 
Knospen sehr oft an und es 

wird später bei der Besprechung der Änderungen , welche die Blatt-
stellung nach der Anlegung erleidet, noch näher zur Sprache kommen. 

Scheitelansicht einer Endknospe von 
Cephaloiaxus drupacea. Vergr. 45-

Kapitel II. Anlegung neuer Organe im Anschluß an vorhandene 
hei konstanter Blattstellung. 

§ 1. Beobachtungstatsachen. Es ist bereits früher er-
wähnt worden, daß die neuen Anlagen, wenn sie als Erhebungen 
über der Oberfläche des nackten Scheitels wahrnehmbar werden, 
nicht immer sofort mit den bereits angelegten Bildungen in Kon-
takt stehen. Die Vorwölbung fängt öfters an bestimmten Stellen 
der Scheiteloberfläche an, die sich in einiger Entfernung von vor-
handenen Höckern befinden, um sich von dort aus schneller oder 
langsamer über diese Oberfläche auszubreiten bis der Anschluß an 
ältere Organe erreicht ist. Je nachdem der Zeitraum, in dem diese 
Ausbreitung vor sich geht, länger oder kürzer ist, wird es wahr-
scheinhcher sein, daß Zwischenstadien sichtbar sind. In den meisten 
Fähen ist das nicht der Fall; aber es gibt auch solche, bei denen 
sie wohl wahrnehmbar sind; dann weisen aber die „Entwicklungs-
felder", wie es schon von S C H W E N D E N E R i) betont wurde, den richtigen 
Kontakt auf. F ü r unsere Betrachtungen ist der Zustand, wie er 
am Ende der ersten Entwicklungsphase beobachtet wird, von 
größerem Interesse als diese Entwicklung selbst. Für diesen Zu-
stand läßt sich nun ganz aUgemein folgende Regel aufstellen: 

1) Die jüngsten Entwicklungsstadien seitlicher Organe und ijir Anschluß an bereits 
vorhandene, Sitz.-Ber. Berl, Akad, 1895, S, 645—663. 
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Die A n l e g u n g neuer Organe bei konstanter Blatt-
stellung geschieht in der Weise , d a ß nach Beendigung der 
ersten Entwicklungsphase die neuen A n l a g e n sich in das 
ä h n l i c h e System e i n f ü g e n , welches durch die ä l t e r e n 
Sprossungen gebildet wird. 

Wenn nun auch dieser Ausspruch die Beobachtungen allge-
mein zusammenfaßt, so ist es doch von großem Interesse, nach-
zuweisen, daß die Fortsetzung des vorhandenen Systems als eine 
Folge bestimmter anderer Beobachtungstatsachen aufgefaßt werden 
kann. Denn es muß auch darauf hingewiesen werden, daß nicht 
jede Annahme über die Art der Anlegung, neuer Organe, welche 
eine solche Fortsetzung des Systems zur F"olge haben sollte, auch 
durch die Beobachtung bestätigt wird. Besonders hat das in 
dem wichtigen Umstand seinen Grund, daß der Aufbau des 
Systems in vielen Fällen nicht genau akropetal geschieht und es 
also vorkommen kann, daß die eine Seite des Systems viel weiter 
in der Entwicklung fortgeschritten ist als die andere, was jedoch 
nicht verhindert, daß sich dann die neu angelegten Organe doch 
in das alte System einfügen und die oben aufgestellte Regel ihre 
Richtigkeit behält. 

Es würde z. B. verfehlt sein, wenn wir aus der gegebenen 
Regel den Schluß ziehen wollten, daß bei konstanter Blattstellung 
und einfachem System die neuen Anlagen unter Einhaltung einer 
konstanten Divergenz auftreten, und diese Konstanz als Beobach-
tungstatsache hinstellen wollten, aus welcher die Fortsetzung des 
Systems folgt. Denn, obwohl in dem System, das schließlich er-
halten wird, eine konstante Divergenz wahrnehmbar ist, so wird 
das Auftreten neuer Sprossungen nicht danach geregelt. Ebenso 
wenig könnten wir das Einhalten eines bestimmten „Hauptverhält-
nisses" (a) als eine Tatsache festhalten, welche das Endresultat her-
beiführen kann, denn auch diese Annahme würde nur Sinn haben, 
wenn die Entwickelung der neuen Bildungen in der Hauptspirale 
statt fand. 

Doch gibt es zwei andere Haupteigenschaften der „ähnlichen 
Systeme tangierender Kreise auf einer Kreiskegelfläche", von denen 
die Beobachtung lehrt, daß sie wohl immer bei der Anlegung neuer seit-
licher Sprossungen inne gehalten werden, nämlich, daß die Ansatz -
stellen neuer Organe nach Beendigung der ers tenEntwicke-
lungsphase denselben Wert von h besitzen wie die ä l t e r e n , 
und d a ß jede derselben mit mindestens zwei ä l t e r e n in 
Kontak t steht. Dennoch kann die Fortsetzung des vorhandenen 
Systems nicht als eine Folge dieser zwei Beobachtungstatsachen 
allein aufp^efaßt werden. Es wird dies am besten an einem be-
stimmten Beispiel erläutert. Zur Vereinfachung der Betrachtung 
wählen wir ein regelmäßiges System tangierender Kreise auf einer 
Kreiszylinderfläche, es wird dann nach unseren mathematischen 
Ableitungen nicht schwer sein, das Gesagte auf Folioidensysteme 
zu übertragen. Denken wir nun, es sei das System mit dem recht-
winkligen Kontakt 8 und 5, wie es in Fig. 8 Tafel I dargestellt 
ist, auf dem Vegetationspunkt vorhanden, und es sollte durch An-
legung neuer Kreise fortgesetzt werden. Es wird dann einleuchten, 
daß die beiden Tatsachen: „die neu angelegten Kreise müssen den-
selben Wert von b wie die vorhandenen, d. h. denselben Durch-
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messer besitzen, und sie sollen mit mindestens zwei solchen in Kon-
takt stehen", nicht genügen, um eine Fortsetzung dieses Systems 
absolut notwendig zu machen. Es könnte ja z. B. ein neuer Kreis 
ebensogut die Kreise 22 und 25 tangieren wie diejenigen 22 und 24, 
und nur die letzte Annahme sollte eine Wei ter führung des vor-
handenen Systems bedeuten. Es ist nun leicht eine dritte Beob-
achtungstatsache anzugeben, welche sich ebenfaUs immer bewährt, 
und durch welche die Fortsetzung des Systems notwendig wird; 
sie sagt aus, d a ß die neuen Bi ldungen immer auftreten in 
den g r ö ß e r e n L ü c k e n , welche sich zwischen den bereits 
angelegten seitl ichen Sprossungen befinden. 

Wir betonen noch, daß diese letzte Beobachtung nicht identisch 
ist mit der Anschauung H O F M E I S T E R S , daß die neue Anlage immer 
in der größten aUer vorhandenen Lücken auftreten muß. Hier ist 
nur gemeint, daß es zwischen den älteren Organen kleinere und 
größere Lücken gibt, und daß es die letzteren sind, in denen die 
neuen Bildungen hervortreten. 

Fassen wir also nochmals kurz die drei Beobachtungstatsachen 
zusammen, welchen sowohl bei einfachen als bei mehrfachen 
Systemen, beim Innenhalten wirklich akropetaler Entstehungsfolge 
der Organe wie auch bei nichtakropetaler Entwickelung des Scheitels 
immer genügt wird und welche die Fortsetzung des vorhandenen 
Systems als Notwendigkeit zur F"olge haben: 

1. Für die neuen Anlagen ist der relative Durchmesser der 
AnsatzsteUe (der Faktor b) derselbe wie für die bereits vorhandenen 
jungen seitlichen Sprossungen. 

2. Diese Anlagen befinden sich in Kontakt mit mindestens 
zwei älteren. 

3. Sie sind angelegt in den größeren Lücken, welche sich 
zwischen den älteren Bildungen befinden. 

§ 2. A u f h e b u n g geringer U n r e g e l m ä ß i g k e i t e n . Die 
Fortsetzung, des Systems geschieht nicht immer mit großer Ge-
nauigkeit, öfters sind dabei Unregelmäßigkeiten merkbar. So kann 
es vorkommen, daß neue Anlagen größer oder kleiner ausfallen als 
die Theorie es erfordert, oder daß keine konstante Divergenz an-
gelegt wird. Sind diese Abweichungen bedeutend, dann wird die 
konstante Blattstellung nicht beibehalten, sondern geht in eine 
andere über; die Besprechung dieses Falles gehört also unter die 
Behandlung der veränderlichen Blattstellung. Sind die Unregel-
mäßigkeiten aber von geringer Bedeutung, dann werden sie meistens 
bei der weiteren Entwickelung wieder aufgehoben oder durch nach-
trägliche Änderungen bei dem weiteren Aufbau des Systems 
kompensiert. Diese Aufhebung geringer Unregelmäßigkeiten muß 
also als vierte Beobachtungstatsache den drei angegebenen hinzu-
gefügt werden. 

Man könnte sich nun fragen, warum wir diese vier Tatsachen 
an die Stelle der früher aufgestellten Regel setzen und nicht lieber 
diese als Ausgangspunkt der Theorie für die konstante Blattstellung 
wählen. Es hat dies zwei wichtige Gründe: erstens geben diese 
vier Tatsachen eine genauere Beschreibung der beobachteten Vor-
gänge am Scheitel, wie das aus dem Gesagten unmittelbar ein-
leuchten wird, zweitens werden wir später nachweisen, daß die 
Beobachtungen, welche den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen 
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über „veränderliche Blattstellung" bilden, sich ausgezeichnet an diese 
vier Tatsachen anschheßen. 

Man wird bemerkt haben, daß die obenstehenden Auseinander-
setzungen große Übereinstimmung mit den Betrachtungen SCHWEN-
DENERs in seiner „Theorie der Blattstellungen" zeigen (man siehe 
S. 45—57). Daß wir sie dennoch hier ausführlich gegeben haben, 
findet einerseits seine Erk lärung darin, daß unsere Auffassung doch 
in einigen Punkten von der SCHWENDENERschen abweicht, ander-
seits auch in der Überlegung, daß die Theorie dieses Autors manch-
mal mißverstanden worden ist, und es also notwendig ist, die Fun-
damente, auf denen weiter aufgebaut wird, ganz klarzustellen. 

Kapitel III. Die BlattsteHung an dem ausgewachsenen Stengel. 

§ 1. Die Blatts te l lung am Stengel und das u r s p r ü n g -
lich angelegte Kontaktsystem. Nachdem wir in den vorigen 
Kapiteln die Anlegung und Stellung junger Anlagen am Scheitel 
kennen gelernt haben, wollen wir jetzt untersuchen, welche Stellung 
die seitlichen Sprossungen in ausgewachsenem Zustand an dem 
Stengel einnehmen, und die Ä n d e r u n g e n besprechen, welche bei 
dem Ü b e r g a n g des embryonalen in den fertigen Zustand auftreten. 
Es führt uns dies unmittelbar zu der wichtigen Streitfrage der Ver-
schiebungen seitlicher Organe durch ihren gegenseitigen Druck bei 
ihrer Entwickelung aus dem Knospenzustand zu ausgewachsenen 
Sprossungen. Bevor wir aber einige Worte über diese Frage 
sagen, wollen wir zuerst nachsehen, ob bei der Annahme, es fänden 
gar keine Verschiebungen der Organe bei ihrer Entwickelung statt, 
sich aus der Stellung derselben am Stengel ein Schluß ziehen läßt 
auf die Kontaktverhältnisse , welche am Scheitel herrschen. 

Wir haben früher hervorgehoben, wie sich an dem Stengel 
die Blätter auf Spiralscharen ordnen, welche besonders ins Auge 
fallen, und daß die Koordinatzahlen dieser Spiralscharen in den 
meisteri Fällen durch zwei oder drei aufeinander folgende Glieder 
der Hauptreihe ausgedrückt werden. Man könnte nun meinen, daß 
diese auffallenden Spiralscharen dieselben sind wie die Scharen der 
Kontaktsp ira len , welche man am Scheitel beobachtet. Damit w ä r e 
dann ein sehr einfaches Mittel aufgefunden, sich unmittelbar über 
die am Scheitel vorherrschenden Kontakte orientieren zu können. 

Wenn die Entwickelung des Stengels und der seitlichen 
Sprossungfen eine sehr gleichmäßige ist, sodaß der fertige Zustand 
annähernd eine V e r g r ö ß e r u ng des angelegten darstellt, wie z. B. 
bei den Kompositenköpfen, dann wird auch dieses einfache Ver-
halten angetroffen. 

In den meisten Fällen aber kann man in dem fertigen Zustand 
den ursprünglichen nicht erkennen und können auch die auf-
fallendsten Spiralen ganz andere sein als die ursprünglichen Kon-
taktspiralen. Eine Betrachtung der Fig. 54 wird dies deutlich 
machen. Die darin angegebenen Punkte mögen Ansatzstellen von 
Blättern am ausgewachsenen zylindrisch gedachten Stengel dar-
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stellen. Sie sind derart gezeichnet, daß sie eine konstante Diver-

genz ^j^-SeO"! aufweisen, am oberen Teil fallen die 5- und 3-zeil-

igen Spiralen am meisten ins Auge, am unteren Teil gagegen die 
3- und 2-zeiligen. Dennoch kann 
diese Stellung sehr gut reahsiert sein 
an einem Stengel, der am Scheitel 
konstant ein- und dasselbe Kontakt-
system aufweist. Die Stellung am 
unteren Teil kann ja einfach dadurch 
zu Stande gekommen sein, daß dieser 
Stengelteil beträchtlicher in die Länge 
gewachsen ist als der obere. 

Dieses Verhalten kann noch kom-
plizierter werden, wenn der Stengel 
nicht zylindrisch ist. Wir wollen aber 
nicht weiter darauf eingehen und nur 
besonders hervorheben, daß man aus 
den ins Auge fallenden Spiralscharen 
am Stengel keinen Schluß ziehen 
kann auf die Kontaktverhäl tnisse am 
Scheitel, und nicht' einmal aus einer 
Ä n d e r u n g der Zahl dieser auffallenden 
Spiralscharen eine Ä n d e r u n g der Kon-
takte am Scheitel folgern kann. 

Ein gutes Beispiel, worauf mich 
Prof. B E I J E R I N C K aufmerksam machte, 
gibt Campanula Medium. Bei der Ver-
wesung der Stengel dieser Pflanze 
bleibt nämlich der Holzkörper zurück 
und zeigt in sehr schöner Weise die 

Stellung der Blätter an den Löchern, welche durch die Verwesung 
des Verbindungsgewebes zwischen dem Mark des Stammes und 
der Blattstiele entstanden sind. A m unteren Teil dieses K ö r p e r s 
sind daran die 5- und 8-zeiligen Spiralen die am meisten ins Auge 
fallenden, am oberen Teil dagegen die 3- und 5-zeiligen, und doch 
weist der Stammscheitel konstant den Kontakt 2 und 3 auf. 

Die obenstehende Betrachtung hat aber noch eine größere 
Bedeutung. 

Aus Figur 54 ist, wie gesagt, zu entnehmen, daß durch Ä n d e r u n g 
des Verhältnisses zwischen Längen- und Breitenwachstum auch die 
Koordinatzahlen der am meisten ins Auge fallenden Spiralscharen 
sich ändern, in unserem Beispiel von 5 und 3 in 8 und 2. Hätten 
wir den unteren Teil der Zylinderfläche noch stärker ver längert 
dargestellt, so würden auf diesem Teil die 1- und 2-zeiligen Spiralen 
oder sogar die 1- und 1-zeiligen die am meisten ins Auge fallenden 
gewesen sein. Wenn wir dagegen das Längenwachstum im oberen 
Teil unserer Figur geringer vorausgesetzt hätten, so würden darin 
die 8- und 5-zeihgen, die 13- und 8-zeihgen oder die 21- und 13-zeiligen 
die auffallendsten geworden sein. Damit sind bei der Voraussetzung 
einer Divergenz = ^l^^ die Möglichkeiten erschöpft. Hätte man 
jedoch ein Punktsystem mit einer Divergenz gleich der Limit-

Fig. 54-
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Schematische Darstellung für die 
Änderung der meist ins Auge 
fallenden Spiralen bei ungleichem 

Längenwachstum. 
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divergenz der Hauptreihe ^^^^ ^ '̂̂ '̂  ^̂ ") 

gesetzt, so könnten je nach dem Werte des Verhältnisses zwischen 
Längen- und Breitenwachstum die Koordinatzahlen der auffallendsten 
Spiralscharen durch je zwei aufeinander folgende Glieder dieser 
Reihe ausgedrückt werden. 

Diese Regel läßt sich noch folgendermaßen erweitern: 
Wird ein Punktsystem auf einer Kreiszylinderfläche dargestellt 

mit einer Divergenz = — ^ — -360", so werden die Koordinatzahlen 

der am meisten ins Auge fallenden Spiralscharen ausgedrückt durch 
zwei (oder drei) aufeinander folgende Glieder der Reihe 1, z. 

Beweis. Bemerken wir zuerst, daß die am meisten ins Auge fallenden 
Spiralen diejenigen sind, auf denen die Punkte die geringste Entfernung von 
einander aufweisen. 

Nehmen wir nun an, es würden die Koordinatzahlen der auffallendsten 
Spiralen ausgedrückt durch zwei Zahlen / , q, welche keine Glieder der 
Jieihe 1, s sind. Es liegt dann die Zahl p zwischen zwei aufeinander 
folgenden Gliedern w und n dieser Reihe, sodaß m <^p <^n. Man sieht 
ein, daß in diesem Fall zl„, < Ap < A,, sein muß. 

Betrachten wir dann die drei Brüche: — , — , — . Der erste und 
m p n 

dritte stellen Annäherungsbrüche für den Limitwert: — \ — dar, der zweite 

kann als ein dazwischen eingeschobener Bruch betrachtet werden. Nun 
wird nach einer Eigenschaft der Kettenbrüche ein solcher Bruch (wenn 

n, Arn <C Ap <^ An ist) eine geringere Annäherung an den Limit-
wert zeigen als die beiden Näherungsbrüche. Es muß also: 

Limitdivergenz (a) — — • 360 » > Limitdivergenz (a) — — • 360 » 
p m 

sein. Es ist nun weiter nach Formel 1: 

dp=poi-Ap- 3600 und <5„, = mx — A,„ • 360» 
also: 

a - - ^ . 3 6 0 0 = ^ und a - ^ - 360» = ^ 
p p m VI 

dann muß also: „ „ 

p m 
sein, und da w < / ist, muß 

sein. 
Nun ikann die Entfernung Ip des Punktes o von einem Punkt p dar-

gestellt werden durch: 

360 0/ ^ 

wenn der Zylinderumfang gleich 1 und die Entfernung von Punkt 1 ober-
halb der Linie o —o gleich y gesetzt wird. Ebe/iso wird die Entfernung 
des Punktes o vom Punkt m: 

^860« 
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Dann muß aber nach dem, was wir soeben gefunden haben: 

// > 4 
sein. Es liegt also Punkt m dichter bei Punkt o als Punkt p, und es muß 
also die w-zeilige Spirale stärker ins Auge fallen als die /-zeilige. 

Auf einfache Weise beweist man dann weiter, daß nach den ?//-zeiligen 
die //-zeiligen und dann die {m + ?/)-zeiligen Spiralen die auffallendsten 
sein müssen. 

Aus dem Gesagten geht also hervor: 
1. Die Reihe, aus welcher die Koordinatzahlen der am meisten 

ins Auge fallenden Spiralscharen zwei oder drei aufeinanderfolgende 
Glieder sind, wird bestimmt durch die Divergenz, welche die An-
satzstellen der Blätter aufweisen. 

2. Diese Zahlen ändern sich bei Zu- oder Abnahme des Ver-
hältnisses zwischen Längen- und Breiten Wachstum. 

E s stellen- sich also die B e o b a c h t u n g s t a t s a c h e n , 
welche wir auf S. 195 unter 5 und 6 beschrieben haben, 
als die Fo lge jener heraus, welche wir dort unter 7 an-
gaben. Wenn wir also letztere erklären können, so ist damit 
auch die Erklärung für die erstgenannten gegeben. 

§ 2. Die Verschiebungen der Organe durch ihren 
gegenseitigen Druck. Bei der Frage nach Verschiebungen der 
seitlichen Organe durch ihren gegenseitigen Druck wollen wir hier 
kurz sein. Bekanntlich ist hierüber ein heftiger Streit zwischen 
S C H W E N D E N E R 1) und L E I S E R I N G 2) einerseits und D E C A N D O L L E S), 
S C H U M A N N ^ ) , JOST^J anderseits geführt worden. Wie schon öfter 
gesagt, liegt für uns die Hauptfrage der Blattstellungslehre in der 
Anlegung neuer Organe am Scheitel und sind die nachträglichen 
Änderungen in der Blattstellung von geringer Bedeutung. Dennoch 
will ich nicht unterlassen, im Folgenden die Stellung, welche ich 
der genannten Streitfrage gegenüber einnehme, kurz anzugeben. 

1) über die Verschiebungen seitlicher Organe durch ihren gegenseitigen Druck. 
Basel 187.Ö. — Mechanische Theorie der Blattstellungen 1878. — Zur Theorie der Blatt-
stellungen. Sitzungsberichte der Berl. Akad. 1883, S. 741—773. — Die SCHÜMANN sehen 
Einwände gegen meine Theorie der ßlattstellungen. Sitzungsberichte der Berl. Akad. 
1899, S. 895—919. — Die Divergenzänderungen an den Blütenköpfen der Sonnenblume 
im Verlaufe ihrer Entwicklung. Sitzungsberichte der Berl. Akad. 1900, S. 1042—1060. — 
Die neuesten Einwände JOSTS gegen meine Blattstellungstheorie. Berichte d. deutschen 
botan. Gesellsch. 1902, Bd. X X , S. 249—267. 

2) Die Verschiebungen an Helianthusköpfen im Verlaufe ihrer Entwickelung v«im 
Aufblühen bis zur Reife. Flora, Jahrg. 1902, Bd. 90, S. 378—432. — Zur Frage nach 
den Verschiebungen an Helianthusköpfen. Berichte d. deutschen botan. Gesellsch. 1902, 
Bd. X X , S. 613—Ü24. 

3) Considerations sur la phyllotaxie. Arch, des sciences phys. et nat. 1881, T. V 
(und Genfeve 1881.) — Nouvelles considerations sur la phyllotaxie. Arch, des sc. phys. 
et nat. 1893, T. 33, S. 122—147. 

4) Morphologische Studien. I. Die Blattstellungen in gewundenen Zeilen. 1892, 
Heft I, S. 1—104. — VI. Die Verschiebungen der Organe an wachsenden Sprossen. 
1899, Heft II, S. 238—313. 

5) Die Theorie der Verschiebung seitlicher Organe durch ihren gegenseitigen 
Druck. Botanische Zeitung, 1899, Jahrg. 57, Abt. I, S. 193. — Die Theorie der Ver-
schiebung etc. 2. Abhandlung. Botanische Zeitung, 1902, Jahrg. 60, Abt. I, S. 21 — 43. — 
Zu SCHWENDENER s Antwort auf meine Einwände gegen die mechanische Blattstellungs-
theorie. Botanische Zeitung, 1902, Jahrg. 60, Abt. II, S. 225—228. — Man siehe auch 
JOSTS Referat über LEISERING: Die Verschiebungen an Helianthusköpfen etc. Bo-
tanische Zeitung, 1902, Jahrg. 60, Abt. II, S, 228—231. 
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Betrachtet man verschiedene „korrespondierende Querschnitts-
formen" in aufeinander folgenden Stadien ihrer Entwicklung, so 
wird man in vielen Fällen ohne Zweifel Kontaktwechse l wahr-
nehmen. Wir haben z. B. an dem Scheitel von Cephalotaxis 
drupacea nachgewiesen (vgl. S. 218), daß die oberen Te i l e der 
älteren Blätter andere Kontakte aufweisen als die jungen Anlagen, 
obwohl sie ursprünglich mit denselben angelegt wurden. Und 
diese Erscheinung ist in der Knospe eine sehr allgemeine. Wir 
werden später aber den Beweis erbringen, daß auch die A n s atz-
stellen der seitlichen Sprossungen im ausgewachsenen Zustand 
andere Kontakte aufweisen können als bei ihrer Anlegung. 

Muß man nun aber diese beiden Arten Kontaktwechse l 
auch notwendig aus „Verschiebung der Organe durch ihren gegen-
seitigen Druck" erklären? Bei den freien Enden der seitlichen 
Sprossüngen kann diese Erklärungsweise sicherlich Anwendung 
finden, deqn da sind alle Bedingungen erfüllt, welche Verschiebungen 
im Sinne der S C H W E N D E N E R sehen Theorie möglich machen i). Für 
die Annahme von Verschiebungen der „Ansatzstellen" durch ihren 
gegenseitigen Druck aber liegen nach meiner Meinung keine 
Gründe vor. Soweit die ausgewachsenen Organe eine andere „Diver-
genz" zeigen als die jungen Anlagen, läßt sich das aus anderen 
Umständen erklären, welche in diesem Kapitel noch näher be-
sprochen werden. Die Ä n d e r u n g e n der „Kontakte" zwischen den 
Ansatzstehen findet ebenfalls ihre Erklärung ohne die Annahme 
solcher Verschiebungen, wie im folgenden Kapitel klargelegt wird. 
Hier sei schon bemerkt, daß dieselben dadurch bedingt werden, 
daß die ausgewachsenen Organe einen relativ breiteren oder 
schmäleren Teil des Stengelumfanges einnehmen als die jungen 
Anlagen, also durch ungleiches Wachstum von Blattbasis und 
Stengel. Nun ist das zwar gewiß ein Umstand, welcher zu Ver-
schiebungen im Sinne ScHWENDENERs Veranlassung geben könnte, 
allein für die Verwirklichung solcher Verschiebungen ist es nötig, 
daß noch einer anderen Bedingung genügt wird: Die Ansatzstellen 
der seitlichen Organe müssen eine gewisse Festigkeit besitzen, so 
daß sie aufeinander einen bestimmten Druck ausüben können, und 
sie müssen durch einen solchen Druck aktiv verschiebbar sein. 
Diese Bedingung nun ist für die Ansatzstellen nicht erfüllt. 

§ 3. Die R e c t i p e t a l i t ä t . Schon N Ä G E L I ^ ) hat darauf hinge-
wiesen, daß die Blattstellung am Scheitel von derjenigen am ausge-
wachsenen Stengel verschieden sein kann. Er unterscheidet nämlich 
drei verschiedene Arten (oder Stadien) der Blattstellung: „Die erste 
kommt an dem entwickelten Stengel vor, die zweite in der Knospe, so-
bald die Blätter sichtbar werden; die dritte berücksichtigt die Punkte, 
welche diese bei der allerersten, der Beobachtung unzugänglichen A n -
legung eingehalten haben mögen." Übrigens hat NÄGELi die Differenz, 
welche zwischen diesen Stellungen besteht, nicht genau angegeben. 

Ausführlich behandelt H O F M E I S T E R ^) diese Frage und bemerkt, 
daß in vielen Fäl len, in welchen die Blätter am Scheitel eine 

1) leb kann mich dann auch nicht mit JOST einverstanden erklären, wenn dieser 
Forscher die Meinung ausspricht, daß man für die Erklärung der Verschiebungen der 
freien Enden seitlicher Organe keiner Theorie bedürfe. 

2) Beiträge zur wissensch. Botanik I, p. 40. 
3) Allgemeine Morphologie der Gewächse. Leipzig 1808, p. 454 u. f. 

I terson , Studien Uber Blattstellungen. 15 
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deutlich spiralige Stellung aufweisen und eine Divergenz besitzen, 
welche am besten durch einen irrationalen Grenzwert ausgedrückt 
wird, an den zugehörigen ausgewachsenen Stengeln solche Stellungen 
vorherrschen, die ziemhch genau vertikale Reihen zeigen und die 
sich durch einfache Bruchteile ausdrücken lassen. Dieser Botaniker 
meint aber, daß die angegebene Differenz nur scheinbar ist und 
daß dieser Schein dadurch hervorgerufen wird, daß durch die 
Streckung der Internodien eine geringe K r ü m m u n g der Schrauben-
Hnien viel weniger ins Auge fällt als an dem Scheitel, wo die 
Organe dicht aneinander gedrängt stehen. 

Sicherlich .ist diese Erk lärung von H O F M E I S T E R in vielen 
Fällen ganz richtig, aber das mindert nicht, daß manchmal die 
Differenz in der Stellung am Scheitel und am Stengel so deutlich 
wahrnehmbar ist, daß sie nicht mehr als scheinbar bezeichnet werden 
kann und unmöglich einer weniger genauen Wahrnehmung zuzu-
schreiben ist. Wenn z. B. am Scheitel von Ribes sanguineum eine 
Divergenz gefunden wird, welche dem Grenzwert 137 "30'28" sehr 
nahe kommt, so daß auch die 5-zeilige Spirale deutlich gewunden 
erscheint, und man nimmt am Stengel mit ziemhch großer Ge-
nauigkeit eine Divergenz von 144" wahr, so daß in mehreren auf-
einander folgenden Cyclen die Blätter in 5 Orthostichen zu ordnen 
sind, dann läßt sich hier an einer Divergenzänderung nicht mehr 
zweifeln. Dasselbe gilt auch z.B. für Lupinus arboreus und Alnus 
glutinosa, welche beide am Scheitel eine Divergenz anlegen, welche 
137 ",5 nahekommt und am Strengel öfters ziemlich genau die 
Stellung Ys verwirklichen. 

In vielen Fällen nimmt man auch an dem unteren Teil dejr 
Stengel eine Stellung wahr, die sich durch eine einfachere Diver-
genz ausdrücken läßt als die Stellung am oberen Teil. So zeigen 
Aster brumalis und Aster niveus unten am Stengel ziemlich genau 
die Stellung 2/̂ , während sie höher eine Blattstellung aufweisen, 
die besser durch oder ausgedrückt werden kann. 

Solche Beispiele sind von großem Interesse, erstens weil sie 
uns lehren, daß man die einfachen Blattstellungen nicht aufzufassen 
hat als wären sie bloß besondere Fälle der unendlichen Reihe ver-
schiedener Möglichkeiten, zweitens weil daraus hervorgeht, daß 
diesen Stellungen eine besondere Ursache zu gründe Hegt. 

Ferner geben sie die Erklärung der Tatsache, daß SCHIMPER 
und B R A U N , sowie N A U M A N N * ) die einfachen Divergenzen als 
Ausgangspunkt ihrer Betrachtungen wählten. Diese Forscher haben 
nämlich ihre Wahrnehmungen besonders an ausgewachsenen Pflanzen 
gemacht. 

Fragen wir uns nun, welches die Erklärung für die ange-
gebene Erscheinung sein kann. Zuerst wollen wir mitteilen, welche 
yrsache D E L P I N O als eine der wichtigsten angibt, warum die 
seitHchen Organe, welche nach seiner Theorie mit der Divergenz 
der Kugelsäule , d. i. 131"48'37" angelegt werden, an dem ausge-
wachsenen Stengel einfache Stellungen aufweisen können 2). 

„Una di queste e la piü generale e il senso della assilitä, che 
non puö essere logicamente negäto alle plante superiori. Per che 

1) über den Quincunx als Grundgesetz der Blattstellung vieler Pflanzen. Dresden 
und Leipzig, 1845. 

2) Teoria generale della Fillotassi, Genova, 1883, p. 134. 
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modo l'abete si construisce un fusto lungo .50 metri tanto mirabil-
mente rettilineo? Si dice che la forza di gravitazione n'e la causal 
Baie! I rami laterali sono rettilinei non meno del prinzipale, salvo 
une lievissima curvatura alle base valevole a conferire maggior 
soliditä. E al senso dell' assilitä che e dovuta la rettilineitä dei 
fusti, dei rami, dei vimini, delle canne, il distendimento longitudinale 
rettilineo dei fasci fribroso-vascolari, delle coste, delle strie, deUe 
ale nei cauli costati, striati, alati. 

E chiaro che quando si sviluppano nell' interne degli assi le 
corde fibroso-vascolari e all' esterno le decorrenze, tra una data 
fogUa di un dato ciclo fillotassico e la foglia omologa del sottostante 
ciclo, queste corde e queste decorrenze, sê  la fillotassi e curviseriata, 
non possono correre. parallele all' asse. E giuocoforza che siano a 
bella prima curvilinee. Di qui ha origine una lotta tra esse e il 
tessuto parenchimatico fondamentale; lotta tendente a rettiseriare, 
cioe a rendere päralleli all' asse, i fasci fibroso-vascolari, le decorrenze 
fogliäri, e conseguentemente a rettiseriare le foglie omologhe dei 
cicli fillotassici. Questa lotta che puo sviluppare tensione fortissime 
dura fin che e in vigore il processo incrementale estinguendosi affato 
col cessare dell' incremento medesimo." 

Nun werden wir später die Gründe angeben, warum wir uns 
nicht mit der Theorie von D E L P I N O einverstanden erklären können, 
aber dennoch muß zugegeben werden, daß in der oben zitierten 
Betrachtung richtige Ideen entwickelt sind, welche die Ä n d e r u n g 
der Blattstellung bei der Entwicklung der seitlichen Organe er-
klären können. Von anderer Seite haben diese Annahmen eine 
wichtige Stütze erhalten. 

Bei der Widerlegung der Einwände, welche C . D E C A N D O L L E 
gegen seine Theorie gemacht hat, spricht S C H W E N D E N E R *) in dem-
selben Jahre, in dem die Theorie von D E L P I N O erschien. Folgen-
des aus: 

„Es erübrigt jetzt noch .den Einwand zu berücksichtigen, 
warum denn die Divergenzen 1/3, Ys. Vs- nach meiner Dar-
legung nur unter bestimmten einschränkenden Bedingungen möghch 
sind, iti der Natur so häufig vorkommen. Hierauf ist zunächst zu 
erwidern, daß Blattstellungen, welche mit ausgeprägter Kanten-
bildung am Stengel verknüpft sind {Cyperaceen, drei- oder mehr-
kätitige• Gacteen u.dgl.m.), einen besonderen Fall bilden, in welchem 
die ' Käntenbi ldung einen unverkennbaren Einfluß ausübt." Und 
weiter: „Bezüglich der Stellungen Ys und Ys. welche ohne Känten-
bildung zu Stande kommen, darf nicht übersehen werden, daß sich 
die' aufgeführten Beispiele größtenteils auf Laubsprosse beziehen, 
an' denen voraussichtlich die Grundspirale und die Zweierzeile die 
vor der Streckung wirksam gewesenen Kontaktlinien darstellen. 
Unter diese Voraussetzung fallen beiden Stellungen in den obersten 
Verschiebungsbogen unsere Zickzacklinien und sind daher theore-
tisch möglich. Daß aber die gegebenen Divergenzen wirklich genau 
Ys oder Ys betragen, läßt sich in den wehigsten Fäl len beweisen. 
Streng genommen kann nur von einer A n n ä h e r u n g an diese ein-
fachen Brüche durch nachträghche Drehung die Rede sein; eine 

1) Zur Theorie der Blattstellungen. Sitzungsberichte der Kgl. Preuß. Akad. der 
Wissensch, zu Berlin, 1883, S. 741. 

lä* 



228 Erster Abschn. Konstante Blattstellung. 

solche findet allerdings unzweifelhaft statt, da die Endknospe be-
kannthch stets höhere Divergenzen aufweist; mir ist aber nicht be-
kannt, in welches Stadium der Entwicklung sie fällt. Es w ä r e ja 
denkbar, daß dergleichen Drehungen erst ziemlich spät durch die 
widerstandsfähigen Elemente der Blattspuren und der begleitenden 
KoUenchymstränge bewirkt würden, indem die in der Längsrichtung 
zusammenhängenden Strangsympodien sich infolge der Zugspannung, 
der sie jedenfalls ausgesetzt sind, möglichst longitudinal stellten, in 
ähnlicher Weise also, wie ich es oben für die vorspringenden 
Rippen angedeutet habe." 

Für uns sind hier die Betrachtungen über die BlattsteHung 
der Cacteen und Cyperaceen weniger von Bedeutung; die Be-
sprechung dieser abweichenden Fäl le muß einer späteren Arbeit 
vorbehalten bleiben. Desto mehr interessiert uns hier die Meinung 
SCHWENDENERs über die Blattstellungen 2/5. Vs' welche an Stengeln 
ohne starke Kantenbildung verwirklicht werden. Man sieht daraus, 
daß auch dieser Forscher für diese Fäl le über die Ä n d e r u n g der 
Blattstellung Ideen ausspricht, welche mit denjenigen von D E L P I N O 
große Übereinstimmung zeigen. 

P A U L TEITZI) hat darauf für einige wichtige Fälle nach-
gewiesen, daß „die Gedanken und Vermutungen SCHWENDENERs 
bezüglich der nachträglichen Entstehung einiger niederer Blatt-
divergenzen durchaus mit dem natürlichen Tatbestand überein-
stimmen". Ausgangspunkt für seine Untersuchungen bildet die 
Wahrnehmung von N Ä G E L I 2), daß in jungen Stengelteilen, welche 
noch keine Streckung durch Längenwachstum aufweisen, die Gefäß-
bündelstränge tangential schief verlaufen und zwar so, daß in den 
aufeinander folgenden Knoten die Abweichung von der Vertikalen 
in derselben Richtung stattfindet, sodaß ein spiraliger Verlauf 
entsteht. 

Bedenkt man nun, daß in den verschiedenen Gewebepartien, 
durch welche die S tränge hindurch gehen, eine Differenz der Festig-
keit bestehen muß, indem der untere Teil älter und fester, der 
obere Teil jung und weich ist, so muß notwendigerweise bei der 
Längsstreckung in den Strängen ein Zug auftreten und weil dieser 
tangential schief gerichtet ist, muß er zerlegbar sein in eine hori-
zontale und eine vertikale Komponente. Weil dann in allen Strängen 
eine solche horizontale Kraft wirkt, so muß der Stengel eine Tor-
tion erleiden, welche so lange anhalten wird, bis die S t r ä n g e ver-
tikal gestellt sind. Zu gleicher Zeit müssen dann aber die Blätter, 
welche durch die Blattspuren mit den Strängen verbunden sind, 
ihre Stellung ein wenig geändert haben und solche, welche mit 
demselben Strang verbunden sind, müssen vertikal übereinander 
gestellt werden. 

Bei Ribes nigrum, Ribes Grossularia und Salix pentandra fand 
T E I T Z an dem Sproßscheitel eine Divergenz, welche dem Grenzwert 
der Hauptreihe sehr nahe kam, während er in einiger Entfernung 
des Vegetationspunktes eine A n n ä h e r u n g an die Stellung YÖ 
beobachtete, eine Stellung, die an noch niederen Teilen des Stengels 

1) über definitive Fixierung der Blattstellung durch die Torsionswirkung der 
Leitstränge. Flora, 71. Jahrgang, 1888, S. 419—439. 

2) Beiträge zur wiss. Bot. I, S. 43. 
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vollkommen verwirklicht wird. Bei Linum usitassimum und Euphorbia 
pilosa, welche ebenfalls am Scheitel ziemlich genau den Grenzwert 
zeigten, fand er nach Entfaltung der Knospe die Blattstellung Ys-
Nun hat T E I T Z nachgewiesen, daß sich diese Änderunge n wirklich 
durch die soeben beschriebenen Umstände erklären ließen. Bei den 
erstgenannten Arten waren die medianen Blattspuren zu 5 Fibrovasal-
strängen vereinigt, sodaß dadurch eine Verbindung bestand zwischen 
den Blättern 0, 5, 10, 15 usw., 1, 6, 11, 16 usw. Bei den beiden 
anderen Arten dagegen zeigte der Stengel 8 Stränge . Dadurch 
waren also die Blätter auf den 8-reihigen Spiralen mit einander 
verbunden. Durch Anfertigung eines Markierschnittes konnte nun 
T E I T Z den Beweis erbringen, daß die ursprünglich tangential schief 
verlaufenden S t r ä n g e in demselben Moment ihre vertikale Lage 
annahmen, als die Divergenz die einfachen Stellungen Ys oder Ys 
erreicht hatte. 

Daß die gleiche Erklärungsweise auch bei dem Auftreten der 
einfachen SteUungen Y? und Y» gî t- konnte dieser Forscher bei 
Sedum reflexum beweisen, welche Art am Scheitel Kontakte aus 
der Nebenreihe 1, 3, 4, 7 usw. oder aus der Nebenreihe 1, 4, 5 usw. 
aufweist, während dabei die Divergenz eine große A n n ä h e r u n g an 
die Limitwerte dieser Reihen zeigt, d.h. an 9 9 « 3 0 ' 5 " oder 7 7 » 5 7 ' 1 9 " . 

Daß die hierbei wahrgenommenen Divergenzänderungen nicht 
durch „Dachstuhlverschiebungen" im Sinne SCHWENDENERs erklär-
bar sind, betrachtet T E I T Z deshalb als feststehend, weil an der 
Stelle, an der die Ä n d e r u n g e n der Divergenz merkbar werden, 
kein Kontakt zwischen den Blättern mehr wahrnehmbar war. Nun 
werden wir im folgenden Kapitel nachweisen, daß z. B. bei Ribes 
nigrum der Kontakt zwischen den (ursprünghchen) „Ansatzstellen" 
sicher bestehen bleibt, aber dieser Umstand hat, wie wir bereits 
oben bemerkt haben, auf die Divergenzänderung keinen Einfluß; 
für die letzte Erscheinung gibt T E I T Z ohne Zweifel die richtige 
Erklärung. 

Es will mir scheinen, daß die TEiTZschen Beobachtungen 
mehr Beachtung verdienen, als ihnen meistens geschenkt wird, 
denn nach meiner Erfahrung sind die nachträglichen Ä n d e r u n g e n 
der Divergenz eine sehr allgemeine Erscheinung. Eine umfassen-
dere Arbeit über diesen Gegenstand w ä r e deshalb sehr wünschens-
wert, besonders auch darum, weil T E I T Z die Blattstellung Ys nicht 
berücksichtigt hat, soweit diese Stellung an Stengeln auftritt, welche 
am Scheitel die Limitdivergenz zeigen (Alnus glutinosa, Lupinus 
arboreus). 

Weil wir nun in der Kraft, welche das Wachstum in der 
Längsrichtung hervorruft, die Ursache kennen gelernt haben, welche 
den Übergang der komplizierten Stellungen in die einfachen be-
dingt, so werden wir diese Divergenzänderungen weiter als solche 
bezeichnen, die durch die R e c t i p e t a l i t ä t hervorgerufen werden'). 

1) Der Ausdruck „Rectipetalität" stammt von VöCHTiNG (Bewegungen der Blüten 
und Früchte, 1881), von PFEFFER (Lehrbuch der Pflanzenphysiologie, 2. Aufl., 1904, 
Bd. II, S. 595) ist dafür auch der Name Autoorthotropismus vorgeschlagen worden. 
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Kapitel IV. Zeichnung und Form des reifen Stengels. 

§ 1. Die S p r o ß g l i e d l e h r e . Wie wir im vorigen Kapitel 
einer Frage begegnet sind, über die ein heftiger Kampf geführt 
worden ist, so sollen auch hier zuerst einige Fragen behandelt 
werden, über welche die Meinungen sehr geteilt sind. Als erste 
möge die sogenannte „Sproßgliedlehre" kurz erläutert werden. 

Nach der Auffassung von D E L P I N O gibt das Experiment des 
Aufbaus seiner Kuge l säule nicht nur die Antwort auf die Frage, 
wie die Anlegung neuer Blätter geschieht, aber es beweist auch, 
daß man den Stengel nicht als selbständiges Organ auffassen darf, 
sondern als aus Blatteilen aufgebaut. Sehr scharf drückt er diese 
Meinung auf S. 174 seiner Teoria Generale mit diesen Worten aus: 
„La conseguenza di maggior momento la quale deriva dalla teoria 
meccanica fondata sull' esperimento della pila sferotassica, consiste 
neir affermazione che le foglie, ben lungi di essere organi laterali 
ed appendicolari rispetto all' asse foglifero, sono organi central! ed 
apicah, coaliti nella loro regione basale in un pseudoasse o fiUo-
podio. II considetto sistema assile o caulino non e altro che un 
aggregate di fihopodii." 

Obwohl allerdings die Theorie, welche D E L P I N O ZU diesen 
Schlußfolgerungen führte, originell genannt werden muß, so sind 
doch andere Forscher vor ihm zu demselben Resultat gelangt, das 
D E L P I N O auch mit diesen Worten ausdrückt: „picciuolo e lembo e 
relativa decorrenza assile siano regioni diverse d'uno stesso organo". 
D E L P I N O selbst verweist schon auf G A U D I C H A U D , welcher bereits 
im Jahre 1841 diese Meinung vertreten hat; auch andere Namen 
könnten hinzugefügt werden, aber die Beweisführung seiner Vor-
gänger ist von viel geringerer Bedeutung und wir können uns des-
halb mit der Besprechung der DELPlNOschen Auffassung begnügen. 

Auch in einer später erschienenen Arbeit hat dieser Forscher 
seine Theorie näher begründet und für das selbständige Organ, das 
sich in „Phyllomen" und „Phyllopodium" differenzieren kann, den 
Namen „Meritahium" eingeführt. Wir woUen uns hier nicht in 
seine weiteren Betrachtungen vertiefen und nur noch darauf hin-
weisen, daß von HUGO DE VRIES^) einige interessante Tatsachen 
angeführt worden sind, welche für die Selbständigkeit der Meritallien 
sprechen. 

In neuerer Zeit ist diese Auffassung besonders durch C E L A -
KOVSKYä) verteidigt worden, welcher für den Ausdruck „Meritallium" 
den Namen „Sproßghed" einführte und die Einheit von Blatt und 
Stengelteil auch unabhängig von der Blattstellungstheorie von 
D E L P I N O darzulegen versuchte. 

Ohne Zweifel kann man die Frage nach der Selbständigkeit 
des Stengels unabhängig von der nach der Anlegung neuer Blätter 
stellen, aber sobald man zu erklären versucht, wie sich neue Sproß-

1) Pensieri suUa metamorfosi e suUa idiomorfosi presso le plante vascolaire. 
Memorie della R. Academia della scienze dell' Institute di Bologna. Serie V, Tom III, 1892. 

2) Over verdubbeling van Phyllopodien. (Avec un resume en langue francjaise). 
Botanisch Jaarboek uitgegeven door het Kruidk. genootschap „Dodonaea" te Gent. 
Jaarg., 1893, blz. 108—129. 

3) Die Gliederung der Kaulome. Bot. Zeit., I. Abteilung, 59. Jahrg., 1901, 
S. 79-114. 
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gheder zu den alten hinzufügen, wird man doch notwendigerweise 
auf das Blattstellungsproblem zurückgeführt. Bei D E L P I N O geschieht 
die Anlegung der neuen Meritallien durch Teilung des höchst-
gelegenen, eine Auffassung, die durch die Tei lungsvorgänge in der 
ScheitelzeUe bei den Blattmoosen gestützt wird. C E L A K O V S K Y spricht 
sich über diese Frage nicht klar aus, und in dieser Hinsicht sind 
seine Betrachtungen gar nicht befriedigend. 

Wir haben bereits bei unseren mathematischen Betrachtungen 
klargelegt, daß die Theorie von D E L P I N O bereits darum keinen 
richtigen Ausdruck für die Anlegung der Blätter geben kann, weil 
dieser Forscher von der falschen Annahme ausgegangen ist, daß 
seine Säule die einzige stabile, zylindrische sei,' welche sich in 
regelmäßiger Weise mit Kugeln aufbauen lasse. Es hat sich 
herausgestellt, daß sie nur eine der vielen möglichen ist. Man 
könnte sich nun die Frage vorlegen, ob es dann nicht möglich ist, 
die Theorie von D E L P I N O insofern umzuarbeiten, daß zwar der 
Gedanke: der Stamm, sei aus kugelförmigen Organen aufgebaut, 
beibehalten wird, daß aber für verschiedene Pflanzen auch ein Auf-
bau nach verschiedenen Kuge lsäulen als möglich angenommen wird. 
Dabei würde man dann am Scheitel eine Anordnung wie in den 
kegelförmigen Kugelsäulen annehmen müssen, und könnte so die 
Blattstellungstheorie ganz in Übereinstimmung mit der Sproßglied-
lehre bringen. 

Dennoch würde nach meiner Meinung eine Durchführung 
dieser Auffassung große Schwierigkeiten bereiten. So haben wir 
schon darauf aufmerksam gemacht, dafä die Kuge l säule von D E L P I N O 
eine Hohlachse von geringem Durchmesser besitzt, deren Vorhanden-
sein sich dieser Forscher nicht bewußt war. Bei den höheren Kugel-
säulen hat diese einen größeren Durchmesser. Wie aber läßt sich die 
Ausfül lung derselben mit der Sproßgl iedlehre in Zusammenhang 
bringen? Auch abgesehen von dieser Schwierigkeit, lassen sich noch 
andere Gründe angeben, welche gegen eine solche Theorie sprechen. 
Will man nämhch die Stellungsverhältnisse am Scheitel mit zylindri-
schen oder kegelförmigen Kugelsäulen vergleichen, so muß man die 
Anwesenheit von K ö r p e r n voraussetzen, welche eine kugelförmige 
Gestalt besitzen. Nun sind die jungen Anlagen sicher nicht mit solchen 
K ö r p e r n zu vergleichen, und man muß letztere also als hypothetische 
annehmen. Doch wird man zugeben, daß eine solche, nicht durch 
die Wahrnehmung kontrollierbare Annahme, möglichst zu vermeiden 
ist und daß sicherlich eine Theorie, die Beobachtungstatsachen als 
Ausgangspunkt nimmt, den Vorzug verdient. 

Sind nun aber die Argumente, welche die A n h ä n g e r der 
„Sproßgliedlehre" anführen, so überzeugend, daß man dadurch zu 
der Annahme einer absoluten Selbständigkeit von Meritallien ge-
zwungen wird? Meines Erachtens ist das gar nicht der Fall, 
man wird durch ihre Beweisgründe nur von einem gewissen „Zu-
sammenhang" zwischen Blatt und Stengelzone überzeugt. Dagegen 
ist auch bei der Annahme der oben entwickelten Theorie der 
Blattstellung nichts einzuwenden. Man kann sich nämlich vor-
stellen, daß die regelmäßige Anordnung der jungen Anlagen 
mit einer regelmäßigen Verteilung der Saftströmung zusammen-
hängt. Bleibt eine solche Diff'erenzierung dieser Strömung auch 
noch bei den älteren Stengeln vorhanden, so würde das schon 
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eine Beziehung zwischen Blättern und gewissen Stengelteilen her-
stellen. 

§ 2. Verschiedene Anschauungen ü b e r die B e r i n d u n g 
des Stengels durch die Blattbasen und die Zeichnung des-
selben. In enger Beziehung zu der Frage nach dem Aufbau des 
Stengels aus Sproßgliedern steht die nach der Berindung desselben 
durch die Blattbasen. Auch hierüber sind die Meinungen geteilt. 

Nach H O F M E I S T E R 1) breitet sich das Blatt kurz nach der A n -
legung in allen Richtungen schneller aus als die Stengelzone, auf die 
es eingepflanzt ist. „Das Dickenwachstum des Blattgrundes ist meist 
so beträchthch, daß es an seiner, der Stengelspitze abgewendeten 
Rückenfläche dem Achsenumfang immer neue Gewebschichten auf-
lagert und so den Stengel berindet." Speziell bei Chara sollte 
diese „Berindung" sehr überzeugend zu stände kommen, aber auch 
sonst sollte sie eine ganz allgemeine Erscheinung sein. 

Unabhängig von H O F M E I S T E R ist auch H . P O T O N I E ^ ) zu der 
Auffassung einer Berindung gekommen und er stützte sich dabei 
besonders auf paläontologische Wahrnehmungen. Der Stamm, das 
„Urkaulom", sollte nach seiner Meinung bei der phylogenetischen 
Entwicklung durch die Blattbasen überdeckt worden sein. 

Verschiedene Forscher haben sich ganz oder in bestimmten 
Fällen dieser Auffassung angeschlossen, wir nennen nur L E I T G E B , 

G O E B E L , V A N T i E G H E M , J O S T und C E L A K O V S K Y . 

Besonders der letztgenannte Forscher s) hat die Berindungs-
hypothese warm verteidigt und er hat sich dabei auf denselben 
Standpunkt wie H O F M E I S T E R gestellt. Auch er weist darauf hin, 
daß die Blätter in ausgewachsenem Zustand öfters einen viel be-
trächtlicheren Teil des Stengels umfassen als bei ihrer Anlegung, 
was besonders bei den Blättern mit Scheidenbildung sehr deuthch 
wahrnehmbar ist. Wenri nun die schneUere Ausbreitung nach der 
Richtung der Breite hin besteht, so ist es nach C E L A K O V S K Y auch 
wahrscheinlich, daß sie ebenfalls in der Längsrichtung stattfindet, und 
daß dadurch bald gar keine freie Stammoberfläche mehr vorhanden 
sein kann. Er nimmt dabei an, daß diese Ausbreitung nicht in einer 
„Überschichtung" besteht, sondern daß das Gewebe, das erst die 
Stengeloberfläche bildete, nachher in Blattgewebe übergehen kann. 
Obwohl nun C E L A K O V S K Y diese Berindung als die normale Er-
scheinung betrachtet, so nimmt er doch bei den Abietineen einen 
gemischten Ursprung der Stammoberfläche an, indem er die oberen 
Teile der „Blattkissen" als „Blattbasen", die unteren dagegen als 
freie Stamm Oberfläche betrachtet. Auch hält er die Möglichkeit 
nicht für ausgeschlossen, daß bei gewissen Pflanzen (z. B. den Kak-
teen) gar keine Berindung zustande kommt. 

Der beschriebenen Auffassungsweise steht die gegenüber, bei 
welcher man annimmt, daß die freie Oberfläche des Stammes in 
den Internodien ausschließlich von der Stammoberfläche herrührt, 
welche sich am Scheitel zwischen den jungen Anlagen befindet. 

1) Allgemeine Morphologie, 1868, § 13, Blattentwicklung, S. 520. 
2) Die Metamorphose der Pflanzen im Lichte paläontologischer Tatsachen, 1898. 

— Lehrbuch der Pflanzenpaläontologie 1899, S. 245. 
3) Berichte d. deutsch, botan. Gesellsch. 1900. — Die Gliederung der Kaulome, 

Bot. Zeit 1901, I. Abt., 59. Jahrg., S. 79—114. — Die Berindung des Stengels durch die 
Blattbasen, Flora, 90. Band, Jahrg. 1902, S. 433—465. 
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Dabei wird also angenommen, daß die am Scheitel vorhandenen 
Kontakte durch das Wachstum des Stammgewebes aufgehoben 
werden, und daß die Ansatzstellen der Blattstiele mit denen der 
jungen Anlagen übereinstimmen. Diese Auffassung ist besonders 
von F R . T O B L E R I ) verteidigt worden. Nach meiner Meinung sind 
die Beweisführungen dieses Forschers nicht überzeugend und zum 
Teil auch durch C E L A K O V S K Y in der zuletzt zitierten Abhandlung 
widerlegt. 

Von Interesse in den Darlegungen von T O B L E R scheinen mir 
besonders seine Wahrnehmungen über die Anlegung der Stamm-
flügel, zu Lappen gewordenen A n h ä n g e n am Internodium, zu sein, 
welche bei den sogenannten „folia decurrentia" angetroffen werden. 
In der sogenannten „Zeichnung des Stengels" liegt nämlich ein 
kräftiges Argument für die Berindungshypothese, und das ist be-
sonders der Fall, wenn die Blätter, wie bei den „folia decurrentia", 
scheinbar mit dem Stengel verwachsen sind. Nun hat T O B L E R 
nachgewiesen, daß bei Cirsium palustre die Anlegung der Flüge l 
erst in den Internodien zwischen bereits ziemlich alten Blättern 
stattfindet und dabei nicht etwa von den Rändern abwärts , sondern 
daß sie mit einer selbständigen Hervorwölbung auf der Epidermis 
des Internodiums beginnt. Die Flüge l schließen sich erst nachher 
an die Blattränder an, während in anderen Fällen (z. B. Genista 
sagittalis) dieser Anschluß nicht erreicht wird, obwohl auch dabei 
die Blattränder die V e r l ä n g e r u n g der Flügel bilden. T O B L E R meint 
darum, daß die Anlegung der Flügel einen Vorgang darstellt, der 
unabhängig von dem Wachstum des Blattes am Internodium ver-
läuft, und glaubt die Stellung dieser Flügel mit dem Leitbündel-
verlauf in Zusammenhang bringen zu müssen. 

Nun sind diese Wahrnehmungen von T O B L E R sicherhch von 
Bedeutung, weil daraus folgt, daß man die Stammflügel nicht als 
vollkotnmen identisch mit den Blat trändem auffassen darf, aber wir 
werden bald sehen, daß wir dennoch die Zeichnung der Stengel-
oberfläche als einen wichtigen Hinweis auf die Berindung auffassen 
können. Bevor wir aber dazu übergehen, unsere eigenen A n -
schauungen über diese Frage zu erläutern, möge hier noch auf 
einige ältere Arbeiten hingewiesen werden, in welchen die Zeich-
nung und Form des Stammes auch abgesehen von der Berindungs-
frage behandelt wird. 

Schon im Jahre 1848 hat CAGNAT'^) auf die Beziehungen auf-
merksam gemacht, welche zwischen der Blattstellung und der 
Form des Stengels bestehen. Viel bedeutender sind aber die 
Arbeiten, welche W i E S N E R ' ) über diesen Gegenstand veröffentlicht 
hat; sie enthalten zahlreiche wichtige Beobachtungen. Dennoch 

1) Der Ursprung des peripherischen Stammgewebes. PRINGSHEIMS Jahrbücher 
für wissensch. Botanik, 37. Band, 1902, S. 99—136. 

2) Des Rapports qui existent entre la disposition des feuilles, la forme des axes 
v̂ gitaux et Celle de la moelle. Ann. d. Sc. nat. 3'<""= S^rie, Botanique, T . IX, 1848, 
p. 362—382. 

3) Untersuchungen über die Lage der charakteristischen Riefen an den Axen-
organen der Pflanzen. Sitzungsber. d. Wiener Akad., Bd. 37, 1859, S. 704. — Die Ge-
setze der Riefenteilung an den Pflanzenaxen. Ebenda, Bd. 38, 1860, S. 31. — Be-
obachtungen über Stellungsverhältnisse der Nebenblätter. Ebenda, Bd. 42, 1861, S. 417. 
— Die Blattbögen und ihre Berechnung. Ebenda, II. Abt., Bd. 43, 1861, S. 457. — 
Vorläufige Mitteilung über die Lage der Blattbasen. Ebenda, II. Abt., Bd. 45, 1862, S. 23. 
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würde es uns zu weit führen, hier klarzulegen, in welcher Hinsicht 
diese Wahrnehmungen nach meiner Meinung für unsere Betrach-
tungen wichtig sind, nur einzelne Punkte werden wir im Folgenden 
noch näher zu besprechen haben. 

Interessant ist auch die Meinung, welche D E L P I N O bezüglich der 
Zeichnung und Form der Ächsenorgane vertr i t tdenn daraus geht 
hervor, daß dieser Forscher sich einer Unvollkommenheit seiner 
Theorie bewußt gewesen zu sein scheint. Er fängt nämlich an, 
darauf hinzuweisen, daß bei solchen Blattstellungen, welche un-
mittelbar aus seiner Kugelsäule hervorgehen können (z.B. 1/3 und 2/5), 
das Gewebe; welches die Zeichnung bildet, betrachtet werden kann 
als „parte integrante della foglia". Aber dann fährt er mit diesen 
Worten fort: „la tesi non e applicabile tutta volta che il numero 
delle parastiche verticali o subverticali supera la cifra 5 (oppure le 
cifre 6, 7, nei casi di sdoppiamento di righe)". Diese Über legung 
führt ihn zu der Schlußfolgerung: „Andunque conviene considerare 
le decorrenze come una formazione indipendente dalle foglie con cui 
sono in corrispondenza", d. h. also zu einer Auffassung, welche 
später von T O B L E R aus ganz anderen Gründen vertreten wurde. 
Hätte D E L P I N O die Möglichkeit von anderen Kuge lsäulen als die 
seinige vermutet, dann würde ohne Zweifel seine Ansicht über die 
Zeichnung eine andere gewesen sein. 

§ 3. Theoretische Betrachtungen ü b e r die Ber indun g 
und die Zeichnung des Stengels. Die Meinung C E L A K O V S K Y S , 
es würden sich die Blattbasen in der Regel schneller ausbreiten als 
die Stammoberfläche, gibt nicht die richtigen Verhältnisse wieder. 
Öfters nämlich ist die relative Breite der Blattbasen im ausge-
wachsenen Zustand dieselbe wie bei der Anlegung; in anderen 
Fällen ist sie sogar bedeutend geringer als am Scheitel. Bei 
unseren theoretischen Betrachtungen wollen wir deshalb den Fall 
voraussetzen, bei dem die Breite dieselbe bleibt, um erst später die 

Fäl le näher ins Auge zu fassen, bei welchen 
Fig- 55- sich diese Breite im Laufe der Entwicklung 

ändert. 
Betrachten wir zuerst den Vegetations-

punkt im Längsschnitt. Fig. 55 mag dafür 
schematisch das Hervorwachsen einer Blatt-

I anläge mit der Ansatzstelle a b auf einem Teil 
I des Scheitels darstellen, der bereits ziemhch 

spitz ist. Man sieht nun, daß im Puhkt a die 
Anlage einen sehr scharfen Winkel mit der 
Scheiteloberfläche bildet, während in dem 
Punkt b dieser Winkel stumpf ist. In den 
Punkten der Ansatzlinie, die zwischen a und 
b liegen, müssen Winkel angetroffen werden, 
die zwischen die genannten scharfen und 
stumpfen fallen. Daraus geht hervor, daß 

sich das Blatt an der oberen Seite der Ansatzstelle sehr scharf 
aus der Stammoberfläche hervorzuheben scheint, während dagegen 
an der untern Seite ein mehr gleichmäßiger Überg-ang zwischen 
Blatt und Stamm Oberfläche angetroffen wird. 

1) Teoria Generale. Cap. XIV, Deila decorrenze fogliari, p. I(i7—170. 



Kap. VI. Zeichnung und Form des reifen Stengels. 235 

Fig-

a. 

c. 

Beim Steilerwerden der Kegeif läche muß dieses Verhalten 
noch ausgeprägter werden. Wenn also die Anlagen bei ihrer wei-
teren Entwicklung auf einen sehr steilen Teil des Scheitels zu 
liegen kommen und noch immer an der Basis vertikal emporwachsen, 
so wird man die untere Begrenzung der A n -
satzlinie nicht mehr wahrnehmen. Dadurch 
muß dann aber der Eindruck hervorgerufen 
werden, es wäre nicht a b äie Ansatzstelle, 
sondern ac. 

Nun gibt unser Schema den natürhchen 
Zustand durchaus nicht genau wieder. Das 
Blatt wächst niemals so genau vertikal empor 
wie wir hier annahmen, aber auch anderseits 
treten sekundäre Änderungen ein, die die 
Wahrnehmung! der richtigen Blattbasen er-
schweren. Denkt man sich nämlich, daß an 
der Stelle ac die Bildung eines Stiels anfängt, 
so wird man sicherlich bei oberflächhcher Be-
obachtung hier auch die Ansatzstelle der seit-
lichen Anlage vermuten. 

Fassen wir nun zweitens eine Seitenansicht 
des Scheitels ins Auge. Nach unserer Theorie 
waren die Ansatzstellen der jungen Anlage 
Kreise auf einer Kreiskegelf läche. Nun wird 
sich ein solcher Kreis in der Zeichnung der 
Ansicht als Ovoid darstellen, also einiger-
maßen eiförmig sein. Je steiler die Kegelf läche 
und je kleiner die Ansatzstelle, um so mehr 
nähert sich dieses Ovoid einem Kreis. Wir 
wollen nun, um unsere Betrachtungen zu ver-
einfachen, die Kreisform der Ansatzstellen 
in der Zeichnung voraussetzen. In Fig. 56 a 
mögen dann vier junge Anlagen wieder-
gegeben sein, wie sie am Scheitel mit ein-
ander in Kontakt angelegt wurden. 

Im ersten Stadium des Wachstums wird 
der Scheitel sich annähernd gleich schnell in 
die Höhe wie in die Breite vergrößern. Denken 
wir uns nun einen Augenblick, daß die jungen 
Anlagen selber nicht wachsen und nur passiv 
durch das Wachstum des übrigen Gewebes 
von einander entfernt werden, so würden sie 
am Ende dieser Periode gleichmäßigen Wachs-
tums etwa die Stellung einnehmen, welche in 
Fig. 56 b den punktierten Kreisen zukommt. 
Nun müssen aber die Blattbasen ebenfalls ein 
Wachstum erfahren haben, denn wir nahmen 
ja an, daß sie im ausgewachsenen Zustand 
noch dieselbe relative Breite besitzen. Dabei 
brauchen sie jedoch ihre kreisförmige Gestalt nicht beibehalten zu 
haben, im Gegenteil, das Studium der Zeichnung der Stengel 
hat uns zu der Überzeugung geführt , daß die Gestalt der 
Blattbasen in dem jetzt betrachteten Stadium annähernd dar-
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Fig- 57-

• * 

gestellt werden kann durch das Schema, das in Fig. 56 b abge-
bildet wurde. 

Man gebe nun besonders darauf acht, daß diese Formänderung 
ohne Annahme einer Überschichtung der Stammoberfläche zu er-
halten ist. Man braucht ja nur anzunehmen, daß sich bei dem 
Übergang des Zustandes, wie er in Fig. 56 a abgebildet ist, in den-
jenigen, wie ihn Fig. 56b wiedergibt, die kreisförmigen Ansatz-
stehen sich zu den hier abgebildeten ausgebreitet haben, während 
sich die freie Stammoberfläche aus Fig. 56a zu der viereckigen aus 
Fig. 56b ausbildete. 

Bedenkt man, was wir oben über die Gestalt des Längs-
schnittes gesagt haben, so wird es deutlich sein, daß die untersten 

Begrenzungslinien der Blattbasen sehr 
undeutlich sein müssen, weil in dem 
hier betrachteten Stadium die Anlagen 
bereits auf einem steilen Teil des 
Scheitels stehen. Perspektivisch kann 
also dann die Stellung annähernd durch 
das Schema der Fig. 57 dargestellt 
werden. 

Wenn nun das Wachstum in der 
Längsrichtung vorherrscht, so würden 
die Blattbasen stark verlängert , wie 
das in Fig. 56c angegeben ist, und 
dabei wird die wahre Natur dieser 
Ansatzstellen immer undeutlicher, so-
daß es schließlich den Schein hat, als 
ob nur die höchsten Stellen dieser 
Figuren als solche anzusprechen seien. 

Daß aber die Grenzlinien der Ansatzstellen noch von anderer Be-
schaffenheit sind als das übrige Gewebe, geht daraus hervor, daß 
an diesen Stellen die „Zeichnung" der Stengel sichtbar wird, ent-
weder als charakteristische Riefen, Collenchymlagen, scharfe Kanten 
oder als Stammflügel. 

Nach dieser Auffassung besteht also für den Fall, daß die 
Blattbasen am Stengel die gleiche relative Breite besitzen wie am 
Scheitel, die Stengeloberfläche größtenteils aus Blattbasen, zum 
kleineren Teil aus freier Stammoberfläche. 

Wir haben nun in der Fig. 58a, b, c und d einige Schemas 
der Stengelzeichnung abgebildet, wie sie nach unseren theoretischen 
Betrachtungen ausfaUen muß, wenn die Blattbasen bei ihrer Ent-
wickelung ihre ursprüngliche Breite beibehalten. Fig. 58a hat Be-
ziehung auf die Zeichnung, welche unter dieser Voraussetzung auf-
treten muß, wenn am Scheitel der rechtwinklige Kontakt 1 und 1 
angelegt wird, Fig. 58b, wenn darin der Kontakt 1 und 2 ver-
wirklicht ist, und zwar wurde dabei angenommen, daß die Divergenz 
Vs beträgt , während Fig. 58c diese Zeichnung wiedergibt für den 
Kontakt 2 und 3 am Scheitel und eine Divergenz gleich Vis und 
Fig. 58d für den Kontakt 3 und 5 mit der Divergenz is/ĝ  gilt. 
Man wird sich nun ohne Mühe die Zeichnung, welche bei höheren 
Kontakten zu erwarten ist, vorstellen können. 

Bemerken wir noch, daß die Anfertigung in der Weise geschah, 
daß zuerst Punkte angegeben wurden, welche auf einer Spirale mit 
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konstanter Divergenz lagen; dann wurden durch diese Punkte hori-
zontale Linien gezogen, die durch die Punkte halbiert wurden und 
diejenige Breite besaßen, die von der Theorie gefordert wird, also 

Fig. 58. 
a. b. 

»1 

?71 

/9 

/5 

Ii 

Theoretische Schemas für die Berindungszeichnung. 
Fig. a, * = 0,707; Fig. b, i = 0,447; Fig. c, S = 0,277; Fig. d, 4 = 0,171. 

aus der graphischen Darstellung II Tafel II abzulesen ist. Von 
den Endpunkten dieser horizontalen Linien wurden dann Vertikalen 
so weit nach unten gezogen, bis sie eine darunterliegende horizon-
tale Linie trafen. Man hat in diesen Schemas natürlich die hori-
zontalen Linien als die Ansatzstellen der Blattstiele zu betrachten. 

Sieht man nun von dem Schema für die zweireihige Stellung ab, 
so wird man in allen Schemas für rechtwihklige Kontakte aus der 
Hauptreihe eine übereinstimmende Form finden, für die „äußeren 
Blattspuren", das sind die Teile der Stengeloberfläche, welche seit-
wärts von den Linien der Zeichnung und oben und unten von den A n -
heftungsstellen der Blätter (in unseren Figuren von den horizontalen 
Linien) begrenzt werden. Diese theoretischen Blattspuren zeigen 
nämlich alle drei Zonen: die oberste ist die breiteste und hat in 
unserem Schema denselben relativen Durchmesser wie die ursprüng-
lichen Anlagen, dann folgt die mittlere, welche nur wenig schmäler 
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ist, indem die anfängliche Breite an der einen Seite durch eine 
andere Blattspur vermindert wird. Endlich folgt dann die dritte 
Zone, welche viel schmäler ist als die beiden vorigen. Wir werden 
an den der Natur entnommenen Beispielen diese drei Zonen 
wieder finden und weisen noch darauf hin, daß nach unserer Theorie 
die oberen Zonen an beiden Seiten durch Linien begrenzt werden, 
die zu demselben Blatt gehören, die mittleren Zonen dagegen 
an der einen Seite von einer Linie, die noch zu diesem Blatt ge-
hört, an der anderen von einer solchen, welche zu der Ansatz-
stelle eines anderen Blattes zu rechnen ist. Die begrenzenden 
Linien der unteren Zonen sind beide zu arideren Blättern zu rechnen. 

Für die zweireihige Blattstellung tind wie wir sehen werden 
auch für die Dekussation wird diese Form der Blattspuren eine 
andere, hier sind nur zwei Zonen wahrnehmbar. 

Die Betrachtung derjenigen Fälle, bei welchen die Blattbasen 
in dem ausgewachsenen Zustand eine größere oder kleinere relative 
Breite besitzen als bei der Anlegung,: geschieht am besten bei der 
Besprechung der einzelnen Beispiele. [Dennoch wollen wir bereits hier 
bemerken, daß die resultierende Zeichnung dabei öfters gar nicht zu 
unterscheiden ist von einer solchen, welche man erhält, wenn dieser 
relative Durchmesser konstant bleibt. Dagegen muß für diese Fälle 
angenommen werden, daß alle freie Stammoberfläche verschwindet, 
daß also wirklich das ursprünglich als, Oberfläche vorhandene Gewebe 
nachträglich in Blattoberfläche umgewandelt worden ist. 

Bei geringerem Wachstum der Blattbasen wird man eine Ver-
größerung der freien Stammoberfläche zu erwarten haben. Wir 
werden später noch ein Schema für diesen Fall kennen lernen, 
bemerken aber schon jetzt, daß auch dieses nicht von denjenigen 
zu unterscheiden ist, welche wir oben besprochen haben. 

Schheßlich möge noch auf eine interessante Eigenschaft unserer 
Schemas aufmerksam gemacht werden. Denkt man sich die Schemas 
für gleichmäßiges Wachstum der Blattbasen durch eine horizontale 
Linie durchschnitten, so schneidet diese Linie eine Anzahl Begren-
zungslinien der Blattbasen und zwar ist diese Anzahl gleich m-\-n, 
wenn am Scheitel der rechtwinklige Kontakt m und n angetroffen 
wird. Wachsen die Blattbasen schneller als der Stamm, so kann, 
wie wir sehen werden, diese Zahl auf n herabsinken, wachsen sie 
langsamer, dann kann sie auf {vi.-\-2n) steigen. Jedenfalls aber 
findet man, wenn am Scheitel Kontakte aus der Hauptreihe vor-
handen sind, auf einem Querschnitt eine Anzahl charakteristischer 
Linien, welche durch ein Glied dieser Reihe ausgedrückt wird. 

Bedenkt man nun noch, daß öfters diese Linien so stark her-
vortreten, daß dadurch die ganze Form des Stengels bedingt wird, 
dann ist damit die auf S. 196 unter 11 genannte Beobachtungs-
tatsache, daß die Stengel in vielen Fällen auf einem Querschnitt einê  
Anzahl charakteristischer Riefen,' Kanten, Linien usw. aufweisen, 
welche durch eine Zahl aus der Hauptreihe ausgedrückt wird, er-
klärt aus dem häufigen Vorkommen von Kontakten aus der Haupt-
reihe am Scheitel. 

§ 4. Die Zeichnung des Stengels bei der zweireihigen 
Blattstellung. Das Schema, das wir in Fig. .58a für die Zeich-
nung der zweheihigen Blattstellung aufgestellt haben, wird, so weit 
mir bekannt ist, in der Natur niemals verwirklicht angetroffen 
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Fig. 59-

Daraus geht hervor, daß hier das Breitenwachstum der Blattbasen 
so vorherrschend ist, daß bereits, bevor das Längenwachstum ein-
getreten ist, die Blattbasen den ganzen Umfang des Stengels ein-
nehmen. Hier findet man also niemals freie Stammoberfläche. Es 
ist dieser Fall für uns also von geringer Bedeutung. 

§ 5. Die Zeichnung des Stengels beim K o n t a k t 1 und 
2 am Scheitel. Das Schema aus Figur 58 b findet man ganz 
genau verwirklicht am Stengel von Arabis alpina. Jedoch zeigt 
diese Art am Vegetationspunkt den Kontakt 2 und 3 und die 
Besprechung dieses Falls gehört also in den folgenden Paragraphen. 
Es ist mir auch hier kein Fall bekannt, bei welchem das genannte ' 
Schema beim Kontakt 1 und 2 am Scheitel auftritt, obwohl ich 
es für wahrscheinlich halte, daß ein solcher Fall existiert. 

Wie sieht dann aber die Zeichnung aus, welche der Stengel 
bei dem genannten Kontakt am Scheitel aufweist? Wir wollen 
diese Frage an demselben Beispiel erläutern, das uns früher zum 
Nachweis des Kontaktes 1 und 2 gedient 
hat, und zwar an Ribes sanguineum. Die 
Zeichnung der alten Stengel dieser Art ist 
zwar nicht sehr deutlich, aber an den jungen 
Internodien ist sie dennoch sehr schön wahr-
nehmbar. Fig. 59 stellt eineh Querschnitt 
durch einen Zweig dar dicht unterhalb der 
Achselknospe eines Blattes A. Man be-
merkt in unserer Figur den Querschnitt 
der drei Gefäßbündel, welche aus dem 
Blatt in den Stengel treten und die mit 
den Buchstaben a und b bezeichneten 
Rippen, welche die äußere Blattspur des 
Blattes begrenzen. 

Es muß sogleich auffallen, daß die 
Breite der Blattbasis in diesem Querschnitt 
bedeutend größer ist als die Hälfte des 
Stengelumfangs. Dennoch haben wir ge-
sehen, daß bei der Anlegung am Scheitel 
(vergl. S. 209) diese Breite merkbar kleiner war. Hieraus folgt also, 
daß eine bedeutende Breitezunahme stattgefunden hat, wobei noch 
von Interesse ist, daß diese keine nennenswerte Divergenzänderung 
verursacht hat, sodaß also Dachstuhlverschiebungen im Sinne 
SCHWENDENERS nicht in Betracht kommen. 

Welche Änderungen hat nun dieses schnellere Wachstum der 
Blattbasen in der Zeichnung des Stengels verursacht? Denkt man 
sich im Schema der Fig. 58b die Blattbasen verbreitert, sodaß 
schließlich die freie Stammoberfläche verschwindet, dann geht dieses 
Schema in ein solches über, das in Fig. 60 c und d abgebildet ist. 
Die Figuren 60a und 60b geben dabei näher an, wie man sich 
die Ausbildung dieses Schemas im Laufe der Entwicklung vorzu-
stehen hat. 

Wirklich entspricht diese theoretische Figur genau der Wahr-
nehmung. Die Blattspuren bei Ribes sanguineum sind dadurch 
gekennzeichnet, daß sie nur zwei Zonen zeigen und daß die von 
Blatt 3 ablaufende Blattspur nicht, wie man erwarten sollte, bis 0 
durchläuft, sondern nur bis 1. 

Querschnitt durch einen sehr 
jungen Stengel von Ribes 
sanguineum kurz unterhalb 
der Ansatzstelle eines Blattes. 
(Die Mittellinie dieser Ansatz-
stelle ist oberhalb A gelegen.) 

Vergr. 9. 
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Hier begegnen wir also einem Beispiel, bei dem keine, freie 
Stammoberfläche besteht und die Berindung durch die Blattbasen 
vollkommen ist. 

b. 

t J 1 

Fig. 6o. 
d. 

Schematische Figur für die Be-
rindung des Stengels durch die 
Blattbasen bei Ribes sanguineum. 

h 

§ 6. Die Zeichnung des Stengels beim Kontak t 2 und 
3 am Scheitel. Hier treffen wir zum ersten male ein Beispiel 
einer Zeichnung für einen Fall , bei welchem die Blattbasen am 
Stengel noch dieselbe relative Breite besitzen wie am Scheitel. 
Die Zeichnung derjenigen Zweige von Jasminum fruticans, welche 
auf einem Querschnitt fünf Rippen zeigen (und das sind die meisten), 
stimmt nämlich vollkommen mit dem Schema überein, das wir in 
Fig. 58 c abgebildet haben, und wir haben gesehen, daß diese Art 
am Scheitel den Kontakt 2 und 3 aufweist (siehe S. 212). Fig. 61 a 
gibt eine Ansichtszeichnung eines solchen Zweiges, von deiii die 
Blätter am Stiel abgeschnitten sind. Die Fig. 61b und 61c stellen 
zwei verschiedene Querschnitte des Zweiges dar. 

Man verfolge nun vom Blatt 5 abwärts die Blattspur. Die 
von diesem Blatt ausgehende begrenzende Rippe an der rechten 
Seite endet in der Achsel von Blatt 3, die an der linken Seite in 
der Achsel von Blatt 2. Die Blattspur, welche von Blatt 3 nieder-
steigt, nimmt einen sehr schmalen Streifen der Blattspur von 5 
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a. 

-f 

Oierf Zone 

weg, dagegen wird diese durch die Blattspur von Blatt 2 bedeu-
tend verschmälert. So kommen die drei früher beschriebenen Zonen 
zustande und ihre Gestalt erinnert ganz an die, 
welcher wir in den theoretischen Schemas be- Fig. 6i. 
gegneten. 

Wir wollen jetzt die Existenz dieser drei 
Zonen- in den Querschnitten nachweisen. Der 
Querschnitt Fig. 61c ist unmittelbar unterhalb der 
Achselknospe eines Blattes A geführt, für das 
man sich Blatt 5 denken kann. Die von diesem 
Blatt abwärtslaufende Spur wurde mit einem 
Markierschnitt versehen und konnte dadurch sofort 
in dem Querschnitt wieder gefunden werden. Es 
war dies nicht einmal notwendig gewesen, weil 
die Abbiegung des Gefäßbündelrings unmittelbar 
zu erkennen gibt, daß wir hier in der Nähe eines 
Blattes sind. 

Es befindet sich unterhalb des Blattes sicher-
lich eine „obere Zone"; in unserer Figur wird 
diese also von den Rippen und 2̂ begrenzt. 
Wir weisen darauf hin, daß diese Rippen so ge-
legen sind, daß sie die Ver längerung von einander 
bilden. Man überzeugt sich leicht von der Tat-
sache, daß diese Lage bei allen obersten Zonen 
wieder gefunden wird. 

Fig. 61b stellt einen Querschnitt dar, der 
dicht oberhalb des Blattes A hindurchgelegt ist. 
Er ist so gestellt, daß, wenn er durch eine 

MiHUrtZone 

untere Zone 

b. c. 

Die Stengelzeichnung von Jasminum fruticans. Fig. a. Ansichtszeichnung des Stengels. 
Fig. b. und c. Querschnitte oberhalb und unterhalb der Ansatzstelle eines Blattes (A). 

Vergr. der beiden letzten Figuren: 35. 

parallele Verschiebung über die Fig. 61b gebracht wird, er auch 
die nämliche Lage gegenüber diesem Querschnitt einnimmt wie 

Iterson, Studien über Blattstellungen. IS 
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in der Natur. Man wird einsehen, daß, wenn man sich diese 
Deckbewegung ausgeführt denkt, die Rippen r'3, r\ und r'5 ziem-
lich genau über die Rippen r^, und zu liegen kommen, während 
die Rippen r\ und r\ gar nicht oberhalb und liegen; r\ ist 
eine kleine Strecke gegen r-^ verschoben, r\ aber eine größere 
gegen r^_. Daraus ersieht man sehr überzeugend, daß die Rippen r\ 
und r\ in der Achsel von Blatt A aufhören und nicht etwa in T-J 
und übergehen. Nun ist der Teil einer Blattspur, der unmittel-
bar oberhalb eines Blattes hegt, sicherlich eine „untere Zone"; die 
Rippen r\ und r'2 werden also sicherlich eine solche begrenzen. 
Diese beiden Rippen laufen nun annähernd parahel und diese Lage 
ist für die unteren Zonen charakteristisch. 

Es erübrigt sich jetzt noch die „mittlere Zone" nachzuweisen. 
Sondert man in den beiden Querschnitten diejenigen aus, bei welchen 
die begrenzenden Rippen parallel laufen oder die V e r l ä n g e r u n g 
voneinander bilden, so bleiben noch solche übrig, bei denen die 
begrenzenden Rippen annähernd rechtwinklig aufeinander stehen. 
Das ist der Fall bei den Zonen, welche in Fig. 61c durch die 
Rippen und 4̂ und durch die Rippen 7-5 und begrenzt werden, 
während das in Fig. 61b für die Rippen r\ und r'g gilt. 

A n den natürlichen Objekten wird man die hier beschriebene 
Lage auch ohne Anfertigung von Querschnitten wahrnehmen, und 
man kann daran auch beobachten, daß die rechtsgelegene Rippe 
noch unverändert durchläuft, wenn die äußere Blattspur, welche 
wie gesagt in der oberen Zone durch Rippen begrenzt wird, die 
die Ver längerung von einander bilden, an der linken Seite ver-
schmälert wird durch die Blattspur von Blatt 3. Die links auf-
tretende Rippe steht aber jetzt senkrecht auf der rechtsgelegenen. 
Wird an einer tiefergelegenen Stelle die Blattspur durch Blatt 2 
an der linken Seite verschmälert, dann läuft wieder die rechts ge-
legene unverändert durch; aber die neu auftretende links kommt 
nun parallel zu dieser zu stehen. 

Bedenkt man nun, daß, wenn die Rippen die Ver längerung 
von einander bilden, ihre Lage ganz dieselbe ist wie wenn man 
das Blatt mit dem Stengel verwachsen denkt, so wird es klar sein, 
daß die hier beschriebene merkwürdige Lage der Rippen in den 
einzelnen Zonen unmittelbar ihre Erk lärung findet in der oben an-
gegebenen Auffassung über den Berindungsprozeß. Nach dieser 
Auffassung gehören ja in der oberen Zone die beiden Rippen 
morphologisch zu demselben Blatt, in der mittleren gehört nur die 
eine noch dazu und in der unteren sind die beiden zu anderen 
Blättern zu rechnen. 

Läßt sich also die charakteristische Lage der Rippen bei der 
Annahme einer Berindungshypothese ganz ungezwungen erklären, 
so müßte man andererseits, wenn man mit TOBLER die Bildung der 
Rippen mit dem Leitbündelsystem in Beziehung bringen wohte 
und sie unabhängig von der Blattanlage zu deuten versuchte, zu 
besonderen Hilfshypothesen seine Zuflucht nehmen. Von einer Be-
ziehung mit dem Leitbündelsystem ist auch bei direkter Beobach-
tung nichts zu bemerken; nur in der Epidermis, dem darunter ge-
legenen Collenchym und in den ersten Schichten der grünen primären 
Rinde ist die Ausbildung der Rippen wahrzunehmen, die inneren 
Schichten der primären Rinde, das Phloem und das Xylem zeigen 
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Fig. 62. 

Querschnitt eines achtkantigen 
Stengels von Sarothamnus -vul-

garis. Vergr. 30. 

Fig. 63. 

gar keine Abweichungen an den Stellen, wo diese Rippen hervor-
treten. 

Alles was wir oben über die 
Zeichnung von Jasminum fruticans 
gesagt haben, läßt sich unverändert 
auf die der fünfkantigen Zweige von 
Sarothamnus vulgaris übertragen. 

Beide Arten können nun aber 
noch eine' andere Zeichnung an den 
Zweigen besitzen: man findet darunter 
nämlich auch achtkantige. So gibt 
Fig. 62 den Querschnitt eines solchen 
Stengels für die letztgenannte Art 
wieder, bei dem man ebenfalls eine 
eigentümliche Lage der Rippen, welche 
verschiedene Zonen begrenzen, wahr-
nehmen kann. 

Als mir die Beziehung zwischen 
Zeichnung und Berindung noch nicht klar war, vermutete ich, daß 
diese Stengel auch Scheitel mit dem Kontakt 3 und 5 besitzen 
würden; aber keine der zahlreichen 
Scheitel, die ich bei den beiden Arten 
untersuchte, zeigte jemals einen anderen 
Kontakt als 2 und 3. Die Zweifel, die 
dennoch bestehen konnten, daß dieser 
Wahi-nehmungnur ein Zufall zu Grunde 
lag, indem die Periode, bei der der 
Kontakt 3 und 5 auftrat, vorüber war, 
wurden ganz beseitigt durch die Be-
obachtung, daß die achtkantigen Sten-
gel bereits unmittelbar unterhalb der 
Scheitel mit Kontakt 2 und 3 auftraten. 
So gibt die Fig. 63 a, b und c einige 
Schnitte vom Scheitel von Sarotham-
nus vulgaris, die sehr dicht aufeinander 
folgen und zwar sind diese wieder in 
solcher I-age abgebildet, daß sie durch 
parallele Verschiebung in die Stellung 
kommen, welche sie auch an der Pflanze 
in Bezug aufeinander einnahmen. 

Hier haben wir also ein Beispiel 
von dem Fall, in dem die Blattbasen 
am Stengel eine relativ kleinere Breite 
einnehmen als am Scheitel. Daß dieses 
Verhalten erklärt werden kann, auch 
ohne Verschiebungen der Blattbasen 
anzunehmen, kann man wieder in der 
Weise begreifhch machen, daß man in 
dem Schema der Fig. 58 c die Blattbasen 
schmaler werden läßt. Es ist das in 
dem oberen Teil der Fig. 64 geschehen 
und das Resultat ist ein Schema, das 
sich nicht von einem solchen unter-

Querschnitte in verschiedenen Höhen 
geführt durch die Blattknospe eines 
achtkantigen Stengels von Sarotham-

nus vulgaris. Vergr. 45. 
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Fig. 64. 

11 

scheiden läßt, das bei dem Kontakt 3 und 5 am Scheitel und beim 
Gleichbleiben der relativen Blattbasenbreite auftreten würde (man 

vergleiche Fig. 58 d). Im unteren Teil der Figur 
haben wir das andere Schema beibehalten und 
wir haben angenommen, daß die Verschmälerung 
der Blattbasen von einem bestimmten Blatt (1) 
ab eintritt. Man sieht, daß bei dieser Annahme 
in der Achsel von drei aufeinander folgenden 
Blättern (1, 2 und 3) nicht, wie bei den regel-
mäßigen Schemas, zwei, sondern drei Rippen 
enden. Von dem Blatt 3 ab ist dann der Zu-
stand wieder ein regelmäßiger. 

Wirklich beobachtet man nun auch diese Über-
gangsfiguren ganz genau so bei solchen Zweigen 
von Jasminum fruticans und Sarothamnus vul-
garis, welche zum Teil fünfkantig, zum Teil 
achtkantig sind. 

Es wird nicht schwer faUen einzusehen, wie 
sich diese Schemas für andere Kontakt fä l l e ver-
halten werden und es läßt sich dann diese Regel, 
aufstellen : 

Beim Kontakt m und n am Scheitel und 
bei gleichbleibender relativer Breite der Blatt-
basen, zeigt der Stengel {m + n) Kanten, Rippen 
usw. auf einem Querschnitt. Wird diese relative 
Breite im Laufe der Entwickelung kleiner, dann 
kann diese Zahl übergehen in (?« + 2 ri). Ist die 
Breite anfänglich konstant und wird sie für 
höhere Stengelteile kleiner, dann geht der 
(w + «)-kantige Stengel in der Weise in einen 
(w-j-2 «)-kantigen über, daß in den Achseln von 
n aufeinander folgenden Blättern drei statt zwei 
Rippen endigen. 

Die letztgenannte Eigentümlichkeit des Über-
gangs ist schon durch WiESNER durch direkte 
Beobachtung gefunden worden i), sie findet also 
in der Theorie der Berindung eine befriedigende 
Erklärung. 

Hauptsache für uns war, nachzuweisen, daß die Zeichnung am 
Stengel keinen Aufschluß gibt über die Blattstellung am Scheitel, 
und daß sogar bei Ä n d e r u n g dieser Zeichnung dennoch die Kon-
taktverhältnisse am Scheitel dieselben geblieben sein können. 

Schließlich wollen wir noch einen Fall behandeln, in welchem; 
die relative Breite der Blattbasen im Laufe der Entwickelung ,zu-
nimmt. Wir haben schon früher darauf hingewiesen, daß v^ra^ î-
alpina an dem Stengel eine Zeichnung besitzt, welche in Fig. 58b 
abgebildet ist, und dennoch am Vegetationspunkt den Kontakt 2 
und 3 zeigt. Fig. 65 gibt die Erklärung für dieses Verhalten, denn 
daraus geht hervor, daß schon in geringem Abstand unterhalb des 
Scheitels die Blattbasen eine solche Breite besitzen, daß man denken 

Schema für den Über-
gang einerStengelzeich-
nung in eine andere. 

1) Die Gesetze der Riefenteilung an den Pflanzenachsen. Sitz.-Ber. Wiener 
Akad., 38. Bd., 1860, S. 831. 
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könntb, hier würde der Kontakt 1 und 2 angelegt. Daß diese Zu-
nahme der Breite ohne Divergenzänderung eintreten kann, braucht 

Fig. 6s. 

Querschnitte in verschiedeneu Höhen geführt durch die Blattknospe von Arabis alpina. 
Vergr. 28. 

Fig. 66. 

Schematische Figur 
für die Zeichnung des 
Stengels von Arabis 

alpina. 

nach dem, was wir bei 
Ribes sanguineum gesagt 
haben, nicht näher erläutert 

> zu werden. Wie man sich 
die Zeichnung am Stamm 
hier von derjenigen aus 
Fig. 58 c abgeleitet denken 
kann, geht aus dem Schema 
in Fig. 66 hervor, wobei 
wieder durch «ine einfache 
Verbreiterung der Blatt-
basen ein Schema entstanden 
ist, das ganz demjenigen 
von Fig. 58 b entspricht, weil 
die kleine Differenz in der 
Divergenz nicht ins Auge 
fällt. 

§ 7. Die Zeichnung 
des Stengels bei dekus-
sierter Blattstel lung. 
Sehr übersichtlich gestaltet 
sich die Stengelzeichnung 
bei der Dekussation. Fig. 68 a 
gibt die charakteristische 
Zeichnung von Syringa vul-
garis, . perspektivisch ge-
zeichnet, wieder, während 
in Fig.68b und c zwei Quer-
schnitte abgebildet wurden, 
und zwar ist der erste ober-
halb, der zweite unterhalb 
der Ansatzstelle eines Blatt-

Fig. 6'j. 

Schema für die 
Stengelzeichnung bei 
dekussierter Blatt-

stellung. 
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paares angefertigt. Sie sind in einer solchen Lage abgebildet, daß 
sie wieder durch eine parallele Verschiebung in dieselbe Stellung 
zu bringen sind, die sie am Stengel in Bezug aufeinander ein-
nahmen. Denkt man sich eine solche Verschiebung ausgeführt, 
dann sieht man ein, daß die Rippen r^, r^, und gar nicht die 
Verlängerung von den Rippen ^i', â', r^' und r^' bilden. Alle 
Rippen enden also in den Achseln der Blattpaare und unter den 
Knoten treten nur Rippen auf, welche zu anderen Blattbasen ge-
rechnet werden müssen. 

Die Zeichnung der jungen Zweige von Syringa vulgaris. Fig. a. Ansichtszeichnung des 
Zweiges, die Blätter sind abgeschnitten. Fig. b. und c. Querschnitte oberhalb und unter-
halb eines Knotens. Die Blätter sind über C und D zu denken. Vergr. der beiden 

letzten Figuren S.'j. 

Die Rippen und gehören beide zu der Blattbase von 
Blatt A, wie auch daraus hervorgeht, daß sie die gleiche Richtungs-
lage aufweisen, und gehören zu Blatt B. So hitjterlassen 
diese Querschnitte wieder unmittelbar den Eindruck, als ob die 
Blätter noch nach unten mit dem Stengel verwachsen wären. 

Das Schema der Stengelzeichnung entspricht hier also ganz 
der Figur 67 und es ist deutlich, daß hier die Teile zwischen den 
Rippen und r^, und r^, r^' und r^', r^' und als freie Stamm-
oberfläche anzusprechen sind. 

Die hier angetroffene Zeichnung findet man bei sehr vielen 
Arten mit dekussierter Blattstellung wieder, so bei Fraxinus excelsior, 
Ligustrum vulgare, Buxus sempervirens. 

Dennoch kann auch hier der Fall vorkommen, daß die Blatt-
basen sich im Laufe der Entwickelung stärker ausbreiten als die 
Stammoberfläche, ja diese ganz überwölben. Dieses Verhalten trifft 
man u. a. an bei Deutzia scabra, Sambucus nigra. 

Fassen wir also kurz zusammen, was uns die Betrachtung der 
Stengelzeichnung gelehrt hat, so müssen wir sagen, daß diese zwar 
in enger Beziehung zu der angelegten Blattstellung steht, aber daß 
sich umgekehrt aus dieser Zeichnung nicht mit Gewißheit auf den 
herrschenden Kontakt am Scheitel schließen läßt. 
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Kapitel V. Die Divergenz, angelegt am Scheitel. 

§ 1. Die durch die Beobachtung gegebene Divergenz. 
Die Theorie, wie sie oben entwickelt wurde, beschäftigte sich zuerst 
mit der Frage, wie ein einmal vorhandenes Kontaktsystem bei dem 
weiteren Aufbau beibehalten wird, ohne zu fragen, warum das ur-
sprünglich vorhandene aufgetreten war. Dennoch haben wir schon 
öfters darauf hingewiesen, daß unter den vorhandenen Systemen 
nicht alle möglichen Folioidensysteme angetroffen werden. Bei 
dem Kontakt 1 und 1 war dies nicht ganz überzeugend, weil hier 
die Divergenz aller Systeme 180" beträgt, aber besonders in den 
Fällen, in denen am Scheitel der Kontakt 1 und 2 besteht, kam 
dieser Umstand deutlich zum Ausdruck. W ä h r e n d die Theorie bei 
diesem Kontakt alle Divergenzen zwischen 180" und 128 ",5 als 
möglich erscheinen läßt, findet man am Scheitel nur Divergenzen, 
welche zwischen 137" und 142" liegen, also eine große A n n ä h e r u n g 
an die Limitdivergenz der Hauptreihe. Auch bei anderen Kontakten 
dieser Reihe haben wir eine solche Annäherun g wahrgenommen, 
nur kam sie dort weniger deutlich zum Ausdruck, weil die theoretisch 
möglichen Divergenzen für diese Fäl le zwischen engeren Grenzen 
liegen. 

In diesem Kapitel wollen wir nun die Frage zu beantworten 
versuchen, warum die Pflanze diesen Stellungen den Vorzug gibt, 
wenn eine konstante Blattstellung am Scheitel besteht. 

Zuerst wollen wir aber noch darauf hinweisen, daß man sich 
diese A n n ä h e r u n g an die Limitdivergenz nicht als eine mathematisch 
genau beobachtete Tatsache zu denken hat. Die Divergenzbestimmung 
am Scheitel ist nämlich mit mehreren Schwierigkeiten verbunden. 
In vielen Fäl len liegen die jüngsten Anlagen so dicht am Gipfel 
des Scheitels, daß eine einigermaßen genaue Ablesung ausgeschlossen 
ist. Die „Methode der Bestimmung von Orthostichen" bringt oft 
Schwierigkeiten mit sich, weil die Querschnitte des Vegetationspunktes 
in vielen Fällen nur wenig Blätter enthalten, und sie ist, wenn sie 
angewendet werden kann, nicht absolut sicher, da die älteren Anlagen 
der Rektipetal ität zu Folge bereits kleine Ä n d e r u n g e n in ihrer Lage 
erlitten haben. Diese Umstände sind besonders bei den niederen Kon-
takten von Bedeutung, weil diese meistens auf steilem Stammscheitel 
angelegt werden, bei den höheren kann die Bestimmung der Divergenz 
genauer geschehen, aber hier hegen, wie gesagt, die theoretischen 
Grenzen viel enger bei einander. Andererseits aber können wir in 
der Anlegung zweizähliger Kontakte, die bedeutend von den drei-
zähligen abweichen, einen wichtigen Hinweis darauf haben, daß die 
Divergenz sich dem Limitwert nähert. Damit sind wir nun zu 
einer Betrachtung gelangt, die für die Erklärung dieser A n n ä h e r u n g 
von großer Bedeutung ist. 

Aus unseren mathematischen Betrachtungen geht hervor, daß 
der Kontaktfall mit rechtwinkligem Schnitt der Kontaktspiralen als 
eine mittlere Lage zwischen zwei Kontaktfäl len mit dreizähligen 
Kontakten zu betrachten ist. Jedoch hat es sich herausgestellt, 
daß der rechtwinklige Schnitt für Kegelflächen mit verschiedenen 
Scheitelwinkeln auch bei verschiedener Divergenz auftreten muß. 
So entspricht auf der Kreiszylinderfläche der rechtwinklige Schnitt 
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beim Kontakt 1 und 2 einer Divergenz von 144*, auf der Ebene 
dagegen einer solchen von 132" 46' 47", während auf einer Kegel-
fläche, für welche yj = +100" ist, diese Divergenz sehr nahe an 
137 ",5 kommt (man vergl. S 175). Dem rechtwinkligen Kontakt 
2 und 3 entspricht auf der Zylinderfläche eine Divergenz von 

A . 360« =z 138" 28', auf der Ebene eine von 139" 37' 25". Für 
10 
den rechtwinkligen Kontakt 3 und 5 sind diese Divergenzen 

11 • 360" = 1 3 7 » 39' und 137" 26'. F ü r höhere rechtwinklige 
89 
Kontakte aus der Hauptreihe wird auf aUen möglichen Kegelflächen 
eine noch größere Annäherun g an die Limitdivergenz 137" 30' 28" 
erreicht. 

Jedenfahs zeigen also solche rechtwinkligen Kontakte Diver-
genzen, die mehr oder weniger der Limitdivergenz nahekommen. 

Dies hat uns zu der Annahme geführt; daß es die Kontakt-
fälle mit rechtwinkligem Schnitt der Kontaktspiralen sind, welche 
die Pflanze bei der Anlegung der Organe bei konstanter Blattstellung 
zu realisieren sucht. 

Daraus würde dann für die zweireihige Blattstellung folgen, 
daß darin die jüngsten Anlagen nicht den ganzen Umfang des 
Scheitels einnehmen, obwohl natürlich die Divergenz 180" sein 
müßte. Wirklich findet man dann auch in den meisten Fällen 
dieses Verhalten am Scheitel von Zweigen mit dieser Blattstellung 
wieder. Da sich jedoch hier die Blattbasen im Laufe ihrer Ent-
wickelung immer soweit ausbreiten, daß sie den ganzen Stengel 
umfassen (vergl. S. 238), so trifft man öfters bei noch sehr jungen 
seitlichen Organen eine vollkommene Umfassung des Stengels an. 

Beim Kontakt 1 und 2 konnte nach dieser Auffassung die 
Divergenz zwischen 1 3 2 » 46' 47" und 144» liegen. Jedoch werden 
Divergenzen zwischen 1 3 2 » und 137 »,5 in Wirklichkeit nicht 
beobachtet.. Es findet dies unmittelbar darin seine Erklärung, daß 
die niederen Kontakte fast ausschließlich an sehr steilen Vegetations-
punkten angelegt werden, ein Umstand, welcher später noch näher 
zur Sprache kommen wird. 

Beim Kontakt 2 und 3 konnte dann eine Divergenz zwischen 
1 3 8 » 28' und 139» 37' erwartet werden, was mit der Beobachtung 
genügend übereinstimmt. Auch bei den höheren Kontakten aus 
der Hauptreihe wird die Voraussetzung genügend bestätigt. 

Der Kontakt 1 und 3 müßte nach dieser Auffassung mit 
einer Divergenz zwischen 1 0 8 » und 1 0 4 » 45' angelegt werden. 
In wie weit dies mit der Wirkhchkeit übereinstimmt, kann ich 
noch nicht angeben, weil mir bis heute ein gutes Beispiel für diesen 
KontaktfaU unbekannt blieb. Hier liegt jedenfahs eine Möghchkeit 
vor, unsere Auffassung näher zu kontrollieren. 

§ 2. E ine mechanische E r k l ä r u n g . Wir wollen nun 
versuchen, eine mechanische Erklärung der Bevorzugung recht-
winkliger Kontakte bei der Anlegung zu geben. Obwohl diese 
Erklärung in einzelnen Punkten noch einer näheren Ausarbeitung 
bedarf, so geht aus ihr doch hervor, daß wir auch für diesen 
FaU nicht notwendig an unverständliche innere K r ä f t e zu denken 
brauchen. 
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Betrachten wir nun zuerst wieder die regelmäßigen PCreis-
konstruktionen auf einer Zylinderfläche. Denkt man sich dann eine 
Reihe Kreiskonstruktionen mit ein und demselben Kontakt und 
mit dem gleichen Kreisradius auf Zyhnderflächen von veränderl ichem 
Durchmesser beschrieben, dann lehrt die Berechnung, daß die fireie 
Oberfläche zwischen den Kreisen für den rechtwinkligen Kontakt 
einen maximalen Wert erreicht. Es möge dies an der Hand eines 
idealen mechanischen Modells näher erläutert werden. 

Fig. 6g. 

a. b. c. 

In Figur 69 a ist ein Teil eines Kreissystems mit dem Kontakt 
0, 1 und 1 auf einer abgerollten Kreiszylinderfläche dargestellt. 
Dieser Teil ist so gewählt , daß zwischen den beiden horizontalen 
begrenzenden Linien die Summe der Kreisinhalte gleich dem Inhalt 
von vier Kreisen gefunden wird. 

Denkt man sich nun, daß der Zylinderumfang zunimmt, daß 
aber die Kreise dabei mit einander in Kontakt bleiben, dann werden 
eine Reihe Systeme mit dem Kontakt 1 und 1 durchlaufen und 
nach einiger Zeit resultiert dasjenige mit rechtwinkligem Kontakt 
1 und 1. Die Kreise nehmen alsdann die Stellung ein, welche in 
Fig. 69 b abgebildet wurde. Läßt man den Zylinderumfang noch 
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mehr zunehmen, dann wird schließlich der Kontakt 1, 1 und 2 
erreicht, die Kreise nehmen alsdann die Stellung in Fig. 69 c ein. 

Obwohl wir nun in unserer Figur nur einen Teil der unend-
lichen Systeme abgebildet haben, so wird es doch einleuchten, daß 
für diesen Teil das Verhältnis zwischen freier Zylinderoberfläche 
und Gesamtkreisoberfläche dasselbe ist wie für das unendliche 
System. Wenn wir also nachweisen, daß in einer dieser Figuren 
die freie Zylinderoberfläche eine maximale Größe erreicht, so ist 
das bei diesem Kontaktfall auch für das unendliche System der FaU. 

Man stelle sich nun vor, daß die Kreise unserer Figur die 
Umrißhnien von materiellen Scheiben darstellen und nehme an, daß 
diese zwischen zwei Seitenwänden gelegen sind, welche man sich 
also oben und unten von der Zeichnungsebene zu denken hat. Auch 
die vertikalen und horizontalen Begrenzungshnien unserer Figur hat 
man sich als Durchschnitte von Wände n vorzustehen und zwar als 
dehnbare, welche sich immer an die Kreise anschließen. Nehmen 
wir nun noch an, daß der Raum, welcher durch die genannten 
W ä n d e begrenzt wird, in Verbindung steht mit einer Röhre , wie 
das in unserer Figur angegeben ist, welche die gleiche Dicke be-
sitzt wie die materiellen Scheiben, so können wir uns den Raum 
zwischen den Kreisen mit einer Flüssigkeit gefüht denken. 

Steht nun diese Flüssigkeit in Fig. 69 a bis oben in der Steig-
röhre , wie das in unserer Darstellung angegeben wurde, dann 
wird sie, wenn die Stellung aus Fig. 69 b erreicht ist, bis an den 
tiefsten Punkt dieser R ö h r e gesunken sein, um bei der Stellung in 
Fig. 69 c wieder bis zu der Höhe wie in Fig. 69 a zu steigen. 

Eine einfache Berechnung lehrt nun, daß in Fig. 69 b auch 
wirklich die tiefste Stellung der Flüssigkeit erreicht wird, man wird 
dies ohne weiteres einsehen. 

Das mechanische Modell kann also sehr gut zur Demon-
strierung des oben Gesagten dienen, es lehrt aber noch mehr. Man 
bedenke, daß die Flüssigkeit durch ihr eigenes Gewicht immer die 
tiefste Stelle einzunehmen sucht, dann wird es einleuchten, daß die 
Stellung in Fig. 69 b den Zustand stabilen Gleichgewichts darstellt, 
wenn man annimmt, daß die Scheiben immer mit einander in Kon-
takt bleiben müssen, während aber der Zylinderumfang sich will-
kürlich vergrößern kann. Existiert zwischen den Scheiben keine 
Reibung, so wird diese Stellung unmittelbar eingenommen; gibt es 
eine solche Reibung, dann kann die Stel lungsänderung dadurch 
zwar gehindert werden, aber wirklich stabiles Gleichgewicht besteht 
auch dann nur bei der Stellung Fig. 69 b. 

Daß wir für unsere Darlegungen einen Teil eines Systems 
mit dem Kontakt 1 und 1 wählten, hatte darin seinen Grund, daß 
hierfür sich die Figur am einfachsten gestaltet. Man kann aber 
dieselbe Betrachtung ebensogut mit jedem anderen Kontakt an-
stellen und wird immer zu dem Resultat kommen, daß bei der 
beschriebenen Versuchsanordnung der rechtwinklige Kontakt einen 
stabilen Gleichgewichtszustand darstellt. 

Man kann nun weiter die hier beschriebene Einrichtung in 
folgender Weise erweitern: Man denke sich das Modell in der 
Form einer Zylinderfläche ausgeführt und nehme an, daß die (jetzt 
gebogenen) Scheiben an der Innen- und Außenseite von dehnbaren 
W ä n d e n begrenzt werden, Die vertikalen Begrenzungswände unserer 
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Figur fallen dadurch weg. Wenn man sich dann noch das Kreis-
system bis ins Unendliche fortgesetzt denkt, so können auch die 
horizontalen W ä n d e wegfallen. 

Werden dann die Scheiben, z. B. durch eine anziehende Kraft, 
immer mit einander in Kontakt gehalten, herrscht aber in dem 
freien Zwischenraum ein Druck, so werden auch hier die Systeme 
mit rechtwinkligem Kontakt im stabilen Gleichgewicht sich befinden. 
Die Größe des Druckes ist dabei ohne Bedeutung, er kann also 
auch unendlich klein sein. 

Versucht man nun die hier für Systeme auf der Zyhnderfläche 
gegebenen Betrachtungen auch auf solche in der Ebene und auf 
der Kreiskegelf läche zu übertragen, so stößt man dabei auf zahl-
reiche Schwierigkeiten. Es konnte mir bis heute nicht gelingen, 
mit Sicherheit zu entscheiden, ob auch bei solchen Systemen die 
rechtwinkHgen Kontakt fä l le diejenigen sind, bei welchen die freie 
Oberfläche eine maximale Größe erreicht'). Wohl deuten annähernde 
Berechnungen darauf hin, daß diese Eigenschaft auch für die beiden 
Systemarten gilt, aber sie konnten keine absolute Gewißheit bringen. 

Wenn nun aber die Kegelf lächen steil werden, so zeigen die 
Kreissysteme auf solchen Flächen so viel Ubereinstimmung mit 
denjenigen auf Zylinderflächen, daß für solche Systeme sicherlich 
die genannte Eigenschaft als richtig angenommen werden kann. 
Andererseits wird es einleuchten, daß, wenn die Kreise sehr klein 
werden, auch bei stumpfen Kegelf lächen die freie Oberfläche bei 
rechtwinkligem Kontakt ein Maximum erreicht. Nun sind, wie das 
aus dem früher Gesagten folgt, gerade diese beiden System arten 
für uns von Bedeutung. Wir haben ja gesehen, daß die niederen 
Kontakte besonders auf steilen Kegelf lächen, die höheren auf 
stumpfen angetroffen werden. Wir können also die Resultate, zu 
welchen wir durch die Betrachtung unseres mechanischen Modells 
gelangt waren, auch auf diese Kreissysteme übertragen. 

Denkt man sich alsdann das ModeU in der Form einer Kegel-
fläche konstruiert, sodaß die materiellen Scheiben zwischen zwei 
dehnbaren Kegelf lächen gelegen sind 2) und nimmt man wieder an, 
daß die Scheiben mit einander in Kontakt bleiben müssen, daß aber 
in dem freien Zwischenraum ein gewisser Druck herrscht, so wird 
es einleuchten, daß erst dann stabiles Gleichgewicht bestehen kann, 
wenn der Scheitelwinkel einen solchen Wert hat, daß die Scheiben 
ein rechtwinkliges Kontaktsystem bilden. 

Es wird nun deutlich sein, daß diese Erwägungen uns zu der 
Annahme geführt haben, daß am Sproßscheitel ähnliche Verhältnisse 
vorliegen, wie in dem beschriebenen mechanischen Modell. Der 
Druck im Raum zwischen den jungen kreisförmigen Anlagen wird 
hier durch das aktive Wachstum der freien Stamm Oberf läche ver-
ursacht. Daß es eine Kraft gibt, welche den Kontakt der Anlagen 

1) Die Schwierigkeiten, welche einer Beantwortung dieser Frage sich entgegen-
stellen, liegen in der Lösung folgender Aufgabe: Es sind 4 Kreise gegeben mit ver-
schiedenen Radien, Kreis 1 tangiert Kreis 2, dieser" letzte taugiert Kreis .3, dieser 
wieder Kreis 4 und endlich tangiert dieser Kreis wieder Kreis 1. Man fragt, bei welcher 
Stellung der Kreise der Zwischenraum, welchen sie einschließen, ein Maximum wird. 
Theoretisch stehen der Lösung dieser Frage mittels Differentialrechnung keine Schwierigkeiten 
im Wege, praktisch aber sind die Gleichungen, zu welchen man gelangt, nicht lösbar. 

2) Darunter wollen wir hier solche verstehen, deren Scheitelwinkel nach Belieben 
größer oder kleiner werden kann. 
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nach ihrer ersten Entwicklungsphase aufrecht erhält, folgt aus der 
Beobachtung, daß von diesem Moment ab der Kontakt zwischen 
den jungen Anlagen meistens lückenlos besteht. Welcher Art diese 
Kraft ist, darüber läßt sich bis jetzt wenig aussagen, vielleicht hat 
man hier an die Spannkraft der Cuticula der Scheitelkuppe zu 
denken. Es bleibt dann aber noch die Frage, wie wir uns vorzu-
stellen haben, daß die Pflanze den Scheitelwinkel der Kegelf läche 
ändern kann, wenn das auftretende System kein solches mit recht-
winkligen Kontakten ist. Daß dabei die Steigung des Scheitels 
aktiv geändert werden sollte, wie wir das bei dem mechanischen 
Modell annahmen, ist sehr unwahrscheinlich. Die Pflanze besitzt 
jedoch noch ein anderes Mittel, um diesen Zweck zu erreichen: die 
Anlegung der neuen Organe auf einem anderen Teil des Scheitels 
mit größerer oder geringerer Neigung. Hiermit aber sind wir an 
Betrachtungen angelangt, welche zu der Besprechung veränderlicher 
Blattstellung gehören, worauf die folgenden Kapitel Bezug haben. 

Mag nun auch die hier angestehte Betrachtung in einigen 
Punkten einer Ergänzung bedürfen, so eröffnet sie dennoch die 
Aussicht, auch die Divergenzen, welche am Scheitel angelegt werden, 
mit rein mechanischen Gründen zu erklären. 

Schließlich wollen wir noch bemerken, daß das in diesem 
Kapitel besprochene ideale mechanische Modell eine gewisse Überein-
stimmung zeigt mit der Versuchsanordnung, welche OSBORNE R E Y -
NOLDS') bei seinen interessanten Betrachtungen über die Ursache 
der Schwerkraft beschrieben hat. 

1) On the Dilatancy of Media composed of Rigid Particles in Contact. Phylo-
soph. Magazine. Vol. X X , oth series, 1885, p. 469—481. — Papers on Mechanical and 
Physical subjects. Vol. H, 1901, p. 203—227. Vol. Ill, 1903, The Sub-Mechanics of 
the Universe. Cambridge. — On an Inversion of Ideas as to the Structure of the Uni-
verse (The Rede Lecture, June 10, 1902) Cambridge 1903. 



Zweiter Abschnitt . 

Veränderliche Blattstellung. 

Kapitel 1. Anlegung neuer Organe Im Anschluß an Torhandene 
bei veränderlicher Blattstellnng. 

§ 1. Beobachtungstatsachen. Nachdem wir in Kap. II 
S. 218 die stets auftretenden Tatsachen besprochen haben, als deren 
Folge die Fortsetzung einer konstanten Blattstellung betrachtet 
werden kann, so wollen wir jetzt diejenigen zusammenstellen, welche 
sich beim Studium veränderl icher Stellungen am Scheitel regelmäßig 
finden, und dara.uf den Nachweis zu erbringen versuchen,, daß die 
eigentümlichen Übergangsfiguren, welche bei der Ä n d e r u n g einer 
Blattstellung auftreten, notwendig aus diesen Tatsachen hervor-
gehen müssen. Es sind diese Beobachtungen die folgenden: 

1. Jede Ä n d e r u n g der Blattstellung ist begleitet von einer 
Zu- oder Abnahme des relativen Organdurchmessers (d. h. des 
Faktors b). 

2. Die Anlegung neuer Organe findet immer in den größeren 
Lücken zwischen den älteren statt. 

3. Die neuen Anlagen sind, nach Beendigung ihrer ersten 
Entwicklungsphase, mit mindestens zwei älteren in unmittelbarem 
Kontakt. 

4. Die Ä n d e r u n g der Blattstellung geschieht meistens sprung-
weise, d. h. nachdem eine beschränkte Zahl Blätter angelegt ist, 
welche untereinander keine regelmäßige Stellung besitzen, kommt 
wieder eine konstante Blattstellung zum Vorschein. 

Die unter 2 und 3 angegebenen Beobachtungen stimmen ganz 
und gar mit zwei von denjenigen überein, welche wir auf S. 220 
bei der Betrachtung konstanter Blattstellung angaben. Die unter 1 
genannte dagegen bildet einen wichtigen Unterschied zwischen 
konstanter und veränderlicher Blattstellung. Was endlich die unter 4 
genannte anbelangt, so zeigt diese wieder große Übereinstimmung 
mit derjenigen, welche wir in § 2 auf S. 220 als vierte Beobachtungs-
tatsache für die Erklärung des Auftretens konstanter Blattstellungen 
angaben. Denn diese letzte Beobachtung lehrte uns, daß die kleinen 
Unregelmäßigkeiten bei konstanter Blattstellung wieder nachträglich 
aufgehoben werden. Die jetzt mit 4 bezeichnete dagegen gibt an, 
daß bei veränderl icher Blattstellung die Ä n d e r u n g der Stellung 
zwar bedeutend sein kann, daß aber, wenn sie einmal vorüber 
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ist, die dann noch bestehenden Unregelmäßigkeiten weiter auf-
gehoben werden. Man könnte also diese letzte Beobachtungstatsache 
auch folgendermaßen schreiben: „die Ursache, welche eine nicht 
konstante Blattstellung bewirkt, ist meistens nur in einer kurzen 
Zone der Pflanzenachse wirksam". 

Wir müssen jedoch das Obenstehende noch in zweierlei Hinsicht 
vervollständigen. Erstens sei darauf hingewiesen, daß auch bei 
veränderlicher Blattstellung die Umrißlinien der Ansatzstellen der 
jüngsten Anlagen als Kreise auf einer Kreiskegelf läche zu be-
trachten sind. Es geht das wieder aus der Beobachtung hervor, 
daß dieselben sich bei Obenansicht oder im Querdurchschnitt bei 
steilen Vegetationsscheiteln als Folioiden, bei flachen als wirkliche 
Kreise zeigen. Zweitens erinnern wir daran, daß wir es im vorigen 
Abschnitt wahrscheinlich gemacht haben, daß die Pflanze - die 
rechtwinkligen Kontaktfäl le bei konstanter Blattstellung bevorzugt, 
und wir müssen also auch jetzt annehmen, daß, sobald die Un-
regelmäßigkeit in der Stellung vorüber ist, wieder ein neues recht-
winkliges Kontaktsystem auftritt. Auch diese Annahme wird durch 
die Beobachtung bestätigt. Wir brauchen sie aber hier nicht als 
eine neue einzuführen, weil sie aus unseren Betrachtungen über 
konstante Blattstellung unmittelbar hervorgeht; dennoch wird diese 
Beobachtungstatsache sich für unsere weiteren Ableitungen als von 
größtem Interesse herausstellen. Geht doch aus ihr unmittelbar 
hervor, daß nur Übergänge bestimmter rechtwinkliger Kontakt-
systeme in andere, in welchen sich die Kontaktspiralen ebenfalls 
unter rechten Winkeln schneiden, betrachtet werden müssen. 

§ 2. Die Ursachen f ü r eine Ä n d e r u n g der Blatt-
stellung. Obwohl die im vorigen Paragraphen angegebenen Be-
obachtungen für den weiteren Ausbau unserer Theorie vollständig 
genügen, und die inneren oder äußeren Ursachen, welche diesen 
Tatsachen zu Grunde liegen, dabei ohne Bedeutung sind, so wollen 
wir doch in diesem und in den beiden folgenden Paragraphen die 
Frage zu beantworten suchen, ob sich hierüber keine wahrschein-
liche Hypothese aufstellen läßt. 

Wir haben soeben gezeigt, daß der Hauptunterschied zwischen 
den Beobachtungen bei konstanter und nichtkonstanter Blattstellung 
der war, daß der Wert von b bei der letzten Stellung, statt konstant 
zu bleiben, zu- oder abnimmt. Auch bemerkten wir, daß diese 
Ä n d e r u n g eine sprungweise ist. Es läuft also die gestellte Frage 
darauf hinaus, die Ursache für diese sprungweise Ä n d e r u n g des 
Faktors b anzugeben. 

Nun zeigt schon eine oberflächliche Vergleichung von Vege-
tationspunkten bei Teilen derselben Pflanzenachse, auf welchen 
verschiedene Blattstellungen vorkommen, daß die höheren Kontakt-
fälle, d. h. solche mit kleinen Werten von b, meistens angetroffen 
werden auf flachem Scheitel, während die niederen Stellungen mit 
großen Werten von b auf Teilen gefunden werden, die einen steilen 
Vegetationspunkt besitzen. So trifft man z. B. an dem ziemlich 
steilen Scheitel der Stengel von Helianthus annuus den Kontakt 
2 und 3 an, d. h. also den Wert i5 = + 0,28, hingegen am flachen 
Scheitel der Blumenköpfe öfters den Kontakt 34 und 55, bei welchem 
b = 0,015. Eine solche Abnahme von b wird übrigens ganz 
allgemein beobachtet beim Übergang in die Blütenregionen, und es 
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ist eine bekannte Tatsache, wie sich dabei die Vegetationskegel 
abstumpfen. 

Es führten uns diese Erwägungen zur Aufstellung folgender 
Hypothese:. 

„Eine der Ursachen für die Ä n d e r u n g einer Blattstellung ist 
die A b - oder Zunahme der Steilheit desjenigen Teils des Vegetations-
scheitels, auf dem die jüngsten Anlagen hervortreten, und zwar wird 
eine Abnahme der Steiljieit ein höheres'), eine Zunahme ein nie-
drigeres Kontaktsystem hervorrufen." 

Ob nun diese Ursache die einzige ist, welche hier in Betracht 
kommt, möge dahingestellt bleiben, daß sie aber in sehr vielen Fällen 
eine bedeutende Rohe spielt, erachte ich für sehr wahrscheinlich. 

§ 3. E i n e Verschiebungshypothese . Auf welche Weise 
die Ä n d e r u n g der Steilheit des Scheitelteiles, auf welchem die 
neuen Anlagen hervortreten, als mechanische Notwendigkeit die 
Ab- oder Zunahme des Faktors b mit sich bringt, darüber läßt sich 
wenig Bestimmtes aussagen. Man kann sogar bei dem Vorgang 
dieser Ä n d e r u n g der Steilheit selbst zwei Möglichkeiten unter-
scheiden. Erstens kann man annehmen, daß die Abstumpfung oder 
Zuspitzung des Vegetationspunktes sich über einen solchen Teil 
desselben erstreckt, auf dem sich auch äl tere , bereits angelegte 
Organe befinden, welche sich alsdann heben oder senken müssen; 
zweitens aber kann man annehmen, daß diese Ä n d e r u n g der Steilheit 
sich nur auf den Teil des Scheitels erstreckt, der oberhalb des 
Streifens liegt, auf dem die bereits angelegten Organe stehen. Weil 
man nun am Scheitel nur den fertigen Zustand beobachten kann, 
nicht aber die Änderungen , welche sich darin im Laufe der Ent-
wicklung vollziehen, so ist es schwer, zwischen diesen Annahmen 
durch die Beobachtung eine Wahl zu treffen, und vorläufig muß 
man beide als gleich berechtigt annehmen. Die erste derselben 
führt nun zu der Aufstellung einer Hypothese, welche die an-
gegebenen Tatsachen in so einfacher Weise erklärt , daß wir die-
selbe hier nicht stillschweigend übergehen wollen, obwohl die Kon-

, Sequenzen, zu denen sie führt, wie sich bald herausstellen wird, 
nicht durch die Beobachtung bestätigt werden. 

Denkt man sich nämlich, daß bereits angelegte, aber noch 
junge seithche Sprossungen, sich über die Oberfläche des Scheitels 
verschieben können, während dabei die Umrißlinien ihrer Ansatz-
stehen stets kreisförmig bleiben, nimmt man weiter an, daß die 
älteren Organe nicht mehr beweglich sind, und daß das Haupt-
verhältnis («) bei der Ä n d e r u n g der Steilheit des Scheitels dasselbe 
bleibt, führt man dann endlich noch die Annahme ein, daß die 
Organe immer so verschoben werden, daß sie mit einander in Kon-
takt bleiben, so wird der betrachtete Vorgang eine Zustandsänderung 
darstellen, welche ganz und gar übereinstimmt mit derjenigen, 
welche wir auf S. 158 bei der Betrachtung ähnlicher Kreissysteme 
auf einer Kreiskegelfläche mit veränderlichern .Scheitelwinkel unter-
sucht haben. Unter diesen Voraussetzungen ist es also klar, daß 
eine Abnahme der Steilheit des Scheitels eine Zunahme des Faktors b 
mit sich bringen muß und umgekehrt. Wenn wir also nun noch 

1) Unter einem höheren Kontaktsystem wird hier ein solches mit kleinerem Werte 
von b verstanden. 
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einen vom Scheitel aus abwärtsgerichteten Druck annehmen, so wird, 
möge dieser Druck auch unendlich klein sein, die Ä n d e r u n g irhmer 
in der Weise geschehen, daß ein neues System aus derselben 
Kontaktreihe resultieren würde. Hiermit wäre dann sogleich eines 
der Hauptgesetze der veränderlichen Blattstellung erklärt . 

Nun läßt sich gegen die hier entwickelte „Verschiebungs-
hypothese" einwenden, daß daraus hervorgehen würde, daß die A n -
lagen in der veränderten Blattstellung dasselbe Hauptverhältnis (a) 
aufweisen müßten, wie im alten, und daß also bei konsequenter 
Durchführung dieser Annahme dieses Verhältnis bei der ganzen 
Entwicklung einer Pflanze konstant bleiben müßte. Das Verhältnis 
der Durchmesser zweier in der Hauptspirale des Scheitels eines Köpf-
chens der Sonnenblume aufeinander folgender Anlagen sollte also das-
selbe sein, wie das Hauptverhältnis, welches bei der Blattstellung, am 
Stengel beobachtet wird. Nun stimmt das gar nicht mit der Beobachtung 
überein, man kann sogar als allgemeine Regel diese aufstellen, daß 
bei Abnahme des Faktors d der Faktor a meistens zunimmt. Man 
konnte nun natürlich als neue Annahme bei der angegebenen Ver-
schiebungshypothese die Voraussetzung einführen, daß gleichzeitig 
mit der Verschiebung der jungen Anlagen über den Scheitel auch 
das Verhältnis der Durchmesser eine Ä n d e r u n g erfährt , hierdurch 
büßt aber die Hypothese nicht nur ihre Einfachheit ein, sondern es 
läßt sich auch für diese Ä n d e r u n g des Faktors a einstweilen keine 
mechanische Erklärung geben. 

Es gibt aber noch andere Argumente, welche gegen die Ver-
schiebungshypothese anzuführen sind und ihre Unhaltbarkeit klar 
machen, es möge dies an einem bestimmten Beispiel erläutert werden. 
Einer der verbreitetsten Fälle veränderl icher Blattstellung ist der 
Übergang der zweizeihgenBlattstellung in eine solche mit dem Kontakt 
1 und 2, und einer Divergenz, welche sich der Limitdivergenz der 
Hauptreihe nähert. Die Art, auf welche dieser Übergang zu stände 
kommt, ist.schematisch in Fig. 2 Tafel X I V dargestellt, woraus ab-
zulesen ist, daß die Divergenz von ISO", welche zwischen den Anlagen 
1 und 2 besteht, sprungweise in eine solche von etwa 155" zwischen 2 
und 3 übergeht. Die Verschiebungshypothese w ä r e nun genötigt an-
zunehmen, daß die Anlage 3 ursprünglich auch mit der Divergenz 
180" angelegt war, und daß sie nachträghch um einen Winkel von 
etwa 25" verschoben wurde. Nun werden wir später sehen, daß der 
Übergang von der zweizeiligen Blattstellung in eine solche mit dem 
Kontakte 1 und 2 in vielen Fällen mit einem ganz bestimmten 
Blatt anfängt, sodaß wir dann voraussagen können, welches Blatt 
die Lage der Folioide unserer Konstruktion einnimmt, die wir mit 
3 bezeichneten. Nun lehrt in solchen Fällen die direkte Beobachtung, 
daß dieses Blatt in keiner einzigen Phase seiner Entwicklung eine 
Divergenz besitzt, die 180" in bezug auf Blatt 2 beträgt , daß es 
aber vom ersten Moment des Sichtbarwerdens ab bereits annähernd 
die richtige Lage einnimmt. Wohl kann nachträglich bei • der 
weiteren Entwicklung eine (scheinbare) geringe Ä n d e r u n g der Lage 
auftreten, indem sich die Anlage nicht nach allen Richtungen gleich-
schnell ausbreitet, aber eine Verschiebung um 25" wird nicht be-
obachtet. 

Es w ä r e nun leicht, diesem Beispiel noch andere anzureihen, 
es wird jedoch schon genügen, um deuthch zu machen, warum wir 
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eine Verschiebungshypothese, wie sie hier oben entwickelt wurde, 
nicht für die richtige Erk lärung der Verhältnisse halten können. 

Schließlich weisen wir noch darauf hin, daß die oben be-
trachtete Verschiebungshypothese zwar mit derjenigen, welche von 
S C H W E N D E N E R aufgestellt wurde, in gewisser Hinsicht Überein-
stimmung zeigt, aber davon in wichtigen Punkten abweicht. Wie 
bereits früher bemerkt wurde, wollen wir eine Verschiebung freier 
Enden seitlicher Organe durch ihren gegenseitigen Druck durchaus 
nicht in Abrede steilen. 

§ 4. A n d e r e E r k l ä r u n g s m ö g l i c h k e i t . Aus den oben 
angeführten Gründen werden wir eine Verschiebung bereits an-
gelegter Organe über die Oberfläche des Scheitels nicht annehmen 
und voraussetzen, daß auch, wenn die vorhandenen Sprossungen bei 
der Ä n d e r u n g der Steilheit des Scheitels emporgehoben oder ge-
senkt werden, dennoch keine Divergenzänderung eintritt. Es braucht 
dabei selbst das ältere Kontaktsystem gar keine Ä n d e r u n g zu er-
fahren, wenn nur die Ansatzstellen ihre relative Breite beibehalten, 
und das ist eine Voraussetzung, die große Wahrscheinlichkeit besitzt, 
wenn man annimmt, daß die Neigungsänderung durch gleichmäßiges 
aktives Wachstum in.allen bereits angelegten Teilen bewirkt wird. 
Warutfi nun aber die neu angelegten Organe ein anderes Kontakt-
system, d. h. einen anderen Wert von b aufweisen, läßt sich folgender-
maßen begreiflich machen: Wir haben schon früher darauf hinge-
deutet, daß man sich das Auftreten der regelmäßigen Stellung der 
Blätter als die Folge einer inneren gleichmäßigen Verteilung der 
Nahrungssäfte vorstellen könnte. Es ist nun einzusehen, daß, solange 
die Form des Scheitels konstant bleibt, auch diese gleichmäßige Ver-
teilung fortgesetzt werden muß, daß aber, sobald der Scheitel seine 
Gestalt ändert, auch die gleichmäßige Verteilung der Nahrungssäfte 
unterbrochen wird, sodaß der Ort für das Hervortreten einer neuen 
Anlage nun nicht mehr in derselben Weise bestimmt ist, wie bei 
konstanter Blattstellung. 

Warum nun eben für die Entwicklungsstelle wieder die größeren 
Lücken gewähl t werden, und warum die Ausbreitung der neuen 
Anlage soweit fortschreitet, bis Kontakt mit mindestens zwei älteren 
aufgetreten ist, warum ferner die relativen Durchmesser bei der 
Abnahme der Steilheit der Kegelf läche zunehmen, und umgekehrt, 
das alles sind Fragen, worüber sich weiter nichts aussagen läßt. 

Bevor wir daran gehen, die Theorie weiter aufzubauen, sei 
nachdrücklich darauf hingewiesen, daß die hypothetischen Betrach-
tungen der drei letzten Paragraphen mit unseren weiteren Aus-
einandersetzungen gar nicht in direkter Beziehung stehen und die-
selben niemajs als Einwendungen dagegen angeführt werden können. 
Alle unsere weiteren Ableitungen sind ausschließlich begründet in 
den Beobachtungstatsachen, welche wir im ersten Paragraphen dieses 
Kapitels besprochen haben. 

§ 5. F ä l l e , in welchen die neue Blattste l lung be-
stimmt wird durch den W e r t des Faktors b. Wir erinnern 
nochmals daran, daß die Beziehimg zwischen b und a für Kontakt-
systeme auf verschiedenen Kegelflächen annähernd dargestellt wird 
durch die graphische Darstellung II Tafel II, daß aber für ver-
schiedene Werte des Scheitelwinkels der Kegelf läche die Kurve für 
den Kontakt 1 und 2 merkbare Abweichungen zeigt. Die beiden 

Iterson , Studien Uber Blattstellungen. 17 
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Fäl le , welche am meisten voneinander verschieden sind, wurden in 
der Darstellung III Tafel III gegeben. Auch die Kurven für den 
Kontakt 1 und 1 und für den Kontakt 0 und 1 sind für ver-
schiedene Kegelflächen verschieden. Es sei nun aber gleich be-
merkt, daß die Beobachtung, wie wir auch bereits früher er-
wähnten, lehrt, daß die niederen Kontakt fä l le fast immer auf 
steilen Kegelflächen gefunden werden. Wir können also für alle 
in der Natur verwirklichten Fälle praktisch die graphische Dar-
stellung II Tafel II anwenden, was unsere Betrachtungen bedeu-
tend vereinfacht. 

Wenn nun die Anlegung einer neuen Blattstellung in der 
Weise geschieht, daß die neuen Anlagen einen relativen Durch-
messer besitzen, der größer als etwa 0,58 ist, so wird es einleuchten, 
daß notwendigerweise ein System mit dem Kontakt 1 und 1 und 
eine Divergenz von 1 8 0 » auftreten muß. Die erste Anlage, welche 
mit diesem Durchmesser hervortritt, wird nach unseren Auseinander-
setzungen in einer der größeren Lücken zwischen den bereits vor-
handenen Organen zu suchen sein und das folgende Organ steht 
dem ersten diametral gegenüber. In diesem Fall wird also die 
neue Blattstellung ausschließlich bestimmt durch den Wert von b 
der neu angelegten seitlichen Sprossung. • 

Man sieht hier einen Weg für das Zustandekommen einer 
Blattstellung aus der Hauptreihe, welcher sich, wie einfach er auch 
scheinen mag, als von größter Wichtigkeit für die Erklärung des 
häufigen Vorkommens dieser Reihe in der Natur, herausstellen wird. 

Es läßt sich jedoch aus der genannten graphischen Darstellung 
noch ein zweiter Schluß ziehen. W ü r d e n nämlich die neuen Organe 
mit einem Durchmesser angelegt, welcher zwischen 0,58 und 0,38 
liegt, so muß nach dieser Darstellung auch notwendig ein System 
mit dem Kontakt 1 und 2 resultieren. Zwar können die ersten 
Anlagen, welche mit dieser Breite angelegt werden, durch ihren 
Anschluß an ältere eine unregelmäßige Stellung einnehmen, aber 
sobald die Ursache, welche die Ä n d e r u n g der Blattstellung veran-
laßte, aufhört und die regulierende Wirkung eintritt, wird die regel-
mäßige Stellung der Blätter wieder hergestellt. Es wird sich 
außerdem noch heraussteUen, daß diese nachträglichen Änderungen 
in vielen Fällen nur sehr gering zu sein brauchen, weil der An-
schluß an ältere Anlagen oft derart ist, daß die regelmäßige Stellung 
bereits von selbst annähernd erreicht wird. 

Es ist dies eine zweite nicht weniger bedeutende Möglichkeit, 
welche zu einer Blattstellung aus der Hauptreihe führen muß, und 
wir werden bald sehen, daß auch dies in der Natur eine wichtige 
Rolle spielt. 

Werden aber die neuen Bildungen mit einem relativen Durch-
messer zwischen 0,38 und 0,28 angelegt, dann bestehen nach der 
graphischen Darstellung zwei Möglichkeiten: es kann eine Blatt-
stellung aus der Hauptreihe, und zwar eine solche mit dem Kontakte 
2 und 3 auftreten, aber es kann auch eine solche aus der 1. Neben-
reihe und zwar diejenige mit dem Kontakt 1 und 3 resultieren. 
Welcher von diesen beiden Fällen eintreten wird, hängt davon ab, 
ob die neuen Organe sich, nachdem die Ursache, welche die Ä n -
derung bewirkte, aufgehoben und die regulierende Wirkung ein-
getreten ist, in einer Stellung befinden, welche mehr in die Nähe 
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Fig. yo: 

des ersten oder des letztgenannten Systems fällt. Es wird dies 
also bedingt durch die Form der Figur, welche die bereits an-
gelegten Organe bilden. In diesen Fällen wird die neu auftretende 
Blattstellung also nicht mehr ausschließlich durch den Wert des 
Faktors d bestimmt. 

Eine gleiche Betrachtung läßt sich natürlich auch anstellen, 
wenn der relative Organdurchmesser noch kleiner wird als 0,28, 
nur werden die möglichen Kontaktsysteme immer zahlreicher. Nach 
dem Gesagten wird es nun klar sein, daß wir zuerst die Anschluß-
figuren,, welche bei der Ä n d e r u n g einer Blattstellung auftreten, zu 
untersuchen haben, um angeben zu können, welche der verschie-
denen möglichen Systeme in der Natur zu erwarten sind. 

§ 6. Geometrische Konstrukt ionen und Model le f ü r 
v e r ä n d e r l i c h e Blattstel lungen. F ü r die Untersuchung der 
Übergangsfiguren bei veränderlicher Blattstellung, wollen wir in erster 
Linie Konstruktionen tangierender Kreise auf der Kreiszylinder-
fläche verwenden. Es ist bekannt, daß . solche Konstruktionen 
bereits von SCHWENDENER angefertigt wurden, und 
daß dieser Forscher daraus wichtige Schlüsse auf die 
Art der Ü b e r g ä n ge verschiedener Stellungen in andere 
gezogen hat. F ür einige seiner Resultate, welche 
größtenteils auf empirischem Wege abgeleitet wurden, 
wollen wir auch einen näheren Beweis erbringen. 

Nun läßt sich nicht leugnen, daß diese Kon-
struktionen ziemlich viel von unserem Vorstellungs--
vermögen fordern; man kann aber diese Schwierigkeit 
dadurch teilweise heben, daß man sich auf folgende 
Weise ein Modell anfertigt, durch welches es möglich 
wird, die wichtigsten Übergangsfiguren ^räumlich darzu-
stellen. Man nehme ein genau zylindrisches Standglas 
und stehe darin einen hölzernen Kern in der Weise auf, 
daß ein überall gleich breiter Raum zwischen dem 
Holzkern und der Glaswand freibleibt, was man da-
durch erreichen kann, daß man am unteren Ende des 
Holzkerns einen hölzernen Ring anbringt, welcher genau 
in das Standglas hineinpaßt (man siehe Flg. 70). Darauf 
fertige man eine Anzahl Scheiben aus plastischem Ma-
terial von verschiedenen Durchmessern an, welche eine 
kleinere Dicke besitzen als die Breite des freien Raums 
zwischen Holzkern und Glaswand beträgt ' ) . Wenn 
man nun die Scheiben gegen den Teil des Holzkerns andrückt, der 
aus dem Standglas hervorragt, dann kann man sie so umbiegen, 

I 

I 

I 

1) Als plastisches Material wurde von mir eine Pasta benutzt, welche von den 
Kupferstechern angewendet wird und die man dadurch erhält, daß man '/a Kilo Pech 
mit 1 Kilo Bienenwachs zusammenschmilzt, darauf 50 Gramm venfitianischen Terpentins 
zufügt und diese Masse nach der Abkühlung mit Schweinefett knetet, bis die gewünschte 
Plastizität erreicht wird. (Dieses Rezept stammt von P A K E : Beknopte Handl. v. d. 
Techniek der Etskunst. Amsterdam; ich verdanke es dem Amenuensis des Mikro-
biologischen Laboratoriums der Technischen Hochschule, Herrn L. J. KOKEE.) Nach 
der Anfertigung werden die Scheiben mit Mehl bestreut, wodurch verhindert wird, daß 
sie aneinander, an der Glaswand und am Holzkern kleben. Das Material behält selbst 
nach Jahren die gleiche Beschaffenheit und die alten Scheiben können sogleich wieder 
zur Anfertigung neuer benutzt werden. Besonders dieser Umstand ließ mich diese Pasta 
vor anderen Substanzen bevorzugen. 

17* 
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daß sie in den freien Zwischenraum nach unten gleiten können. 
Läßt man die Durchmesser der Scheiben nun in bestimmter Weise 
variieren, so kann man alle später zu beschreibenden Übergangs-
figuren verwirklichen. 

Die Konstruktionen auf der Kreiszyl inderfläche können aber doch 
niemals ein Bild geben, das die Übergangsfiguren, welche in der 
Natur beobachtet werden, genau darstellt. Es kommen ja diese 
letzten Übergangsfiguren auf einer Kreiskegelf läche zustande, und 
wir sind also, um Konstruktionen zu erlangen, die besser den natür-
lichen Zuständen entsprechen, auf Folioidenkonstruktionen mit ver-
änderlichem Wert von b angewiesen. Wir haben deshalb auch für 
die wichtigsten Übergangsfäl le solche Konstruktionen angefertigt; 
die ausführliche Besprechung wird später erfolgen und es wird sich 
dabei herausstellen, daß sie wirkHch in ausgezeichneter Weise zur 
Darstellung fast naturgetreuer Figuren verwendet werden können. 
Dennoch muß bemerkt werden, daß die Anfertigung solcher Kon-
struktionen ziemlich zeitraubend ist und sich nicht in so einfacher 
Weise ausführen läßt, wie diejenigen von Systemen auf einer Kreis-
zyhnderfläche. Darum haben wir in bestimmten Fähen nur die 
letzteren für die Erklärung unserer Betrachtungen angewendet. 
Wenn man sich nun aber Rechenschaft von der Tatsache gibt, 
daß alles, was sich von Systemen auf der Zylinderfläche sagen 
läßt, auf Folioidensysteme übertragbar ist, so hat eine solche Be-
handlungsweise nur den Nachteil, daß sie ein wenig mehr von 
unserem Vorstel lungsvermögen fordert. 

§ 7. Haupteigenschaften der geometrischen K o n s t r u k -
tionen. Bevor wir an die Besprechung bestimmter Übergangsfäl le 
herantreten, wollen wir noch einige wichtige allgemeine Bemer-
kungen über die geometrischen Konstruktionen vorausschicken. 

Schon öfters wurde darauf hingewiesen, daß die Ä n d e r u ng 
des Faktors b meistens eine sprungweise ist, und daß, nachdem 
einige wenige Blätter mit Zwischenwerten von b angelegt sind, 
bald wieder eine bestimmte regelmäßige Blattstellung zustande 
kommt. Es muß dies also auch in den geometrischen Konstruk-
tionen zum Ausdruck kommen. Mehrere der von S C H W E N D E N E R 
dargestellten Schemas zeigen dieses Verhalten ganz richtig, dagegen 
muß bemerkt werden, daß die von C O R R E N S angefertigte Kon-
struktion, welche von S C H W E N D E N E R im Jahre 1895 veröffenthcht 
wurde und auch von W E I S S E in G O E B E L S „Organographie" 2) zur 
Darstellung gebracht worden ist, nicht die allgemein vorkommenden 
Übergangsverhältnisse wiedergeben kann, weil die Abnahme des 
Faktors b in dieser Figur viel langsamer geschieht als meistens in 
der Natur beobachtet wird. 

Wir haben im vorigen Abschnitt nachgewiesen, daß bei kon-
stanter Blattstellung die Kontaktsysteme mit rechtwinkligen Kon-
takten von den Pflanzen bevorzugt werden, und es läuft also der 
Übergang eines Stellungsverhältnisses in ein anderes darauf hinaus, 
daß sich ein rechtwinkliges Kontaktsystem in ein anderes, ebenfalls 
rechtwinkliges ändert. Nun fanden wir auf S. 72, daß das Verhält-

1) Die jüngsten Entwicklungsstadien seitlicher Organe und ihr Anschluß an 
bereits vorhandene. Sitz.-Ber. Berliner Akademie, 1895, S. 645—663. 

2) Organographie der Pflanzen usw. Jena, 1898—1901, S. 66. 
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nis b^, der Werte von b für zwei in einer bestimmten Kontaktreiiie 
aufeinander folgende rechtwinklige Kontaktsysteme sich dem Wert 
l = 0,61803 nähert , wenn immer höhere Kontakte betrachtet 
werden, während auch für niedrigere Kontakte dieses Verhältnis b^, 
nur sehr wenig von dem Wert % verschieden ist. Wenn wir also 
den Übergang eines Kontaktfalles nach dem nächstniedrigeren in 
derselben Kontaktreihe darstellen wollen, so müssen wir annehmen, 
daß der Wert von b in der vorhandenen Stellung mit einzelnen 
Sprüngen in einen solchen, der %-mal so klein ist, übergeht. Will 
ein Kontaktsystem in das zweite in der Kontaktreihe folgende über-
gehen, dann muß in gleicher Weise der Wert von b sprungweise 
abnehmen bis er = 0,38197 mal so klein geworden ist, als im 
ursprünglichen System. 

Es lag also auf der Hand, zuerst die Fälle einer näheren 
Untersuchung zu unterwerfen, bei welchen vorausgesetzt wurde, 
daß der Wert von b sich sprungweise ändert in einem Ver-
hältnis, 'das dargestellt wird durch einen der Werte i, x\ X^< X*' 
usw. Sind diese Fälle behandelt worden, dann wird es sehr leicht 
sein auch für solche, bei welchen der Wert von b um einen anderen 
Betrag ab- oder zunimmt, anzugeben, welcher Art die neu auf-
tretende Blattstellung sein muß. 

Endlich muß nochmals hervorgehoben werden, daß, wenn wir 
nach den Beobachtungstatsachen von § 1 dieses Kapitels Übergangs-
schemata entwerfen, es sich in vielen Fällen herausstellen wird, 
daß die nach einigen Sprüngen auftretende neue Stellung zwar 
sehr stark sich einem konstanten System nähert, aber davon doch 
bisweilen ziemlich bedeutende Abweichungen zeigt. Es ist dieser 
Umstand jedoch kein wichtiger Einwand gegen die Theorie, denn 
wir haben schon in demselben Paragraphen darauf hingewiesen, 
daß solche Abweichungen, wenn sie nicht allzu eingreifend sind, 
nachträglich wieder aufgehoben werden. F ür unseren Zweck 
wird es dann auch genügen, den Nachweis zu erbringen, daß die 
angegebenen Beobachtungstatsachen dazu führen, daß nach einigen 
Sprüngen ein System zustande kommt, das sich sehr stark einem 
bestimmten Kontaktfall nähert. 

§ 8. Kons trukt ionen f ü r den Ü b e r g a n g des recht-
winkl igen Kontaktes 1 und 1 in den rechtwinkl igen 1 
und 2. Fangen wir mit der Besprechung des Systems auf der 
Kreiszylinderfläche an. In Fig. 1 Tafel XIII bilden die Kreise 0 
und 1 einen Teil eines regelmäßigen Kontaktsystems mit dem recht-
winkligen Kontakt 1 und 1 (man vergleiche Fig. 2 Tafel I); es hat 
also der Faktor b für diese Kreise den Wert + 0,71) (man siehe 
Tabelle I S". 37). Wir haben nun in unserer Konstruktion voraus-
gesetzt, daß dieser Wert übergeht in denjenigen 0,45, d. h. also 0,64 mal 
kleiner wird. Dabei wurde ein einziger Zwischenwert von b gleich 
0,54 angenommen (für den Kreis 2). Es sind darauf unter Berück-
sichtigung der Beobachtungstatsachen aus § 1 die Kreise 2, 3 und 4 
im Anschluß an die Kreise 1 und 2 konstruiert worden. Ein Ver-
gleich des Systems, das durch die Kreise 2, 3 und 4 gebildet wird, 
mit dem in Fig. 4 Tafel I dargestellten, wird nun gleich ergeben, 

1) In unserer Figur ist dieser Wert ein wenig kleiner ausgefallen, was jedoch 
gar nichts an der weiteren Betrachtung ändert. 
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daß wir ein Kontaktsystem bekommen haben, das ganz dicht bei 
demjenigen mit dem rechtwinkHgen Kontakt 1 und 2 steht. Nun 
wird bei Fortsetzung der Konstruktion mit Kreisen gleicher Durch-
messer wohl nicht mit mathematischer Genauigkeit dieses Kontakt-
system hervortreten, aber es brauchen sich nur ganz geringe nachträg-
hche Änderungen einzustellen, um das System genau zu realisieren. 

Wir heben noch besonders hervor, daß in unserer Figur 
die linksgewundene einzeilige Kontaktspirale des Kontaktsystems 
1 und 1 ununterbrochen als Kontaktspirale in das neue System 
übergeht und nur ein wenig ihre Steigung ändert. Die rechts-
gewundene einzeilige Spirale des ursprünghchen Systems dagegen 
erfährt im Kreise 1 eine Verzweigung, indem der eine Zweig den 
Kreisen 1, 2, 4 usw. folgt, der andere den Kreisen 1, 3, 5 usw. 
Diese beiden Zweige sind die beiden zweizeiligen Kontaktspiralen 
des neuen Systems, sie laufen bedeutend steiler als die einzeihge 
des ursprünglichen. 

Es besteht in unserem Schema noch eine gewisse Wil lkür , 
indem man, nachdem der Kreis 2 eingezeichnet ist, den Kreis 3 
mit dem gleichen Rechte rechts wie links tangierend an Kreis 2 
konstruieren kann. Hätte man den Kreis 3 denjenigen 2 an der 
rechten Seite berühren lassen, so würde das nur die Ä n d e r u n g in 
dem neuen System gebracht haben, daß die Hauptspirale darin 

anstatt links, rechts verlaufen wäre. 
Betrachten wir jetzt an zweiter Stelle das Schema auf der 

Kreiskegelfläche. Wir wählten für unsere Konstruktion wieder 
dieselbe Kegelf läche wie früher, d. h. eine solche, für die der Scheitel-
winkel tp = 28" 57'18" ist, und welche abgerollt auf einer Ebene 
einem rechten Winkel C = 90" entspricht. Auf dieser abgerollten 
Fläche wird nun die Übergangsfigur wieder durch eine Kreiskon-
struktion dargestellt und zwar ist dieselbe ganz analog der soeben 
besprochenen auf der KreiszyHnderfläche. Man findet diese Kon-
struktion in Fig. 1 Tafel X I V wiedergegeben. Die Kreise 0 und 1 
bilden wieder einen Teil eines Kreissystems (jetzt auf einer abge-
rollten Kreiskegelfläche) mit dem rechtwinkligen Kontakte 1 und 1 
und einer Divergenz von 180". Diese beiden Kreise zeigen einen 
Wert von b = ± 0,7, während a = ± 0,46 ist (man siehe Tabelle XVII). 
Auch jetzt haben wir angenommen, daß der Wert von 6 mit einem 
einzigen Zwischenwert b = 0,54 (für Kreis 2) übergeht in einen 
solchen 0,45, d. h. also abnimmt im Verhältnis 0,64. Wenn man 
sich von diesen Änderungen Rechenschaft geben will, so ist man 
gezwungen, vom Kegelscheitel aus die Tangenten an die Kreise 
zu ziehen und die Winkel zu messen, unter denen die Kreise von 
diesem Scheitel aus gesehen werden. Es fallen dann auch diese 
Änderungen des Wertes b hier viel weniger auf, als das bei der 
Konstruktion auf der Zylinderfläche der Fall war. Wohl kann man 
aus unserer Figur den eigentümhchen Lauf des Faktors a ab-
lesen, aber davon wird erst später die Rede sein. 

Die Kreise 2, 3 und 4 sind auch hier wieder nach den Be-
obachtungstatsachen aus § 1 im Anschluß an die Kreise 0 und 1 
angelegt und man wird sich sehr leicht von der großen Überein-
stimmung des Endresultats mit der Konstruktion auf der Kreis-
zyHnderfläche überzeugen können. Dennoch wird es schwer fallen, 
aus dieser abgerollten Figur eine Einsicht in die Art des neu auf-
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getretenen Systems zu gewinnen. Dies wird jedoch ganz anders, 
wenn man die horizontale Projektion der aufgerollten Kegel-
fläche, d. h. also die entsprechende Folioidenkonstruktion, welche in 
Fig. 2 Tafel X I V dargestellt wurde, in Betracht zieht. Auch diese 
Figur muß notwendigerweise dieselben Änderungen des Faktors b 
aufweisen, wie die Figur 1, und wie die Konstruktion auf der 
Kreiszylinderfläche, sie zeigt aber die Divergenz- und Kontakt-
änderungen in viel übersichtlicherer Weise als diese beiden Figuren. 
Daß die Folioiden 0 und l ein System mit der Divergenz 180" und 
dem Kontakt 1 und 1 bilden, und also ganz vergleichbar sind mit 
zwei aufeinander folgenden Folioiden der Figur 1 auf Tafel X 
leuchtet ein, und es wird jetzt auch auffallen, daß die Folioide 2 
noch dieselbe Divergenz und denselben Kontakt zeigt. Die Fo-
lioide 3 dagegen besitzt in Bezug auf 2 bereits eine bedeutend ge-
ringere Divergenz und weist auch einen anderen Kontakt auf. 
Vergleicht man die durch die FoUoiden 2, 3 und 4 gebildete Figur 
mit derjenigen, welche in Fig. 3 Tafel X die Folioiden 3, 4 und h 
darstellen, so wird die frappante Übereinstimmung sofort sichtbar 
sein, und man wird einsehen, daß nur ganz geringe nachträgliche 
Ä n d e r u n g e n aufzutreten brauchen, um das Kontaktsystem mit 
dem Kontakte 1 und 2 weiter regelmäßig fortsetzen zu können. 

In diesem Schema ist nun sehr deutlich wahrnehmbar, daß die 
rechtsgewundene einzeilige Spirale des ursprünglichen Systems auch 
als Kontaktspirale in dem neuen fortläuft, während die andere ein-
zeilige Kontaktspirale des ursprünglichen Systems sich in der Fo-
lioide 1 verzweigt in zwei zweizeilige: eine enthält die Folioiden 1, 2, 
4 usw., die andere die Folioiden 1, 3, 5 usw. Hätten wir Kreis 3 
demjenigen 2 an der andern Seite tangieren lassen, so würde die links-
gewundene einzeilige Spirale beibehalten sein, wie in Fig. 1 Tafel XIII. 

Wir bemerken schließHch noch, daß das Resultat, zu dem wir 
in diesem Paragraphen gekommen sind, daß nämlich bei Abnahme 
des Wertes b im Verhältnis + 0,62 (unter Annahme eines Zwischen-
gUedes), das Kontaktsystem 1 und 1 übergehen muß in ein solches, 
das ganz dicht bei einem Kontaktsystem 1 und 2 steht, nur eine 
Erweiterung der Schlußfolgerung darstellt, zu der wir bereits in 
§ 5 dieses Kapitels kamen. Wir haben ja dort hervorgehoben, daß, 
wenn der Wert von b in dem neuen System zwischen 0,58 und 
0,38 liegt, dieses System ein solches mit dem Kontakte 1 und 2 
darstellen muß, sobald durch nachträgliche Änderungen die Un-
regelmäßigkeiten wieder aufgehoben sind. Hier ist nun gezeigt, 
daß diese Änderungen, wenn die ursprüngliche Blattstellung eine 
solche mit dem Kontakt 1 und 1 ist, nur sehr gering zu sem brauchen. 

§ 9. Konstrukt ionen f ü r den Ü b e r g a n g des recht-
winkl igen Kontaktes 1 und 2 in den rechtwinkl igen 2 und 3. 
Wenden wir uns zuerst wieder zum Studium der Übergangsfigur 
auf der Kreiszylinderfläche, welche in Fig. 2 Tafel XIII dargestellt 
ist. Als Ausgangsblattstellung wurde darin das Kontaktsystem mit 
dem rechtwinkligen Kontakt 1 und 2 gewählt (dargestellt durch 
die Kreise 0, 1 und 2), wofür b = 0,447 ist, und es wurde ange-
nommen, daß dieser Wert von b sich ändert in einen solchen 
0,277, d. h. also, daß er im Verhältnis 0,62 abnimmt. Hier wurden 
zwei Kreise mit Zwischenwerten von b eingefügt, und zwar einer 
(Kreis 3) mit b = 0,36 und einer (Kreis 4) mit b = 0,31. Übrigens 
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sind auch hier die neuen Kreise in Übereinstimmung mit den Be-
obachtungstatsachen aus § 1 angelegt. Es wird nun deutlich sein, 
daß die Kreise 3, 4, 5, 6 und 7 ein System bilden, das einem 
regelmäßigen mit dem rechtwinkligen Kontakt 2 und 3 sehr nahe 
steht. Man braucht die von diesen Kreisen gebildete Figur nur 
mit Fig. 6 Tafel I zu vergleichen, um sich hiervon zu überzeugen. 

Wir weisen wieder darauf hin, daß die zwei zweizeihgen 
Kontaktspiralen des ursprünglichen Systems als solche ununter-
brochen in das neue System übergehen. Die einzeihge Kontakt-
spirale des ursprünglichen Systems aber endigt in dem Kreis 4 
und man findet sie in dem neuen System durch drei dreizeilige 
Spiralen ersetzt. Man kann dies auch in der Weise auffassen, daß 
sich die ursprüngliche einzeilige Spirale zweimal verzweigt, und 
zwar das erste Mal im Mittelpunkt des Kreises 2 in die beiden 
Zweige: 2, 5, 8, 11 usw. und 2, 3, das zweite Mal im Mittelpunkt 
des Kreises 3 in die Zweige 3, 6, 9, 12 usw. und 3, 4, 7, 10, 13 usw. 

Wenden wir uns jetzt zu der Konstruktion auf der Kreis-
kegelfläche. Fig. 3 Taf. X I V stellt die Kreiskonstruktion auf der 
abgerollten Kegelf läche dar. Auch hier wurde als vorhandene 
Blattstellung ein Kontaktsystem mit dem rechtwinkligen Kontakt 
1 und 2 angenommen, für das b = 0,45, a = 0,73 ist (dargestellt 
durch die Kreise 0, 1 und 2). Im Anschluß hieran wurden zuerst 
wieder zwei Kreise (3 und 4) mit Zwischen werten von b angelegt 
und zwar wieder etwa mit den Werten 0,36 und 0,31. Darauf 
folgen dann ferner nur Kreise, für die b = 0,28 ist, so daß der 
Wert dieses Faktors auch hier im Verhältnis 0,62 abgenommen hat. 
W ä h r e n d nun diese abgerollte Figur kein übersichtlicheres Bild der 
Übergangsfigur gibt als die Konstruktion auf der Zylinderfläche, 
die wir soeben besprochen haben, ist das in großem Maße bei der 
entsprechenden Fohoidenkonstruktion der Fall, die in F"ig. 4 Taf. X I V 
zu finden ist. Man wird aus dieser Konstruktion die EigentümHch-
keiten des Übergangs unmittelbar ablesen können. So fällt es 
gleich auf, daß die Folioide 4 noch die Kontakte des ursprünglichen 
Systems zeigt, während dies dagegen bei der Folioide 5 und den 
folgenden nicht mehr der Fall ist. Vergleicht man nun die durch 
die Fohoiden 3, 4, 5, 6 und 7 gebildete Figur mit derjenigen, 
welche in Fig. 5 Taf. X durch die Fohoiden 6, 7, 8, 9 und 10 dar-
gestellt wird, so wird es wieder klar sein, daß in dem erstgenannten 
System nur ganz unbedeutende Änderungen einzutreten brauchen, 
um zu ermögHchen, daß das regelmäßige rechtwinklige Kontakt-
system 2 und 3 zu stände kommt. 

Auch aus dieser Konstruktion läßt sich dasjenige, was wir 
oben über den Verlauf der Kontaktspiralen in beiden Systemen 
sagten, sehr überzeugend ablesen. Es sei noch erwähnt, daß die 
W i l l k ü r , welche bei der Übergangsf igur für die Ä n d e r u n g des 
Kontaktsystems 1 und 1 in ein solches 1 und 2 besteht, hier nicht 
existiert, und daß die Hauptspirale in dem neuen System dieselbe 
Windungsrichtung besitzt wie im alten. 

Von besonderer Wichtigkeit ist es nun hervorzuheben, daß 
das Resultat, zu dem uns dieser Paragraph geführt hat, nicht von 
vornherein zu erwarten war. Wir haben ja in § 5 dieses Kapitels 
klargelegt, daß , wenn in der neuen Blattstellung der Wert 
von b kleiner ist als 0,378, sich nicht mehr voraussagen läßt. 
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welche neue Stellung eintreten muß, daß dies aber durch die Art 
der Anschlußfigur bedingt sei. Aus dem jetzt Behandelten geht 
nun hervor: sobald die neue Blattstellung mit einem Wert von b 
gleich 0,28 in Übereinstimmung mit den Beobachtungstatsachen aus 
§ 1 im Anschluß an ein Kontaktsystem 1 und 2 entsteht, nähert sich 
diese neue Blattstellung einer solchen mit dem Kontakt 2 und 3, 
also wieder einer aus der Hauptreihe. Es wird sich bald heraus-
stellen, daß hiermit wieder eine der wichtigsten Tatsachen für die 
Erk lärung der Allgemeinheit der Blattstellungen aus der Haupt-
reihe nachgewiesen wurde. 

Die beiden in diesem und im vorigen Paragraphen be-
sprochenen Übergangsfäl le sind in der Natur ganz allgemein ver-
breitet, aber auch ohnedies sind sie von großem Interesse, weil wir 
nachweisen werden, daß wichtige andere Übergangsfäl le sich auf 
diese beiden zurückführen lassen. 

§ 10. Konstrukt ionen f ü r den Ü b e r g a n g des recht-
winkl igen K o n t a k t e s 3 und 5 in den rechtwinkl igen 5 
und 8. Bevor wir den allgemeinen Fall eines Überganges des 
Kontaktes ni und n in einen solchen n und {ni + n) besprechen, 
wollen wir noch zuerst an einem bestimmten Zahlenbeispiel einen 
solchen Übergang erläutern. In Fig. 3 Taf. XIII bilden die Kreise 
0 bis 7 einen Teil eines regelmäßigen Kreissystems mit dem Kon-
takt 3 und 5, so daß dafür b = 0,171 ist. Wir haben nun ange-
nommen, daß dieser Wert, nachdem zuerst einige Kreise (8 bis 12) 
mit Zwischenwerten angelegt sind, in einen solchen 0,106 über-
geht, d. h. also im Verhältnis 0,62 abnimmt. Man braucht nur 
wieder die von den Kreisen 8 bis 20 gebildete Figur mit der Kon-
struktion aus Fig. 10 Taf. I zu vergleichen, um zu sehen, daß bei 
der Fortsetzung des Systems mit konstantem Wert von b ein Kon-
taktfall erhalten wird, der ganz in der Nähe eines solchen mit dem 
rechtwinkligen Kontakte 3 und 5 steht. 

Es wird dies noch überzeugender, wenn man die Konstruktion 
auf der Kegelf läche entwirft. Hiervon gibt Fig. 5 Taf. X I V das 
abgerollte System, Fig. 6 die horizontale Projektion, also die 
Folioidenkonstruktion wieder. Die übereinstimmenden Kreise der 
drei Konstruktionen sind wieder durch dieselben Zahlen bezeichnet. 

Vergleicht man die von den Folioiden 8 bis 20 in Fig. 6 
Taf. X I V gebildete Figur mit derjenigen, welche von den Folioiden 
18 bis 30 in Fig. 9 Taf. X dargestellt wird, so muß die große 
Übereinstimmung sofort auffallen. 

Die hier betrachteten Übergangsfiguren stehen in enger Be-
ziehung zu denjenigen, welche wir in den beiden vorigen Paragraphen 
behandelt haben, es 
wird dies durch die 

Fig. 71. 
folgende Betrach-
tung klar werden. 
Denkt man sich in 
Fig. 3 Tafel XIII \^ 
die Mittelpunkte 
der bei ursprüng-
licher Blattstellung 
im Kontakt stehenden Kreise verbunden, so erhält man die Zickzack-
linie, welche man in Fig. 71 abgebildet findet. Es zeigt nun diese Figur 
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zwei Arten von Einkerbungen und zwar zwei große (5, 0, 3, 6 und 
6, 1, 4, 7) und eine kleine (7, 2, 5). Die großen, welche wir als 
Einkerbungen der ersten Art bezeichnen wollen, werden von vier 
Kreisen gebildet, die kleine, die eine solche der zweiten Art ge-
nannt werden soll, von drei Kreisen. Es wird aber gleich ein-
leuchten, daß in Fig. 1 Taf. XIII die Kreise 1, 0 und 1 eine Ein-
kerbung der ersten Art darstellen, während in Fig. 2 dieser Tafel 
die Kreise 2, 0, 1 und 2 eine solche der zweiten Art bilden. Daraus 
folgt dann sogleich, daß man in Fig. 3 oberhalb der Ennkerbung 
der ersten Art eine Übergangsfigur antreffen muß, die mit der-
jenigen aus Fig. 1 übereinstimmt, während man im Anschluß an 
die beiden Einkerbungen zweiter Art auch solche Übergangsfiguren 
finden muß, die derjenigen der Fig. 2 gleichen. Wirklich zeigt 
dann auch die von den Kreisen 2, 5, 7, 10, 13, 15 und 18 in Fig. 3 
gebildete Figur die größte Ähnlichkeit mit unserer Fig. 1, während 
die Figur, welche von den Kreisen 1, 4, 6, 7, 9, 12, 14, 17 und 19, 
sowie diejenige, welche von den Kreisen 0, 3, 5, 6, 8, 11, 13, 16 
und 18 gebildet wird, der Fig. 2 in jeder Hinsicht gleicht. Den-
noch muß noch bemerkt werden, daß, wie schon oben gesagt, in 
Fig. 1 eine gewisse W i l l k ü r besteht insofern, als der Kreis 3 ebenso-
gut rechts als links tangierend an Kreis 2 konstruiert werden kann. 
Diese W i l l k ü r besteht aber in Fig. 3 nicht, was die Lage des 
Kreises 15 anbelangt; es findet dieser umstand seine Erklärung in 
der Tatsache, daß die Kreise 5 und 7 dieser letzten Figur nicht 
in gleicher Höhe hegen, während das mit den beiden Hälften des 
Kreises 1 in Fig. 1 wohl der Fall ist. 

Wenn wir nun den Verlauf der Ko'ntaktspiralen in der alten 
und in der neuen Blattstellung näher betrachten, so wird gleich 
auffallen, daß die fünf 5-zeiligen Kontaktspiralen des ursprünglichen 
Systems auch als solche in dem neuen auftreten, während die drei 
S-zeiligen Spiralen darin durch acht 8-zeilige ersetzt sind. Man 
kann sich diese Ä n d e r u n g wieder vorstellen als zu stände ge-
kommen durch eine Verzweigung dieser dreizeiligen Kontaktspiralen, 
und zwar wird es deutlich sein, daß die dreizeihgen Spiralen 0, 3, 
6 und 2, 5 sich zweimal verzweigen, während die dreizeiHge 
Spirale 1, 4, 7 dies nur einmal tut. Das war auch von vornherein 
zu erwarten, da wir sahen, daß oberhalb einer Einkerbung zweiter 
Art eine Übergangsfigur zu finden war, die mit Fig. 2 überein-
stimmt, also • eine zweimalige Verzweigung der weniger steilen 
Spirale aufweisen muß, während oberhalb einer Einkerbung erster 
Art eine einmalige Verzweigung auftreten muß, weil dort eine 
Übergangsfigur wie in Fig. 1 zu suchen ist'). Es sei noch be-
merkt, daß die 5-zeiligen Spiralen, welche in der ursprünglichen 
Blattstellung die steileren waren, in der neuen die weniger steilen 
sind, während die dreizeihgen Spiralen, die ursprünglich am 
wenigsten steil verliefen, sich verzweigen zu acht 8-zeiligen, welche 
die steilsten Spiralen des neuen Systems büden. Diese neuen 
S-zeihgen und 5-zeiligen schneiden einander, wie wir bereits gesagt 
haben, annähernd rechtwinklig. 

1) Man wird einsehen, daß in Fig. 3 Taf. XIII oberhalb der Einkerbung erster 
Art eine Verzweigung der „weniger steilen" Spirale des ursprünglichen Systems zu stände 
kommt, während in Fig. 1 Taf. XIII die beiden .einzeiligen Spiralen dieselbe Steigung 
besitzen und diese Verzweigung dann auch für diese beiden Spiralen auftreten kann. 
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Um nun den eigentümlichen Verlauf der Kontaktspiralen auch 
bei der Folioidenkonstruktion nachzuweisen, haben wir in Fig. 7 
Tafel X I V diese Kontaktspiralen noch näher dargestellt und die 
Punkte, in welchen Verzweigung der Spiralen eintritt, durch einen 
kleiiien Kreis markiert. Daß die hier gemeinten Spiralen keine 
logarithmischen sind, und bei ihrer Darstellung also eine gewisse 
W i l l k ü r besteht, braucht wohl nicht näher betont zu werden. 

Schließlich muß noch auf eine andere Darstellungsweise für 
die betrachtete Übergangsf igur hingewiesen werden, die man erhält, 
wenn man statt der Kontaktspiralen (unter welchen wir, wie immer, 
die Spiralen durch die Mittelpunkte verstanden haben) die ein-
h ü l l e n d e n Spiralen konstruiert, d. h. diejenigen Spiralen, welche 
alle sich berührenden Kreise oder Folioiden auf derselben Seite 
tangieren. Diese Darstellungsweise ist von C H U R C H (siehe auch 
S. 137) angewendet worden. 

Das Endresultat aller obenstehenden Betrachtungen ist also 
diese Schlußfolgerung: Falls die vorhandene Blattstellung den 
Kontakt 3 und 5 aufweist, und der Wert von b (mit einigen Sprüngen) 
im Verhältnis 0,62 ändert und auch weiter die Anlegung neuer 
Organe in Übereinst immung mit den Beobachtungstatsachen aus 
§ 1 dieses Kapitels geschieht, dann muß die neu auftretende Stellung 
sich dem rechtwinkligen Kontakt 5 und 8 nähern. Auch hier haben 
wir also einen Fall kennen gelernt, bei dem die neue Blattstellung 
wie die bereits vorhandene einen Kontakt aus der Hauptreihe aufweist. 

§ 11. Konstrukt ionen f ü r den Ü b e r g a n g des recht-
winkl igen Kontaktes m und n in den rechtwinkl igen K o n -
takt n und [m-\-n) f ü r den F a l l n <^2m. Es ist leicht, die 
Betrachtungen des vorigen Paragraphen zu verallgemeinern, 
denn es läßt sich nachweisen, daß sich zahlreiche Übergangsfigiiren 
in derselben Weise, wie die in diesem Paragraphen betrachtete Kon-
struktion, auf die beiden einfachen zurückführen lassen, welche wir 
in § 8 und § 9 besprochen haben, d. h. also auf die, welche sich auf 
die Übergänge 1 und 1 in 1 und 2 und 1 und 2 in 2 und 3 beziehen. 

Betrachtet man nämlich auf Tafel I alle Figuren, welche einen 
rechtwinkligen Kontakt m und n darstellen, so wird sich bald die 
allgemeine Regel herausstellen, daß, falls n<^2m ist, diese Figuren 
an der oberen Seite von einer Reihe Kreise begrenzt werden, welche 
eine Zickzacklinie bilden, die nur dieselben zwei Arten von Ein-
kerbungen zeigt, denen wir im vorigen Paragraphen begegnet sind. 
Wenn also der Wert von b wieder im Verhältnis 0,62 abnimmt und 
wenn wir bei dieser Abnahme wieder einige Zwischenwerte von b 
annehmen, so müssen sich oberhalb dieser beiden Einkerbungsarten 
wieder die bekannten Übergangsfiguren aus Fig. 1 und 2 der 
Tafel XIII einstellen. Bevor wir nachsehen, welche Blattstellung dann 
resultieren muß, wollen wir zuerst die soeben angegebene Regel 
mathematisch beweisen, denn um eine allgemeine Anwendung der-
selben zu rechtfertigen, kann natürlich ein Hinweis auf die be-
schränkte Zahl Konstruktionen der Tafel" I nicht genügen. 

Nehmen wir an, die ursprünglich vorhandene Biattstellung mit dem Kon-
takt m und n [m < n und « < 2«z) endigt mit dem Punkt .s (siehe Fig. 72), so 
ist dieser Punkt gewiß ein „Gipfelpunkt" der Zickzacklinie, welche das System 
an der oberen Seite abgrenzt. Es ist diese Linie aus Teilstücken der m-
und «-zeiligen Kontaktspiralen zusammengesetzt, und es ist also nachzuweisen. 
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daß darin nur Einkerbungen vorkommen können, welche wir oben als solche 
erster und zweiter Art bezeichnet haben. Ein willkürlicher anderer Gipfelpunkt 
der Zickzacklinie kann nun immer dargestellt werden durch s-~pn-\- qm, worin 

die ganzen Zahlen p und q angeben, wieviel Schritte man in den «-zeiligen 
Kontaktspiralen nach unten und in den ;«-zeiligen Spiralen nach oben machen 
muß, um vom Punkt s aus den betrachteten Punkt zu erreichen. Soll nun aber 
dieser Punkt wirklich ein solcher Gipfel sein, so muß s — pn-\- qm <^s oder 
qm<^pn sein, weil wir vorausgesetzt haben, daß Punkt.? der höchste ist. 
Aber außerdem muß dann s—pn-\-{(q-{-\)mys oder -\- l)tnypn sein, 
denn sonst würde der Punkt s ~ p n + 1) m noch zu dem betrachteten 
System gehören, und es könnte der Punkt s—pn-\-qm kein Gipfelpunkt 
der begrenzenden Zickzacklinie sein. 

Es ist nun klar, daß der Punkt s — {p -\- \) n qm"^) wohl einen Punkt 
der Zickzacklinie darstellt; dasselbe muß auch mit dem Punkt j — (/> + 1) « 
+ der Fall sein, denn aus den Beziehungen qm<C_pn und m<^n 
folgt, daß + 1) w < (/I + 1) «, sodaß ^ — (/. + 1) « + + 1) < .r ist. Ob 
nun der Punkt s — {p-\-Y) n-\-{q-\-2) m. ein solcher ist, läßt sich nicht im 
allgemeinen voraussagen, denn wenn qm<^pn und 2m'y n ist, kann sowohl 
{q-\-2) m <^ {p-\-\) n als (q2) m <^(p-\-1) n sein; es wird dies abhängen 
von dem Wert von / und q. 

Sicher ist aber der Punkt i — (/ -f- 1) » + {q m kein Punkt der 
Zickzacklinie, denn wäre dies der Fall, so müßte + 3) w < + 1) « sein, 
während aus den Beziehungen {q-^\)my pn und 2m^n folgt, daß + 3) »2 

+ ist. Unter der Voraussetzung, daß « < 2 w ist, bleiben also nur 
die zwei Möglichkeiten, daß die Einkerbung von drei oder von vier Kreis-
mittelpunkten begrenzt wird, d. h. also, die Einkerbung kann nur eine sein, 
die wir oben als eine solche erster oder zweiter Art bezeichneten. 

Fragen wir jetzt noch nach der Anzahl der Einkerbungen, so läßt sich 
diese in einfacher Weise angeben. Dazu brauchen wir nur nachzusehen, 
welchen Wert p und q annehmen, wenn der Punkt s —pn-\- qm wieder mit 
dem Punkt s zusammenfällt, d. h. die Zickzacklinie geschlossen ist. Es muß 
dann s — pn-\-qm = s sein, und also p = m und q ^ n. Daraus folgt 
dann aber, wie leicht einzusehen, daß es im ganzen m. Einkerbungen gibt 
und zwar [n — m) der zweiten Art und {2nt~ n) der ersten Art. 

Wenn nun oberhalb der Einkerbungen dieselben Übergangs-
figuren auftreten, wie sie in Yig. 1 und 2 der Tafel XIII dargestellt 
wurden, so folgt daraus, daß gewisse Kontaktspiralen des ursprüng-
lichen Systems auch als solche in dem neuen auftreten, während 
sich dagegen andere verzweigen müssen. Nach dem früher Gesagten 
wird es deutlich sein, daß es die «-ze ihgen Kontaktspiralen des 
ursprünglichen Systems sind, welche sich auch als «-zeihge Kontakt-
spiralen in dem neuen wiederfinden, obwohl sie darin weniger steil 
laufen als in dem ursprünglichen. Dagegen haben die /«-zeiligen 
eine Verzweigung erfahren, und zwar oberhalb jeder Einkerbung 

1) In unserer Figur steht s -j- 1) n-\- qm, dies muß sein s — (.̂  + 1) n-\- qm. 

Fig. y2. 
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der ersten Art eine einmaUge, oberhalb einer solchen zweiter Art 
eine zweimahge. Da es nun (2 m — n) Einkerbungen erster Art 
und {n — m) solcher zweiter Art gibt, so werden im ganzen die 
w-zeiligen Spiralen des ursprünglichen Systems durch 2 (2 m — n) 
+ 3 ( « — w) = {m + n) Spiralen ersetzt. Weil nun in Fig. 1 und 
Fig. 2 Tafel XIII die neuen Kontaktspiralen einander annähernd 
rechtwinklig schneiden, so muß das auch für die n- und (»/ + «)-
zeiligen Spiralen gelten, welche in unserem komplizierten Fall auf-
treten. Hiermit ist also der Nachweis erbracht, daß ganz allgemein, 
wenn n<^2m ist und der Wert von b (mit einigen Sprüngen) im 
Verhältnis 0,62 abnimmt, während außerdem die neuen Kreise nach 
den Beobachtungstatsachen aus § 1 angelegt werden, daß dann die 
neu auftretende Stellung sich einer solchen mit dem rechtwinkligen 
Kontakt n und (?«-\- n) nähern muß. 

Ist die ursprüngliche Blattstellung eine mit Kontakt aus der 
Hauptreihe, so muß das auch die neu auftretende sein; ist die vor-
handene Stellung eine solche mit Kontakt aus einer Nebenreihe, so 
muß die neue einen Kontakt aus derselben Reihe aufweisen. 

§ 12. Kons trukt ionen f ü r den Ü b e r g a n g des recht-
winkligen Kontaktes 1 und 1 in den rechtwinkl igen 2 und 3. 
Wir wollen jetzt annehmen, das ursprünglich vorhandene System sei 
ein solches mit dem rechtwinkligen Kontakt 1 und 1, und der Wert 
von b ändere sich mit einigen Zwischenwerten im Verhältnis 0,38, 
während im übrigen wieder die neuen Organe in Übereinstimmung 
mit den Beobachtungstatsachen aus § 1 S. 253 angelegt werden. Es 
ist dieser Fall als Konstruktion auf der Kreiszylinderfläche in Fig. 4 
Tafel XIII dargestellt und zwar wurden die Kreise 2 und 4 als 
solche mit Zwischenwerten von b gezeichnet i). Vergleicht man nun 
die durch die Kreise 5 und 9 gebildete Figur mit derjenigen, welche 
in Fig. 6 Tafel I durch die Kreise 9 bis 13 dargestellt wird, so 
sieht man, daß ein Kontaktsystem aufgetreten ist, das einem solchen 
mit dem rechtwinkligen Kontakt 2 und 3 sehr nahe kommt. 

Es würde dieser Übergang noch viel überzeugender durch 
Folioidenkonstruktion darzustellen sein; nach dem Obengesagten 
wird es aber nicht schwer fallen, sich eine solche Konstruktion zu 
vergegenwärt igen. 

Wir weisen noch darauf hin, daß man den hier betrachteten 
Übergang auch so auffassen kann, daß die eine einzeilige Spirale 
sich zweimal verzweigt, während die andere eine dreimahge Ver-
zweigung aufweist. 

§ 13. Kons trukt ionen f ü r den Ü b e r g a n g des recht-
winkl igen Kontaktes 1 und . 2 in den rechtwinkligen 3 
und 5. Man wird unmittelbar einsehen, daß Fig. 5 Tafel XIII den 
Ü b e r g a n g darstellt, welcher zustande kommt, wenn die ursprüng-
lich vorhandene Blattstellung den Kontakt 1 und 2 aufweist und 
der Wert von b (mit einigen Zwischenwerten) im Verhältnis 0,38 
abnimmt. Die Kreise 3 bis 8 besitzen Zwischenwerte von b, aber 
von 9 ab wurde diese Größe als konstant angenommen. Ein Blick 
auf Fig. 8 Tafel I wird genügen, um den Eindruck zu festigen. 

1) Es wird auffallen, daß der Kreis 4 größer als Kreis 3 ist; man bedenke aber, 
daß die Numerierung hier vorgenommen wurde, als wäre die Anlegung neuer Organe 
akropetal vor sich gegangen, eine Voraussetzung, der nicht genügt zu werden braucht. 
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daß das neue Kontaktsystem nur wenig sich zu ändern braucht, 
um zu einem regelmäßigen mit dem rechtwinkhgen Kontakt 3 und 
5 zu werden. Bemerken wir noch, daß die einzeilige Kontaktspirale 
des ursprüngHchen Systems sich bei dem Ü b e r g a n g in das neue 
zweimal verzweigt und in drei dreizeilige Spiralen übergeht, wäh-
rend sich die eine zweizeilige Spirale des ursprünglichen Systems 
einmal, die andere zweimal verzweigt und diese Spiralen hierdurch 
in die fünf fünfzeiligen Spiralen übergehen. 

Es ist noch von Interesse hervorzuheben, daß die Annahme 
der Durchmesser für die fünf Kreise mit Zwischenwerten von 3 in 
dieser Konstruktion sowie für die zwei in derjenigen des vorigen 
Paragraphen eine sehr willkürliche ist. Es läßt sich nun nach-
weisen, daß auch, wenn wir diese Durchmesser anders annehmen, 
z. B. den Übergang noch schneller eintreten lassen wie in diesen 
Figuren, doch ein System resultiert, das sich einem solchen mit 
demselben rechtwinkligen Kontakt stark nähert. Die Schlüsse, 
welche wir oben über den Verlauf der Kontaktspiralen bei dem. 
Übergang gezogen haben, bleiben bei solchen Voraussetzungen 
dieselben. Für unsere weiteren Darlegungen kommen solche 
Übergangsfiguren nicht in Betracht, obwohl sogleich bemerkt werden 
muß, daß sie wohl in der Natur auftreten und z. B. für die Erklä-
rung der Schemas, welche C H U R C H i) für Fäl le veränderhcher Blatt-
stellung gibt, von gewisser Bedeutung sind. 

§ 14. Konstrukt ionen f ü r andere Ü b e r g ä n g e von 
Systemen aus ein und derselben Kontaktre ihe in einander. 
Nach dem, was wir in § 11 über die Art der Begrenzungslinie 
eines Kontaktsystems, für das « < 2 ;w ist, abgeleitet haben, wird 
man nun gleich einsehen, daß das Resultat der beiden vorher-
gehenden Paragraphen uns zu dem folgenden Schluß berechtigt: 

Ist das ursprüngliche System ein solches mit dem rechtwink-
ligen Kontakt m und n, während n <_2m ist, und nimmt der Wert 
von i mit einigen Zwischenwerten ab im Verhältnis 0,38, so wird 
das neu auftretende System sich stark einem solchen mit dem recht-
winkligen Kontakt {iu + n) und (;;/ -f 2 «) nähern. 

Es wird nun wohl keines weiteren Beweises bedürfen, daß, 
wenn i im Verhältnis 0,24 abnimmt, das neu auftretende System 
ganz nahe bei einem solchen mit dem rechtwinkligen Kontakt 
(m + 2n) und {2m-\-3n) steht. In dieser Weise kann man fort-
schließen, und es ergibt sich also, daß, wenn « < 2 m ist. Und d 
(unter Annahme einiger Zwischenwerte) abnimmt in einem Ver-
hältnis, das durch ein Glied der Reihe Xt Z"» X^' X* usw. angegeben 
wird, immer ein System resultieren muß, das ganz dicht bei einem 
mit rechtwinkligen Kontakten aus derselben Kontaktreihe steht. 

Was wird nun aber geschehen, wenn der Faktor 6 sich in 
einem anderen Verhältnis ändert? Das neu auftretende System 
wird, wie leicht einzusehen, ebenfalls einem regelmäßigen (oder 
ähnlichen) nahe kommen, jedoch keinem rechtwinkligen, sondern 
einem solchen mit schiefem Schnitt der Kontaktspiralen. Nun 
haben wir auf S. 247 u. f. auseinander gesetzt, daß in solchen Fällen 
die Pflanze meistens ziemHch schnell wieder ein System mit recht-
winkligem Kontakt verwirklicht, und zwar kann das dadurch er-

1) Relation of Phyllotaxis to mechanical Laws. London 1904, p.' 111. 
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reicht werden, daß der relative Durchmesser der Organe abnimmt 
oder daß die Organe mit gleichem Durchmesser auf einem steileren 
oder weniger steileren Teil des Vegetationspunktes angelegt werden. 
Es hat dies also nur zur Folge, daß mehr Organe mit Zwischen-
werten von b angelegt werden, aber das Resultat bleibt dasselbe. 
Wir können also behaupten, daß alle Übergangsfälle, bei denen 
n<,2m ist, durch die Betrachtung der oben genannten Möglich-
keiten erledigt sind. Es ist von Wichtigkeit hervorzuheben, daß auch 
die Fälle, in denen der Faktor b „zunimmt" (mit einigen Zwischen-
werten), in dem Behandelten schon einbegriffen sind. Man kann 
ja alle Übergangsfiguren, welche sich auf die Kreiszylinderfläche 
beziehen, auch umgekehrt betrachten, und es wird nicht schwer 
fallen, sich die dazu gehörigen Konstruktionen mit Folioiden zu ver-
gegenwärtigen. 

Welche Ä n d e r u n g e n auftreten, wenn die Abnahme des Fak-
tors b nicht auf dem ganzen umfang des Stammscheitels dieselbe 
ist, kann hier ebensowenig besprochen werden wie die Übergangs-
figuren, welche auftreten, wenn in dem ursprünghchen Kontakt-
system ny2m ist, obwohl auch diese Fäl le sehr wichtig sind. Auch 
der Wechsel zwischen Spiralstellungen und Quirlen muß einem weiteren 
Studium vorbehalten bleiben. Nur zwei Fäl le von dem Übergang der 
dekussierten Stellung werden unten noch näher erwähnt. Zuerst 
möge noch eine Bemerkung betreffs der Übergangsfiguren für ein-
fache Kontaktsysteme hier Platz finden. 

§ 15. Der Faktor a in den besprochenen Ü b e r g a n g s -
figuren. Wir wollen hier auf eine Eigentümlichkeit der Über-
gangsfiguren aufmerksam machen, soweit diese auf einer Kreis-
kegelfläche ausgeführt werden, und zwar auf den merkwürdigen 
Verlauf des Faktors a. Bei den Konstruktionen auf der Kreis-
zylinderfläche kommt diese Eigenschaft natürlich nicht zum Ausdruck. 

Nehmen wir als Beispiel unsere Fig. 1 auf Tafel X I V . Wie 
in § 8 S. 261 gesagt, ist für die Kreise 0 und 1 der Wert von b = 0,7, 
während dieser für den Kreis 2 beträgt 0,54 und für die Kreise 
3 und 4 gleich 0,46 wird. Nun ist aber zwischen den Kreisen 1 und 0 
das Verhältnis a der Kreisdurchmesser (siehe Tabelle XVIII S. 153) 
gleich 0,456, während dasselbe zwischen den Kreisen 4 und 3 beträgt 
0,76, und bei Fortsetzung des Kontaktsystems mit dem rechtwinkligen 
Kontakt 1 und 2 wird a in 0,73 übergehen. Dagegen wird 
man das Verhältnis zwischen den Kreisen 2 und 1 nicht, wie man 
erwarten könnte, gleich einem Wert zwischen 0,456 und 0,76 oder 
0,73 finden, sondern die Messung ergibt dafür 0,41; also hat der 
Wert von a nicht zu- sondern abgenommen. Zwischen den Durch-
messern der Kreise 3 und 2 findet man das Verhältnis 0,59, also 
dafür hat der Faktor a wieder zugenommen. 

Daß dieser Verlauf des Faktors a, welcher sich durch eine 
anfängliche Abnahme kennzeichnet, auf die eine rasche Zunahme 
folgt, keine Eigentümhchkeit ist, welche nur in der genannten Figur 
vorkommt, ergibt sich sofort, wenn man auch die Flg. 3 Tafel X I V 
in dieser Hinsicht untersucht. 

Nun kommt es uns aber sehr unwahrscheinlich vor, daß auch 
in der Natur die Übergangsfiguren einen solchen Verlauf des Fak-
tors a aufweisen sollten; viel wahrscheinHcher ist es, daß dieser 
Faktor ebenso wie b regelmäßig ab- oder zunehmen wird, obwohl 
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sich dies nicht von vornherein voraussagen läßt. Es wird diese 
Voraussetzung jedoch fast zur Gewißheit, wenn man die Über-
legungen in Betracht zieht, welche uns bereits früher zum Schluß 
führten, daß die Folioidensysteme auf eirier Kreiskegelf läche niemals 
die Wirklichkeit vollkommen genau darzustellen vermögen. Wir 
haben ja in § 6 S. 203 klargelegt, daß eine der Ursachen für die 
Unvollkommenheit dieser Figuren bei „konstanter" Blattstellung die 
war, daß die Stammscheitel nur auf einem ziemlich schmalen 
Streifen als Teile einer Kreiskegelf läche betrachtet werden dürfen, 
und wir sind sogar in § 2 S. 254 zu dem Schluß gelangt, daß die 
„veränderliche" Blattstellung meistens durch Ab- oder Zunahme der 
Steigung des Scheitels eingeleitet wird. 

Es müssen also unsere Figuren für die Übergangsfäl le , bei 
denen alle Kreise auf ein und derselben Kreiskegelf läche liegen, 
auch Abweichungen von der Natur zeigen. Führt man nun die 
Konstruktion aus unter der Voraussetzung, die wir auf S. 256 
machten, daß nämhch eine Abnahme des Faktors b von einer Zu-
nahme von y) begleitet wird, so steht sich wirklich heraus, daß der 
unregelmäßige Verlauf des Faktors a ganz aufgehoben werden kann. 

Wir haben hier eine solche Konstruktion nicht ausgeführt, 
teils weil sie sehr kompliziert sein würde, teils auch weil sie doch 
nur unter sehr willkürlichen Voraussetzungen anzufertigen wäre, da 
uns das Gesetz nicht bekannt ist, nach welchem sich b mit i/; 
ändert. Dennoch glaube ich, daß diese Erwägungen ein wichtiger 
Hinweis sind auf die Art, in welcher sich die Theorie der Blatt-
stellungen weiter entwickeln kann. 

Bemerken wir aber gleich, daß sich die oben besprochenen 
Folioidenkonstruktionen für die Erklärung der in der Natur be-
trachteten Übergangsfähe als völl ig genügend herausstellen werden. 
Daß sie unvollkommen sind, wird keine Schwierigkeiten bereiten, 
sobald nur Art und Ursache dieser Unvollkommenheit bekannt sind. 

§ 16. Konstrukt ionen f ü r den Ü b e r g a n g der dekus-
sierten Ste l lung in den rechtwinkl igen K o n t a k t 2 und 3 
und in den d r e i z ä h l i g e n Q u i r l . Eine sehr oft in der Natur 
angetroffene Übergangsfigur ist in Fig. 6 Tafel XIII als Kreis-
system auf einer Kreiszylinderfläche dargestellt. Es ist der Über-
gang der dekussierten Blattstellung in eine solche mit dem Kon-
takt 2 und 3. Der Wert von b wird dabei abnehmen von 0,35 
(siehe Tabehe X X auf S. 184) bis 0,28. Dabei wurde ein Kreis (2) 
mit dem Zwischenwert 0,31 angenommen. Daß die Kreise 3 bis 7 
ein System bilden, das si^h einem solchen mit dem rechtwinkligen 
Kontakt 2 und 3 nähert, wird sogleich einleuchten. 

Bemerken wir noch, daß es jetzt noch nicht möglich ist, an-
zugeben, welche Ursache in der Natur bewirkt, daß der Kreis 2' 
kleiner ausfällt als Kreis 2. 

Die Figuren 1 und 3 Tafel X V geben die zugehörigen Kon-
struktionen auf der Kreiskegelf läche, für die v' = 28» 57'18" ist. 
Die übereinstimmenden Kreise und Folioiden sind wieder in den 
drei Figuren durch dieselben Zahlen bezeichnet. 

Die dekussierte Stellung zeigt aber auch manchmal eine andere 
Übergangsfigur. Diese wird, wie es für die Kreiszylinderfläche in 
Fig. 7 Tafel XIII dargestellt wurde, dadurch eingeleitet, daß der 
Wert von b an der einen Seite etwas zunimmt (Kreis 1), an der 
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entgegengesetzten aber abnimmt, um darauf dauernd einen kleineren 
konstanten Wert von b aufzuweisen. Es kommt hierdurch ein drei-
zähliger Quirl zustande. 

Besonders deutlich wird dies, wenn man die Fig. 4 Tafel XV 
in Betracht zieht, welche die übereinstimmende Konstruktion mit 
Folioiden darstellt. Die zugehörige Kreiskonstruktion auf der ab-
gerollten Kreiskegelf läche ist in Fig. 2 derselben Tafel abgebildet. 
Es ist interessant, zu bemerken, wie die Unregelmäßigkeiten, welche 
Fig. 7 Tafel XIII aufweist, in der Folioidenkonstruktion gar nicht 
ins Auge fallen. 

Wenn man annimmt, daß im ursprünglichen System der' 
rechtwinklige Kontaktfall nicht verwirklicht war und die Kreise 0 
und 0' unserer Konstruktionen ein wenig größer waren, als jetzt 
angenommen wurde, dann wird schon durch Abnahme von b an der 
einen Seite des Stammscheitels mit nachfolgender gleichmäßiger 
Abnahme der dreizählige Quirl auftreten können. 

Kapitel II. Die Anlegung der ersten Stengelblätter im Anscliluß 
an die Kotyledonen. 

§ 1. A l lgeme in e Bemerkungen. Es ist bereits von 
S C H W E N D E N E R betont worden, daß die Blattstellungen, welche an 
der Hauptachse der Pflanzen angetroffen werden, bestimmt sind durch 
die Anschlußverhältnisse der ersten Blätter an den Kotyledonen. 
Dennoch hat sich dieser Forscher mit den Blattstellungen an Keim-
pflanzen nicht ausführlich beschäftigt i). Wohl hat R O S E N P L E N T E R - ) 
eine Untersuchung über das „Zustandekommen spirahger Blatt-
stellungen bei dikotylen Keimpflanzen" veröffentlicht, aber den Aus-
gangspunkt seiner theoretischen Erörterungen bildet die Voraus-
setzung, daß die neuen Organe an den Stellen niederen äußeren 
Druckes am Scheitel hervortreten. Es will mir scheinen, daß man, 
wenn möglich, für die Erklärung der Blattstellungen Annahmen 
vermeiden muß, welche der Beobachtung nicht zugänglich sind. 
Wir wollen nun nachweisen, daß sich die Anschlußverhältnisse in 
den Keimpflanzen ganz aus den Beobachtungstatsachen, welche wir 
in § 1 des vorigen Kapitels klargelegt haben, erklären lassen. Ob-
wohl das Beobachtungsmaterial, auf das sich meine experimentelle 
Arbeit erstreckt hat, ziemlich beschränkt war, so genügen die fol-
genden Wahrnehmungen doch, um daraus den wichtigen Schluß 
ziehen zu können, daß in zahlreichen Fällen das Auftreten von 
Blattstellungen aus der Hauptreihe eine Folge der einfachen A n -
schlußverhältnisse der ersten Stengelblätter ist. 

§ 2. Das Auftreten der zweireihigen Blattste l lung als 
bleibende Ste l lung im A n s c h l u ß an die Koty ledonen. Be-
trachten wir zuerst die Fälle, in welchen die Hauptachse der Pflanze 
in ihrer ganzen Länge die zweireihige Blattstellung aufweist. Be-

1) Eine Ausnahme bilden die Keimpflanzen von Pinns, welche von SCHWEN-
DENER genau untersucht sind, wie später noch näher besprochen wird. 

2) Inauguraldissertation. Berlin, GUSTAV SCHAUE. 1890. 
I terson , Studien über BUttstellungeo. 18 
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kanntlich ist dies hauptsächhch der Fall bei den Monokotylen, 
obwohl auch bei den Dikotylen diese Blattstellung öfters verwirk-
licht ist. Es wird nun nach unseren Erörterungen klar sein, daß 
eine solche Stellung auftreten muß, sobald alle Blätter, welche auf 
den einen oder die beiden Kotyledonen folgen, einen Durchmesser 
besitzen, der größer ist, als die Hälfte des Stengelumfangs (der 
Faktor h also größer als ^j^. 

Nehmen wir als Beispiel für eine monokotyle Pflanze die 
Keimpflanze von Asphodehis luteus. Die Fig. 73 stellt eine solche 

Pflanze dar, welche drei Blätter 
Pig- 73- angelegt hat, die voUständig von 

der Kotyledonarscheibe um-
geben sind. Die beiden Leit-
bündel, welche man in dieser 
Scheibe bemerkt, stammen aus 
dem oberen Teil derselben, welcher 
durch ein Mittelstück in Ver-
bindung mit dem Samen steht, 
der durch die Keimpflanze aus 
der Erde gehoben wird. Mittel-
stück und Samen befinden sich 
also oberhalb der Stelle, welche 
wir mit dem Buchstaben A be-
nannt haben. Warum nun Blatt 1 
gegenüber der Stelle A hervor-
getreten ist, läßt sich bei dieser 
Pflanze nicht mit absoluter Ge-
wißheit sagen, weil die Kotyle-
donarscheibe den Stengel ganz 

umgibt und sich also keine bevorzugte Stellung (größere Lücke) 
angeben läßt. Ein Studium der Entwicklungsgeschichte würde diese 

Frage entscheiden. Es 
herrscht jedoch meines 
Erachtens kein Zweifel, 
daß sich dadurch heraus-
stellen würde, daß auch 
am Embryo die Anlage 
des Blattes 1 nach den 
aufgestellten Regeln zu-
stande kommt. Was nun 
die Blätter 2 und 3 an-
belangt, so ist ihre Lage 
unzweideutig bestimmt, 
weil ihr Durchmesser 
größer als die Hälfte des 
Stengelumfangs und nur 
eine Lücke vorhanden ist. 

Als zweites Beispiel 
wählen wir die Keim-
pflanze von Lolium 

Querschnitt der Hauptknospe einer Keim-
pflanze von Asphodehis luteus. Auf den 
Kotyledon folgt die zweireihige Blattstellung. 

Vergr. 35. 

Fig. 74. 

Querschnitt der Hauptknospe einer Keimpflanze von 
Lolium perenne. Sc. gibt die Lage des Scutellum an. 

C Coleoptile. Vergr. 80. 

perenne. (Fig. 74.) Bekannthch sind die Meinungen über die mor-
phologische Deutung der Organe des Embryos der Gräser geteilt. 
Wir bemerken nur, daß „Scutellum" und „Coleoptüe" („Pileole" von 
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V A N T I E G H E M ) superponiert stehen und daß die mit A bezeichnete 
Stelle sicher als Achsel der Coleoptile aufzufassen ist̂ )̂. Dennoch 
ließ sich wieder aus unserer Figur nicht die Notwendigkeit der 
Stellung von Blatt 1 ablesen; auch hier konnte man nur durch das 
Studium der Entwicklungsgeschichte die Gewißheit bekommen, ob 
auch dieses Blatt in Übereinstimmung mit den von uns voraus-
gesetzten Beobachtungstatsachen angelegt wurde. Daß dies mit 
den folgenden Blättern der Fall ist, wird ohne weiteres einleuchten. 
Bemerken wir nur noch, daß das Übergreifen der R ä n d e r bei 
den Gräsern eine sekundäre Erscheinung ist, welche in unserer 
Zeichnung noch sehr wenig ausgesprochen ist, aber bei älteren 
Keimpflanzen sehr beträchtlich sein kann 2). 

Schließlich möge nun auch eine Keimpflanze einer dikotylen 
Pflanze mit zweireihiger Blattstellung betrachtet werden. Figur 75 
stellt eine solche von Asarmn euro-, 
paeuiii dar, in einem Alter, in dem pig_ 
nur zwei Blätter angelegt sind. Den-
noch wird diese Abbildung genügen, 
um klar zu legen, daß dieser Fall 
ganz das erwartete Verhältnis auf-
weist. Bemerkenswert ist, daß die 
Medianebene der Stengelblätter senk-
recht zur Medianebene der Kotyledonen 
steht, • und man wird sich von diesem 
Verhalten auch leicht an anderen diko-
tylen Pflanzen mit zweireihiger Blatt- ^ . • . T T , 

-' , , 1 1 n Uuerschnitt der Hauptknospe einer 
Stellung uberzeugen können, ohne daß Keimpflanze von ^ . a r « « « . , - « / « ^ « « . 
man dazu zur Betrachtung von Quer- a und b sind die Kotyledonen, 
schnitten überzugehen braucht. Vergr. 35. 

§ 3. Das Auftreten der zwei-
reihigen Blatts te l lung im A n s c h l u ß an dig Koty ledonen 
als Ü b e r g a n g zur Blattste l lung mit dem K o n t a k t 1 und 2. 
Dieselbe Anschlußfigur, wie wir sie bei der Keimpflanze von Asarum 
europaeum kennen gelernt haben, wird auch ganz allgemein verbreitet 
angetroffen bei Arten, welche eine spiralige Blattstellung aufweisen. 
In diesem Fall wird aber das Blatt 3 nicht, wie bei den letztgenannten, 
oberhalb Blatt 1 eingefügt sein, sondern es kommt eine Übergangsf igur 
zum Vorschein, welche ganz mit dem Schema übereinstimmt, das 
wir in Fig. 2 Tafel X I V abbildeten. W ä h l e n wir als Beispiel die 
Keimpflanze von Bellis perennis, von welcher in Figur 76 ver-
schiedene Entwicklungsstadien abgebildet wurden. Der Querschnitt A 
wurde von einer ganz jungen Keimpflanze angefertige, und auf 
dieser Stufe der Entwicklung ist kein wesentlicher unterschied von 
dem in Fig. 75 abgebildeten Keimling von Asarum europaeum zu 
bemerken. Die Keimpflanze B jedoch zeigt bereits das dritte Blatt 
in ziemhch weit vorgeschrittener Entwicklung und es wird gleich 
auffallen, daß es nicht über Blatt 1 steht, sondern seitlich verschoben 
ist 3). Zu gleicher Zeit bemerkt man aber; daß der relative Durch-

1) Es gellt dies u. a. daraus hervor, daß sich an dieser Steile ein Achselsproß 
befinden kann. 

2) Man siehe z. B. die Keimpflanze von Zea Mais in GoEliELs Organographie, 
S. G03. 

3) Tiefer geführte Schnitte zeigen, daß Blatt 3 mit Blatt 1 in Kontakt steht. 
18» 
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messer dieses Blattes bedeutend geringer ist als derjenige der 
beiden ersten Blätter. Hiermit ist nun die spiralige Blattstellung 
eingeleitet, und die folgenden Blätter (siehe besonders die Pflanze D) 

Keimpflanzen von Bellis perennis, a und b sind die Kotyledonen. 
Fig. A., B. und C. 40mal vergr., Fig. D. 30mal. 

werden mit dem Kontakt 1 und 2 angelegt, wie es nach unseren 
theoretischen Erörterungen zu erwarten war. Daß die Blätter hier 
in den höheren Teilen nicht den richtigen Kontakt aufweisen, ist 
wieder sekundären Änderungen zuzuschreiben, wir können dafür 
auf das früher Gesagte (siehe S. 203) verweisen. 

Wir haben gesehen, daß in unserem Schema die Stellung des 
Blattes 3 willkürlich rechts oder links von Blatt 2 angenommen 
werden konnte. Es kommen auch in der Natur beide Möglich-
keiten vor und als Folge davon kann an der Pflanzenachse sowohl 
eine hnks- als eine rechtsgewundene Hauptspirale angetroffen werden. 

Als zweites Beispiel haben wir die Keimpflanze von MyosoHs 
palustris (Fig. 77) gewählt; es entspricht diese Pflanze unserem 
Schema noch besser als die vorige. 

Der jetzt betrachtete Fall ist auch von ROSENPLENTER be-
schrieben worden; dieser Autor sieht die Grundursache des Auf-
tretens der zweizeihgen Blattstellung"im Anschluß an die Kotyle-
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donen. darin, daß diese Organe für bestimmte Arten kleine Un-
regelmäßigkeiten in der Stellung aufweisen. Sind die Kotyledonen 
so inseriert, daß die Hauptachsen ihrer Insertionsfiächen horizontal 
liegen, und ihre Mediane einen Winkel von 180" bilden, so wäre 

A . 

Hauptknospen von Keimpflanzen von Myosotis palustris, 
verschieden alt, a und b sind die Kotyledonen. Fig. A. 

und B. 40mal vergr., Fig. C. 30mal. 

an 

Fig. 78. 

nach R O S E N P L E N T E R ein dekussiertes Blattpaar in Anschluß 
die Kotyledonen zu erwarten. Ich kann mich dieser Meinung jedoch 
nicht anschließen. Betrachtet man z. B. die 
in Fig. 78 abgebildete Keimpflanze von Rud-
beckia amplexicaulis, so sind dabei die beiden 
genannten Bedingungen erfüllt, wie daraus 
zu ersehen ist, daß die Leitbündel der Ko-
tyledonen genau einander gegenüber gestellt 
sind, während diese Organe zu einer Scheide 
verwachsen sind. Dennoch geschieht hier 
der Übergang zur Spiralstellung ganz nach 
demselben Schema wie in dem vorigen Fall. 

Die genannten Unregelmäßigkeiten 
sind nach meinesr Meinung für die Erk lärung 
der Anschlußverhältnisse an den Keim-
pflanzen ohne Bedeutung. Vielmehr glaube 
ich annehmen zu dürfen, daß diese Eigen-
tümlichkeiten immer sekundär auftreten. So 
beobachtet man öfters, daß bei ganz jungen 
Keimpflanzen, z. B. von Bellis perennis, die 
Kotyledonen genau einander gegenüber stehen, während sie bei 
älteren einen Winkel mit einander bilden. Ohne Zweifel hat hier das 
Blatt 1 (siehe Fig. 76 A.) die beiden Kotyledonen auseinander gedrückt. 

Die gleichen Anschlußverhältnisse, wie sie hier beschrieben 
wurden, fanden wir auch bei Lactuca perennis, Althaea officinalis, 
Senecio vulgaris, Campanula Medium, Melilothus cceruleus, Isatis 
tinctoria, Lupinus albus und luteus. Auch in der Arbeit R O S E N -
P L E N T E R S sind mehrere Beispiele für diese Anschlußverhältnisse 
zu finden, so daß man sie als eine allgemein im Pflanzenreich ver-
breitete annehmen kann. 

Querschnitt durch eine Keim-
pflanze von Rudbeckia am-
plexicaulis. Die Seitenränder 
der Kotyledonen sind auf der 
rechten und linken Seite zu-
sammengewachsen und dort 
befinden sich Gefäßbündel. 
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Hiermit ist einer der wichtigsten Gründe für das Auftreten 
von Blattstellungen aus der Hauptreihe aufgefunden. 

Dennoch muß bemerkt werden, daß es öfters vorkommt, daß 
die Blätter 1 und 2 nur wenig mehr als die Hälfte des Stengels 
umfassen und sie werden dann auch nur wenig in Größe verschieden 
sein; auch wird Blatt 2 dann nur wenig höher eingefügt sein als 
Blatt 1. Hierdurch kann dann der Eindruck entstehen, als wäre 
ein dekussiertes Blattpaar angelegt. Ein Querschnitt durch die 
Keimpflanze von Cnicus benedictus (siehe Fig. 79) möge dies er-

Fig. 79-

Querschnitt einer Keimpflanze von Cnicus benedictus. Die Seitenränder der Kotyledonen 
siiid zusammengewachsen. Fig. b. Der innere Teil einer älteren Keimpflanze. Beide 

Figuren 45 mal vergrößert. 

läutern. Blatt 2 dieser Figur ist ohne Zweifel kleiner als Blatt 1 
und höher inseriert. Die Blätter 3, 4 und 5 sind nach dem bekannten 
Schema angelegt. Vom letzten Blatt ab gerechnet zeigt sich aber 
ein abweichendes Verhalten: der Blattdurchmesser nimmt noch mehr 
ab und es geht der Kontakt 1 und 2 in einen 2 und 3 über. Es 
ist dies besonders in der Fig. 79b, welche einer älteren Keim-
pflanze entnommen wurde, sehr deutlich. Hier ist also der Über-
gangsfaU verwirklicht, den wir in Fig. 4 Tafel XIII als Kreis-
konstruktion auf der Kreiszylinderfläche darstellten. 

Wir werden bald sehen, daß dieser Fall den Übergang dar-
stellt zu denjenigen Fällen, bei welchen die zwei ersten Blätter 
dekussiert stehen. Es werden zwischen diesen äußersten Fällen 
jedoch noch mehr Übergangsformen gefunden, indem das eine Mal 
die BlattsteHung mit dem Kontakt 1 und 2 beibehalten (z. B. bei 
Lupinus luteus), das andere Mal eine Stellung mit dem Kontakte 
2 und 3 noch schneller erreicht wird (z. B. bei Malva sylvestris). 
Alle diese Abweichungen finden ihre Begründung in der Tatsache, 
daß die Blätter 1 und 2 kein „rechtwinkliges" Kontaktsystem 1 und 1 
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bilden, wie wir das in unserem Schema annahmen. Es kann dieser 
Umstand jedoch nicht gegen unsere Theorie angeführt werden, 
denn wir haben dabei ein solches rechtwinkliges.Kontaktsystem nur 
vorausgesetzt in dem Fall, daß eine konstante Blattstellung existiert; 
die Blätter 1 und 2 bei den jetzt betrachteten Keimpflanzen stellen 
aber solche dar, welche auf einer Übergangszone gelegen sind. 

Bei allen Übergangsfäl len, die hier in Betracht kommen, ist 
leicht einzusehen, welche Änderungen unser Schema aus Fig. 2 
Tafel X I V erfahren muß, um sich den natürlichen Verhältnissen ganz 
genau anzuschließen. Immer geschieht also die Anlage neuer Or-
gane in Übereinstimmung mit den Beobachtungstatsachen, die wir 
als das morphologisch Gegebene betrachtet haben. 

§ 4. Das Auftreten der dekussierten Blat ts te l lung im 
A n s c h l u ß an die K o t y l e d o n e n als Ü b e r g a n g zur Blatt-
stellung mit dem K o n t a k t 2 und 3. Daß bei solchen Pflanzen, 
welche die dekussierte Stellung ihren ganzen Stengel entlang auf-
weisen, das erste Blattpaar 
gegenüber den Kotyledonen Fig. 8o. 
um 90* gedreht steht, und 
daß dabei also diese Organe 
sich als die ersten Glieder 
einer konstanten Blattstel-
lung ergeben, braucht keine 
nähere Erklärung, und wir 
haben deshalb die Abbil-
dung einer Keimpflanze, 
welche dieses Verhalten 
zeigt, für unnötig befunden. 
Öfters wird man jedoch 
auch bei Pflanzen mit spi-
raliger Biattstellung als 
erstes Blattpaar ein dekus-
siertes finden. Als Beispiel 
für diese zweite sehr all-
gemein angetroffene Über-
gangsblattstellung wählen wir die Keimpflanze von Ulex europeus 
(Fig. 80). Auf die Kotyledonen folgen hier zwei dekussierte Blatt-
paare; wir haben die hier gemeinten 
Blätter mit den Zahlen 1 bis 4 
benannt, obwohl wir ausdrücklich 
bemerken, daß damit nicht gemeint 
ist, daß sie auch in dieser Reihen-
folge hervorgetreten sind. Die 
Blätter 5 und 6 sind bereits nicht 
mehr genau dekussiert und mit 
denjenigen 7 und 8 ist die spiralige 
Blattstellung eingeleitet. Man trifft 
hier also ganz genau den Übergangs-
modus verwirklicht an, den wir in 
unserem Schema Fig. 3 Tafel X V 
abgebildet haben. 

Noch schneller ist die spiralige 
Blattstellung bei der Keimpflanze 

Querschnitt durch eine Keimpflanze von Ulex 
europaeus, das Blattpaar 1 und 2 folgt auf die 

Kotyledonen. Vergr. 35. 

Fig. 8l. 

Querschnitt einer Keimpflanze von Del-
phinium consolida. Die Kotyledonen 

sind einseitig verwachsen. Vergr. 35. 
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von Delphinium consolida eingetreten, die in Fig. 81 reproduziert 
wurde. Die beiden Kotyledonen sind hier an der einen Seite zu-
sammengewachsen, an der anderen frei, was jedoch an den 
Stellungsverhältnissen nichts geändert hat, und wahrscheinlich ganz 
sekundärer Natur ist. 

Die hier betrachtete Übergangsfigur fanden wir noch bei 
Nicotiana Tabacum, Spinacia oleracea, Calendula officinalis, Sinapis 
alba. Datura Strafnoniuin, während auch aus der Arbeit R O S E N -

PLENTERs Beispiele dafür zu entnehmen sind. Hiermit ist also ein 
zweiter, sehr wichtiger Grund aufgefunden, warum in der Natur 
die Blattstellungen aus der Hauptreihe so zahlreich verwirkhcht sind. 

Von Interesse ist weiter noch der Übergangsfal l , der in der 
Keimpflanze von Linum usitassimum angetroffen wird (siehe Fig. 82). 

Fig. 82. 

Querschnitt durch Keimpflanzen von Linum usitatissimum. a und 6 sind die Kotyledonen. 
Vergr. 30. 

Auch hier kommen nach den Kotyledonen einige dekussierte Blatt-
paare vor, und zwar ist ihre Anzahl sehr verschieden bei ver-
schiedenen Keimpflanzen. Die Blattspirale wird auch jetzt nach 
demselben Schema eingeleitet. W ä h r e n d aber bei den vorigen 
Pflanzen die Kontaktstellung 2 und 3 beibehalten wird, nimmt hier 
der Organdurchmesser noch stärker ab und es kommt eine Blatt-
stellung mit dem Kontakt 3 und 5 zum Vorschein. Hier findet 
man also einen Fall verwirklicht, bei dem eine Blattstellung aus 
der Hauptreihe übergeht in die folgende höhere aus derselben Reihe. 
Es ist dieser Übergang analog demjenigen von Kontakt 3 und 5 
in den Kontakt 5 und 8, welchen wir in Fig.'6 Tafel X I V abbildeten. 

§ 5. Das Auftreten der dekussierten Blattste l lung im 
A n s c h l u ß an die Koty l edone n als Ü b e r g a n g zum drei-
z ä h l i g e n Quirl . Wir haben bei unseren theoretischen Betrach-
tungen auseinander gesetzt, wie durch gewisse Änderungen in dem 
Wert des Faktors b die dekussierte Blattstellung auf sehr einfache 
Weise in einen dreizähhgen Quirl übergehen kann. Die Keim-
pflanze von Impatiens glanduligera gibt uns für dieses Verhalten 
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ein interessantes Beispiel (Fig. 83). A u f die beiden Kotyledonen 
folgt ein Blattpaar, das ziemlich genau dokussiert gestellt ist, aber 
doch von dieser Stellung eine gewisse Abweichung zeigt. Das 
zweite darauf folgende Blattpaar weicht bereits bedeutend von der 

A . 
Fig. 83. 

B . 

Fig. 84. 

Quer schn i t t e d u r c h K e i m p f l a n z e n v o n Impatiens glanduUgera. a u n d 5 s i n d d ie K o t y l e d o n e n . 
F i g . A . 2 8 m a l vergr . , F i g . B . 3 5 m a l . 

Dekussation ab, auch sind diese beiden Blätter nicht gleich g r o ß , 
also wahrscheinlich nicht gleichzeitig angelegt. Diese Abweichungen 
genügen , um die folgenden drei Blätter, welche mit kleinerem Wert 
von b angelegt werden, in eine Stellung zu bringen, die sich bereits 
sehr stark derjenigen des dreizähligen Quirls nähert. Zwar wird 
dieser Quirl durch diese drei Blätter noch nicht ganz genau ver-
wirklicht, aber bei den folgenden Blattwirteln ist von dieser U n -
rege lmäßigkei t nichts mehr zu bemerken. 

Der Ü b e r g a n g ist also hier ganz wie es unsere theoretische 
F i g . 4 auf Taf. X V zeigt, zu stände gekommen. 

§ 6. A n d e r e A n s c h l u ß v e r h ä l t n i s s e an d e n K e i m -
p f l a n z e n . Obwohl nun mit den 
besprochenen Fällen die wichtigsten 
Übergangsf iguren, welche im A n -
schluß an die Kotyledonen auf-
treten, behandelt sind, so muß doch 
bemerkt werden, daß damit die 
MögHchkeiten noch nicht erschöpft 
sind. So m ö g e hier noch ein inter-
essantes Beispiel für eine andere 
A r t folgen, in welcher ein drei-
zähliger Quirl zu stände kommen 
kann. F i g . 84 stellt einen Quer-
schnitt durch eine tricotyle K e i m -
pflanze von Helianthus annuus dar. 
Diese Pflanze zeigt in normalem 
A n s c h l u ß an die drei Kotyledonen 
einen rege lmäßigen dreizähligen 
QuirP). E s ist dieses Verhalten 
darum besonders lehrreich, weil daraus hervorgeht, daß die Blatt-
stellung der Pflanze nicht von vornherein bestimmt ist, aber ganz 

1 ) M a n verg le iche auch H u G O D E V R I E S , D i e M u t a t i o n s t h e o r i e B d . I I , 1 9 0 3 , 
S . 2 2 8 : Einfluß der T r i k o t y l i e auf d ie B l a t t s t e l l u n g . 

Q u e r s c h n i t t e iner K e n n p f l a n z e v o n 
Helianthus annuus m i t d r e i K o t y -

l e d o n e n . V e r g r . 3 0 . 
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und gar von der A r t der Basis abhängt, an die sich die folgenden 
Blätter anschUeßen müssen. 

Bei Callilhris quadrivalvis nahm ich die A n l e g u n g von drei-, 
vier- und fünfzähhgen Quirlen wahr, je nachdem die Anzahl Kotyle-
donen drei, vier oder fünf betrug. Hiermit sind wir zu der Frage 
nach der Anlegung der ersten Blätter bei den polycotylen Koniferen-
keimpflanzen gelangt, welche für solche von Pinns besonders von 
SCHWENDENERi) Studiert wurden. A u s den Beobachtungen dieses 
Forschers geht hervor, daß die Blattbasen oberhalb der Kotyle-
donen meistens ziemlich breit werden und daß dadurch einfache 
Spiralstellungen eingeleitet werden. Dabei m u ß noch bemerkt 
werden, daß es durch die Untersuchungen von DuCHARTRE^) große 
Wahrscheinlichkeit gewonnen hat, daß die verschiedenen Kotyle-
donen in zwei Gruppen einzuteilen sind, welche den Kotyledonen 
der dikotylen Pflanzen entsprechen. A u c h diese Ü b e r l e g u n g macht 
ein normales Zustandekommen der spiraHgen Blattstellungcn aus 
der Hauptreihe bereits wahrscheinlich. 

Hauptsache ist, daß mit Ausnahme von solchen Fällen, in 
welchen starke Kantenbildungen (Cyperaceae, Cactaceae) die Blatt-
stellung beeinflussen, immer die Anschlußverhältnisse bei den K e i m -
pflanzen den Beobachtungstatsachen entsprechen, welche wir in § 1 
des vorigen Kapitels angaben, und daß in zahlreichen Fällen sich 
daraus das Hervortreten einer Blattstellung aus der Hauptreihe 
als Notwendigkeit ergibt. Ich zweifle nicht daran, daß sich auch 
die hier nicht in Betracht gezogenen Fälle in gleicher Weise er-
klären lassen. 

§ 7. N a c h t r ä g l i c h e Ä n d e r u n g in der B l a t t a n l e g u n g . 
Obwohl die Ü b e r g ä n g e verschiedener Blattstellungeri an dem 
Pflanzenstengel einem weiteren Studium vorbehalten bleiben müssen, 
so will ich dennoch nicht unterlassen hier ein einziges Beispiel 
dieser A r t anzuführen, weil es sich in vorzügl icher Weise an 
unsere vorigen Betrachtungen anschließt. In Euphorbia Lathyris 
findet man eine Pflanze, die im ersten Frühjahr ihrer Entwicklung 
(die Pflanze ist zweijährig) eine genau dekussierte Stellung ihrer 
Blätter aufweist. Bisweilen behält die Pflanze diese Stellung 
sehr lange bei und zeigt diese noch bei etwa 75 cm Länge . 
E i n solches Exemplar findet man in F i g . 1 Taf. X V I abgebildet. 
Unsere photographische Aufnahme stellt die Pflanze schief von 
oben gesehen dar und die kreuzweise Stellung der Blätter muß 
gleich auffallen. Bei den meisten Individuen jedoch zeigen im 
Sommer und Herbst die zuletzt angelegten Blätter eine merkbare 
Abweichung von der Dekussation, aber nicht immer ist die dadurch 
bedingte Unrege lmäßigkei t von derselben A r t . E s zeigt sich 
nämlich an den weiter entwickelten Pflanzen, daß zwei verschiedene 
Blattstellungen zu stände kommen können: der dreizählige Quirl 
und eine spiralige Blattstellung mit dem Kontakt 2 und 3. Die 
F i g . 2 der genannten Tafel stellt eine Pflanze im ersten Stadium 
des Ü b e r g a n g e s zu dem dreizähligen Quirl dar, F i g . 3 und 4 geben 

1) ü b e r den Wechsel der Blattstellungen an Keimpflanzen von Pinus. Ver-
handlungen des Botanischen Vereins der Provinz Brandenburg, 21. Jahrg., 1879, Sitzung 
vom 27. Juni , S. 109—1.11. 

2) Sur les Embryons qui ont ete decrits comme polycotyles. A n n . d. Sciences 
naturelles, Botanique, 3'""» S6rie, T . I X , 1848, p. 362—382. 
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ein Exemplar (dieselbe Pflanze ist in beiden Figuren in verschiedener 
Lage wiedergegeben), bei welchen die oberen Blätter deutlich auf 
6 vertikalen Reihen geordnet sind, während unten am Stengel die 
dekussierte Stellung noch sichtbar ist. Die F i g . 5 und 6 stellen 
eine Pflanze dar (beide Figuren von derselben Pflanze, aber in ver-
schiedener Stellung), bei welcher die oberen Blätter auf fünf ge-
wundenen Zeilen zu ordnen sind; auch hier ist am unteren Te i l die 
Dekussation deutlich wahrnehmbar. D a ß die fünfzeilige Blattstellung 
wirkHch eine solche mit dem Kontakt 2 und 3 ist, konnte mit 
Sicherheit durch die Herstellung von Querschnitten des Vegetations-
punktes festgestellt werden: dieselben entsprachen ganz dem Schema 
aus F i g . 5 Taf. X . Die fünf stark ins A u g e fallenden Spiralen 
sind also keine Kontaktspiralen (man vergleiche S. 221). 

W e i l die Ä n d e r u n g der Blattstellung hier nicht wie bei den 
Keimpflanzen auf einer ganz bestimmten Stufe der Entwicklung 
auftritt, so hat es g r o ß e Schwierigkeiten, Querschnitte herzustellen, 
welche diese Ü b e r g ä n g e gerade zeigen. Dennoch ist mir das für 
den Ü b e r g a n g zu dem dreizähligen Quirl wenigstens teilweise ge-
lungen. A u s den Beobachtungen, welche ich bei der Herstellung 
solcher Querschnitte machte und aus der Ordnung der Blätter an 
den Übergangsste l len bei ausgewachsenen Pflanzen geht zweifel-
los hervor, daß die neuen Stellungen nach den beiden theoretischen 
Schemas zustande kommen, welche wir in den Figuren 3 und 4 
Tafel X V abbildeten. Eben dieser Umstand war es, der uns ver-
anlaßte, diesen F a l l veränderl icher Blattstellung an Pflanzenstengeln 
hier näher zu erläutern. 

E ine wichtige Beobachtung m ö g e hier noch hinzugefügt werden. 
Diejenigen Pflanzen, bei welchen der Ü b e r g a n g nach dem drei-
zähligen Quir l verwirklicht ist, zeigen in vielen Fällen an den Ü b e r -
gangsstellen oder kurz darunter „gespaltene" Blätter, und zwar 
werden bei verschiedenen Individuen alle mögl ichen Zwischenformen 
zwischen einem einzigen ganzen Blatt und einem völ l ig gespaltenen, 
d. h. zwei Blättern angetroffen. Dabei fällt es auf, daß solche 
Blätter, bei welchen nur die Spitze ein wenig eingeschnitten ist, 
eine einzige Achselknospe besitzen, während, wenn die Spalte tiefer 
geht, zwei solche Knospen sichtbar werden. Im letzteren Fa l l ist 
auch der Blattnerv in seiner ganzen L ä n g e verdoppelt. Ich er-
innere daran, daß das Vorkommen solcher „gespaltenen" Blätter 
besonders von D E L P I N O ' ) studiert wurde; man findet in seiner 
„ T e o r i a Generale della Fillotassi" eine Reihe Beispiele von Pflanzen 
angegeben, welche solche Blätter öfters zeigen. A m meisten wurden 
sie von D E L P I N O bei solchen Arten angetroffen, welche die dekus-
sierte Blattstellung oder den dreizähligen Quirl aufweisen. 

V o n Interesse ist es nun hervorzuheben, daß man die gespal-
tenen Blätter bei Euphorbia Lathyris nur nahe an den Ü b e r g a n g s -
stellen antrifft und zwar allein bei solchen Individuen, welche höher 
am Stengel den dreizähhgen Quir l zeigen. E s hat mich dieser 
Umstand zur Aufstellung der folgenden "Hypothese geführt. M a n 
betrachte nochmals das Schema F i g . 4 Tafel X V und denke sich 

1) Teoria Generale della Fillotassi, Genova 1883, p. 197 u. f. M a n vergleiche 
auch: H u G o D E V R I E S : Over Verdubbeling van Phyllopodien, 1. c. und Die Mutations-
theorie, II. Band, 1903, S. 212 u. f, 
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darin die Blätter 2 und 2'' mit einem größeren relativen Durch-
messer im A n s c h l u ß an das Blattpaar l und 1' angelegt. Die 
Blätter 3' und 3" würden dann dichter aneinander rücken und sich 
unter bestimmten Bedingungen berühren können. W ä r e der Wert 
von h für die Blätter 2 und 2' noch ein wenig g r ö ß e r als im letzten 
F a l l , so müßten 3' und 3" übereinander fallen. W i e wird die 
Pflanze jetzt diesen Umstand vermeiden? E s besteht die Mögl ich-
keit, daß ein einziges Blatt in dieser L ü c k e zwischen 2 und 2' an-
gelegt wird; aber wenn man bedenkt, daß die Blätter 3 und 3' 
nicht von Anfang an ihre definitiven relativen Durchmesser zu 
zeigen brauchen, so ist es auch nicht ausgeschlossen, daß anfangs 
3 und 3' als zwei verschiedene H ö c k e r zum Vorschein kommen, 
die sich aber bei ihrer weiteren Entwicklung berühren, um dann 
gleichzeitig wie ein einziges Blatt hervorgehoben zu werden. Je 
nachdem die Berührung später oder früher erfolgt, soll dann die 
Doppelnatur des Blattes in allen ihren Eigentümlichkeiten mehr 
oder weniger sichtbar werden. Das Auftreten von gespaltenen 
Blättern sollte nach dieser Hypothese durch die Hinneigung zur 
Ä n d e r u n g der Blattstellung veranlaßt werden, welche sich nur in 
den allerjüngsten Blattanlagen merkbar macht, aber bereits auf-
gehoben sein soll, wenn diese Anlagen ihre erste Entwicklungs-
phase vollendet haben. Diis Tatsache, daß die gespaltenen Blätter 
besonders bei Pflanzen mit dekussierter Blattstellung oder drei-
zähligem Quirl vorkommen, würde durch diese Hypothese völl ig 
erklärt sein. 

Kapitel III. Die Anlegung der ersten Zweigblätter im Anschluß 
an das Tragblatt und den Stamm. 

§ 1. A l l g e m e i n e B e m e r k u n g e n . D a ß man das Auftreten 
bestimmter Blattstellungen an den Zweigen des Stengels aus den 
Anschlußverhältnissen der ersten Zweigblät ter an Stamm und Trag-
blatt erklären muß, ist von S C H W E N D E N E R in seiner Mechanischen 
Theorie 1) nachdrücklich betont worden, und die einzelnen Fälle, 
welche dabei zu unterscheiden sind, wurden von W E I S S E 2) näher 
studiert. Die Untersuchungen dieser Autoren haben wichtige R e -
sultate ergeben und sind kräftige Belege für die mechanische Theorie 
der Blattstellungen. Dennoch will es mir scheinen, daß es auch 
hier besser ist, die hypothetischen „Druckverhältnisse", welchen die 
beiden Autoren einen wichtigen Einfluß auf die. Anordnung der 
ersten Zweigblät ter zuschreiben, nicht in die Betrachtungen hinein-
zuziehen. Ich will deshalb auch im Folgenden für einige Fälle 
den Nachweis zu erbringen suchen, daß die „ R a u m - " und „ K o n -

1) Mechanische Theorie der Blattstellungen, Leipzig 187S, S. 98 u. f. 
2) Beiträge zur mechanischen Theorie der Blattstellungen an Axillarknospen. 

F lora 1889, Neue R e i h e , 47. Jahrg., S. 114—140. M a n siehe auch: Neue Beiträge 
zur mechanischen Theorie der Blattstellungen, Pringsheims Jahrb., 1894, 26. Band, 
S. 2 3 6 - 2 9 4 . 
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Fig. 85. 

taktverhältnisse" gänzlich genügen , um das Auftreten bestimmter 
Stellungen aus der Hauptreihe zu erklären. E s hat sich nämlich 
für diese Fälle herausgestellt, daß auch hier die A n l e g u n g der 
ersten Blätter in Übere ins t immung mit den Beobachtungstatsachen 
aus § 1 S. 253 geschieht, und wir haben gesehen, daß dann bei 
bestimmter F o r m der Basis, an welche sich die neuen Organe an-
schließen, das Auftreten von Stellungen 
aus der Hauptreihe als eine mechanische 
Notwendigkeit betrachtet werden muß. 

§ 2. D i e A n l e g u n g der z w e i -
r e i h i g e n B l a t t s t e l l u n g als d e f i n i -
t i v e b e i A x i l l a r k n o s p e n . A u s 
unseren theoretischen Betrachtungen 
folgt, daß, sobald der relative Durch-
messer der Ansatzstellen aller Zweig-
blätter g r ö ß e r ist als der halbe U m -
fang des Zweigscheitels, eine zwei-
reihige Stellung auftreten muß. E s 
wird diese Folgerung wieder ganz 
durch die Beobachtung bestätigt. So 
findet man in F i g . 85 eine Seiten-
knospe von Lilium bulbiferuiu abge-
bildet, und zwar hat man sich bei St 
den Stamm, bei Tb das Tragblatt zu denken. Die Zweigblätter 
stehen hier in derselben Ebene wie die Stengelblätter; das erste 
Blatt ist das adossierte Vorblatt. 

. D a ß diese A r t der A n l e g u n g 
nicht auf die monokotylen Pflanzen 
beschränkt ist, geht aus F i g . 86 her-
vor, welche eine Seitenknospe von 
Hedera Helix zeigt, und zwar an einem 
Zweige, der, wenigstens anfänglich, eine 
zweireihige Blattstellung aufweist. Die 
Anordnung stimmt hier vollkommen 
mit der soeben besprochenen überein. 

Bekanntlich besitzen die dikotylen 
Pflanzen nur ausnahmsweise ein ados-
siertes Vorblatt (Beispiele siehe bei 
W E I S S E 1. c ) , und es ist sogar nicht 
unwahrscheinhch, daß in diesen Fällen 
dieses Blatt phylogenetisch als die Ver-
wachsung zweier mehr oder weniger 
lateral gestellter Blätter angesehen 
werden muß. Speziell in unserem Bei-
spiel deuten die beiden symmetrisch 
gestellten Leitbündel und die zwei 
Spitzen, welche das ausgewachsene 
adossierte Vorblatt zeigt, sehr stark auf 
ein solches Verhalten hin. 

Bei anderen dikotylen Pflanzen mit zweireihiger Blattstellung an 
den Zweigen findet man oberhalb des Achselblattes ein dekussiertesBlatt-
paar; dann erst beginnt die zweireihige Stellung. In vielen Fällen ist 
das.erste Blattpaar nicht genau dekussiert gestellt und dann liegt 

Querschnitt einer Axillarltnospe von 
Lilium bulbiferum. D e r Stengel an 
der linken Seite, das Tragblatt an 
der rechten der Knospe . Vergr. 35. 

Fig. 86. 

Querschnitt einer Axillarknospe von 
Hedrra Helix, zeigt ein adossiertes 
Vorblatt und zweireihigeBlattstellung 
in .derFläche der Hauptachse. V g r . 3.'). 
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Fig. 87. 

Querschnitt einer Axillarknospe von 
Tradescanlia discolor. 1 ist das 

adossierte Vorblatt. Vergr. 45. 

die zweireihige Stellung in einer schief gestellten Ebene (Beispiel: 
Medicago sativd). W i r wollen diese Fälle hier jedoch außer Be-

tracht lassen und nur darauf hinweisen, 
daß die abweichende Anordnung des 
dekussierten Blattpaares ihren Grund 
in den Raumverhältnissen finden muß, 
welche der Zweigscheitel bei ihrer 
Anlegung darbot, sodaß ein Studium 
der Entwicklungsgeschichte hierüber 
mehr l i c h t bringen kann. 

A b e r auch bei den Monokotylen 
ist das oben abgebildete Verhalten 
Ausnahme. W o h l trifft man dabei 
immer ein adossiertes Vorblatt an, 
aber das zweite Blatt steht in den 
meisten Fällen gedreht. A l s Beispiel 
eines solchen Verhaltens haben wir 
die Achselknospe von Trades cantia 
virginica gewählt (Fig. 87), wobei das 
zweite Zweigblatt fast rechtwinklig 
auf dem Tragblatt gestellt ist. Ohne 
Zweifel findet diese Abweichung in 
der asymmetrischen F o r m der Ansatz-
stelle des adossierten Vorblattes ihre 
Erklärung, wodurch die Raumverhäl t -
nisse derart geworden sind, daß die 
größere L ü c k e am Zweigscheitel nicht 

oberhalb des Tragblattes, sondern seitwärts gelegen ist. Die A s y m -
metrie ist in dem Stadium, auf das sich unsere F igu r bezieht, noch 
deutlich zu erkennen; es ist ja der Leitbündel in der Nähe der 
Zahl 1 stärker ausgebildet als der g e g e n ü b e r gelegene im adossierten 
Vorblatt. . A u c h am Blatt selbst ist deutlich zu sehen, daß die 
Spitze des Vorblattes, die g e g e n ü b e r Blatt 2 gelegen ist, viel größer 
und stärker entwickelt ist, als die, welche sich an der anderen Seite 
der Knospe befindet. A u s unserer F igur ist weiter auch noch abzu-
lesen, daß von Blatt 2 ab die Ansatzstellen der Blätter wieder sym-
metrisch angelegt sind und somit die zweireihige Blattstellung bei-
behalten bleibt. 

§ 3. D i e A n l e g u n g d e r z w e i r e i h i g e n B l a t t s t e l l u n g an 
A x i l l a r k n o s p e n als Ü b e r g a n g zur S t e l l u n g m i t d e m K o n -
takt 1 u n d 2. E i n Blick auf F i g . 88, welche die Anschlußverhält-
nisse für die Axillarknospe von Prunus Padus darstellt, wird ge-
nügen, um zu überzeugen, daß bei den Zweigen dieser Pflanze die 
Blattstellung mit dem Kontakt 1 und 2 auf eine Weise zustande 
kommt, die ganz übereinstimmt mit einer der wichtigsten Über -
gangsarten, welcher wir im A n s c h l u ß an die Kotyledonen begegnet 
sind. Denkt man sich in dieser F igur Stamm und Tragblatt durch 
zwei Kotyledonen ersetzt, so ist sie fast nicht zu unterscheiden von 
derjenigen, welche wir für die Anlegung der spiraligen Blattstellung 
\>€\Myosotis palustris gegeben haben (man siehe F i g . 77 S. 277). Den-
noch zeigt sich ein Unterschied, der von gewissem Interesse ist. E s 
ist nämlich für die Axillarknospe von Prunus Padus die Stellung 
von Blatt 3 insofern eine bestimmte, als dieses Blatt immer an der 
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Seite de* Tragblattes gelegen ist, niemals aber nach der Achse zu 
gerichtet; die Pflanze zeigt, wie S C H W E N D E N E R es ausdrückt, eine 

Fig. 88. 

Querschnitt einer jungen achselständigen Knospe von 
Padus. Vergr . 28. 

„voranschließende" Zweigspirale. W ä r e nun Stamm und Achselblatt 
ganz den zwei Kotyledonen gleich zu stellen und demnach die 
Blattstellung ganz in Übere ins t immung mit dem theoretischen Schema 
aus F i g . 2 Tafel X I V zustande gekommen, so hätte man Blatt 3 
mit dem gleichen Rechte an der Seite des Stammes erwarten 
können (man vergleiche S. 262). D a ß dies niemals der Fal l 
ist, weist darauf hin, daß die zwei Stellen, an welchen Blatt 3 nach 
der Theorie hervortreten kann, in Wirklichkeit hier nicht genau 
gleichartig sind und daß die nach dem Tragblatt zu gerichtete 
L ü c k e in dem Augenblick, als dieses Blatt am Scheitel hervortrat, 
die g r ö ß e r e war. 

Bekanntlich hat S C H W E N D E N E R die Wahrnehmung gemacht, 
daß die Fälle mit voranschließenden Zweigspiralen besonders ange-
troffen werden bei Pflanzen, bei welchen „die Wachstumsrichtung 
der Knospe" mit der Achse des Mutterstrahls einen sehr spitzen 
W i n k e l bildet und wo überdies der Widerstand des Tragblattes, 
nach F o r m und G r ö ß e des Blattgrundes zu schließen, augenschein-
lich geringer ist, als derjenige des Stammes. Dagegen fällt nach 
seinen Beobachtungen „an Zweigen, welche nahezu rechtwinklig 
zum Mutterstrahl hervorsprossen", das dritte Blatt auf die Innen-
seite. W e n n nun aber S C H W E N D E N E R aus diesem Verhalten den 
Schluß zieht, daß der Druck, der auf die Knospe ausgeübt wird, 
die angegebene Stellung des dritten Blattes bedingt, dann scheint 
es mir wieder besser zu sein, anzunehmen, daß durch diese Stellung 
der Achselknospe g e g e n ü b e r Stamm und Tragblatt die Blattbasen 
der Blätter 1 und 2 nicht ganz symmetrisch entwickelt sind, und 
daß dadurch die nach dem Tragblatt zu gerichtete L ü c k e als größere 
bevorzugt wird. 
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Schließlich sei noch bemerkt, daß die „seitliche Abweichung" 
des dritten Blattes hier eine notwendige Folge der zweireihigen 
Anlegung der Blätter 1 und 2 ist, und daß ich mich dann auch 
nicht mit der Auffassung von W E I S S E einverstanden erklären kann, 
welcher diese Abweichung als durch die seitliche Verschiebung des 
Tragblattes verursacht ansieht. 

Das hier geschilderte Verhalten kommt nach meiner Erfahrung 
sehr allgemein vor. Bemerken wir aber, daß, je mehr die Blatt-
gründe der Blätter 1 und 2 sich dem halben Umfang des Scheitels 
nähern, desto näher die von ihnen gebildete Stellung der De-
kussation kommt. E s entstehen auf diese Weise Übergangsfä l le , wie 
wir sie auf S. 278 für die Anschlußverhältnisse an den Kotyledonen 
getroffen haben. 

§ 4. D i e A n l e g u n g d e r d e k u s s i e r t e n B l a t t s t e l l u n g an 
A x i l l a r k n o s p e n als Ü b e r g a n g z u r B l a t t s t e l l u n g m i t d e m 
K o n t a k t 2 u n d 3. In zahlreichen Fällen steht das erste Blattpaar 

getroffen und in F i g . 3 Tafel X V 
nach unseren theoretischen Voraussetzungen in Folioidenkonstruktion 
entworfen haben. Die Blätter 0 und 1 in F i g u r 89 zeigen 
bereits einen Größenunterschied, weshalb diejenigen 2 und 3 be-
trächtlich von der dekussierten Stellung abweichen, was noch 
dadurch erhöht wird, daß auch hier ein Größenunterschied herrscht. 
Dieses Verhalten, verbunden mit der Abnahme der relativen Durch-
messer der Ansatzstellen, gibt zu dem Auftreten der spiraiigen 
Blattstellung Veranlassung. 

Mit SCHWENDENER bin ich also ganz einverstanden, daß die 
Richtung der Zweigspirale durch ger ingfüg ige Abweichungen von 
der symmetrischen Lage beeinflußt wird: daß die Blätter 1 und 2 
nicht genau dekussiert stehen, hängt ohne Zweifel mit der un-
symmetrischen Lage des Tragblattes in Bezug auf den Stamm zu-
sammen. W o SCHWENDENER aber hier wieder von Druckverhält -
nissen spricht, da würde ich für die Erk lärung die Raumverhältnisse 
allein in Betracht ziehen wollen. Diese und die Kontaktverhält-
nisse, kombiniert mit den Werten der relativen Durchmesser der 

A x i l l a r k n o s p e . v o n Chrysocoma coma aurea. 
V e r g r . 4 0 . ( N a c h S C H W E N U E N E R . ) 

Fig. 89. 

am Zweig dekussiert. Bleibt die 
Dekussation an dem Zweig bei-
behalten, so stellt dieses Paar 
nur das erste Glied der Blatt-
paare dieser Stellung dar und es 
kann als überflüssig betrachtet 
werden, Beispiele für dieses Ver-
halten anzuführen. In anderen 
Fällen geht diese Blattstellungbald 
in eine spiralige über. So stellt 
F i g . 89, welche aus der Arbeit 
SCHWENDENERs 1) entnommen ist, 
die Axillarknospe yonChrysocoma 
coma aurea dar, und es wird gleich 
auffallen, daß hier ein uns bekann-
ter Übergangsfa l l verwirklicht ist, 
den wir bei vielen Keimpflanzen an-

1) M e c h a n i s c h e T h e o r i e der B l a t t s t e l l u n g e n F i g . 72, T a f e l X I I I . 
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Ansatzstellen, g e n ü g e n vollständig, um die Übergangs f igur zu er-
klären. 

Hauptsache ist, daß das Auftreten einer Blattstellung aus der 
Hauptreihe auch hier als eine mechanische Notwendigkeit der vor-
ausgesetzten Beobachtungstatsachen und der einfachen A n s c h l u ß -
verhältnisse der ersten Zweigblätter am Stamm und Tragblatt zu 
betrachten ist. 

§ 5. D i e A n l e g u n g d e r d e k u s s i e r t e n B l a t t s t e l l u n g an 
A x i l l a r k n o s p e n als Ü b e r g a n g zu d e m d r e i z ä h l i g e n Q u i r l . 
A u c h bei den Axillarknospen treffen wir denselben Ü b e r g a n g s -
modus der dekussierten Stellung in 
den dreizähligen Quirl an, welchem 
wir an der Keimpflanze von Im-
patiens glanduUgera und an dem 
Stengel von Euphorbia Lathyris 
begegneten. F i g . 90 stellt die 
Axil larknospe von Juniperus com-
munis im A n s c h l u ß an das T r a g -
blatt dar. Bekanntlich bildet hier 
dieses Blatt sowie die Knospe einen 
ziemHch großen W i n k e l mit der 
Achsel); man beachte also, daß in 
unserer Zeichnung der Stamm, wenn 
er zur Darstellung gebracht wäre , sich 
nicht genau im Querschnitt zeigen 
würde, sondern als ein in schräger Querschnitt einer Axülarlcnospe von 
Richtung geführter Durchschnitt. Juniperus communis. Tb. tragblatt, 

Das erste Blattpaar 1 und 1' St. Stamm. Vergr. 40. 

steht hier in einer Stellung, welche 
der Dekussation wohl nahekommt, aber beide Blätter sind nach 
der Achse hin verschoben. E s m u ß diese Stellung natürlich 
wieder als eine Folge der R a u m Verhältnisse aufgefaßt werden, 
welche zur Zeit der A n l e g u n g dieser beiden Blätter am Zweig-
scheitel herrschten. Durch diese Stellung der Blätter 1 und 1' ist 
die Lage der Blätter des ersten dreizähligen Wirteis bestimmt und 
es steht deshalb das erste unpaare Blatt nach dem Stamm zu ge-
richtet. Meines Erachtens ist es also auch hier nicht notwendig, 
die Druckverhältnisse für die Erk lärung der Stellung dieses Blattes 
in Betracht zu ziehen. 

1) M a n ve rg le i che S C H W E N D E N E R , M e c h a n i s c h e T h e o r i e , S . 1 0 2 . 

I t e r s o n , Studien Uber Blattstellusge». 19 



D r i t t e r A b s c h n i t t . 

Schlußbetpachtungen über die botanischen 
Anwendungen. 

§ ]. Z u s a m m e n f a s s u n g der H a u p t r e s u l t a t e . A l s Auf-
gabe, welche eine Theorie der Blattstellungen zuerst zu lösen hat, 
haben wir die folgende aufgestellt: 

Die Zahlengesetze, welche die BlattstellungsVerhältnisse auf-
weisen, als die mechanisch notwendige Folge bestimmter einfacher 
Beobachtungstatsachen zu erklären. Besonders m u ß dabei das viel-
fache Auftreten der Blattstellungen aus der Hauptreihe seine E r -
klärung finden. 

Die Ursache für das Auftreten bestimmter Blattstellungen ist 
in den Verhältnissen am Stammscheitel zu suchen, es ist also die 
Anordnung der jungen Anlagen seitlicher Organe als Ausgangs-
punkt unserer Betrachtungen gewählt worden und zwar haben wir 
mit dem Studium der k o n s t a n t e n B l a t t s t e l l u n g angefangen. 

Die Beobachtung der verschiedenen Formen, welche die jungen 
Anlagen seitlicher Sprossungen an Scheiteln von verschiedener Steil-
heit aufweisen, und die E r w ä g u n g , daß man denjenigen T e i l des 
Scheitels, auf dem diese Anlagen hervorsprossen, meistens als einen 
Tei l einer Kreiskegelf läche betrachten kann, während die jungen 
Anlagen (wenigstens am Basalteil) ziemlich genau in der Richtung 
der Kegelachse emporwachsen, hat uns zur Aufstellung dieser 
Hypothese geführt: 

„Die UmrißHnien der Ansatzstellen der jungen Anlagen sind 
im allgemeinen als Kreise auf einer Kreiskegel f läche zu betrachten." 
Die Querschnitte solcher Organe und die Ansicht von oben stellen 
dann notwendigerweise K u r v e n dar, welchen wir den Namen 
F o l i o i d e n gegeben haben. 

A u s den Beobachtungstatsachen, daß ganz allgemein bei kon-
stanter Blattstellung jedes Blatt annähernd allen anderen g e g e n ü b e r 
in übereinstimmender Weise gestellt ist, und daß nach Beendigung 
der ersten Entwickelungsphase jede junge Anlage mindestens zwei 
ältere unmittelbar berührt, folgt dann dieser Satz: 

„Die Umrißlinien der Ansatzstellen junger seithcher Organe 
bilden bei konstanter Blattstellung annähernd ein ähnhches System 
tangierender Kreise auf einer Kreiskegelf läche (für die Definition 
siehe man S. 14ö)." Die Querschnitte und Obenansichten solcher Vege-
tationspunkte müssen dann annähernd ein ähnliches System tan-
gierender Folioiden darstellen (für die Definition siehe man S. 163). 
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E s ist dieser Satz an einer Reihe von Beispielen geprüft 
und bestätigt gefunden worden. Dabei stellte sich heraus, daß 
außer der zweireihigen Blattstellung (mit dem Kontakt 1 und 1) 
die Stellungen mit dem Kontakt 1 und 2 und mit dem Kontakt 2 
und 3 am meisten in der Natur angetroffen werden. Die seltenen 
Stellungen aus den Nebenreihen wurden vorläufig nicht in Betracht 
gezogen, doch wurden verschiedene mehrfache Systeme untersucht, 
und auch hierfür fand der Satz Bestätigung. 

Ganz genau gilt der Satz nur für die Anlagen am obersten 
Tei l der Scheitel. Die Abweichungen, welche die älteren Organe 
zeigen, fanden ihre Erklärung in verschiedenen Umständen , von 
welchen die bedeutendsten diese sind: daß nämlich diese Blätter auf 
einem Tei l des Scheitels stehen, der nicht mehr als zu derselben 
Kege l f läche gehör ig zu betrachten ist, und daß in den oberen Teilen 
dieser Blätter durch sekundäres Wachstum der relative Durchmesser 
ein ganz anderer sein kann als an der Ansatzstelle, während da-
durch außerdem die F o r m der Querschnitte beträchtlich von der 
einer Folioide abweichen kann. 

A u s den bei der Prüfung des genannten Satzes gemachten 
Wahrnehmungen ergab sich ferner noch, daß bei konstanter Blatt-
stellung die Kontaktfäl le mit rechtwinkligem Kontakt am obersten 
Tei l des Scheitels vor den anderen bevorzugt werden. E s wurde 
für diese Beobachtung eine mechanische Erklärung angegeben, bei 
welcher diese Bevorzugung mit dem Umstand in Zusammenhang 
gebracht wurde, daß bei rechtwinkligen Rontaktsystemen die freie 
Oberfläche zwischen den kreis förmigen Ansatzstellen eine maximale 
G r ö ß e besitzt, und daß diese Stellung darum unter gewissen Be-
dingungen als eine Gleichgewichtslage betrachtet werden kann. 
Durch diese Hypothese war dann zugleich die Erklärung der Tat-
sache gegeben, daß sowohl bei den niederen Kontakten (speziell 
beim Kontakt 1 und 2) als auch bei den höheren am Stammscheitel 
eine Divergenz angelegt wird, welche sich bei Systemen aus der 
Hauptreihe der Limitdivergenz dieser Reihe (d. i. 137" 30' 28") nähert. 

W e n n einmal eine bestimmte Blattstellung am Sprossenscheitel 
vorhanden ist, so kann die Fortsetzung desselben Systems als eine 
mechanisch notwendige Folge der folgenden Beobachtungstatsachen 
erklärt werden: 

1. F ü r die neuen Anlagen ist der relative Durchmesser der 
Ansatzstelle (der Faktor d) derselbe wie für die bereits vorhandenen 
jungen seitlichen Sprossungen. 

2. Diese Anlagen befinden sich in Kontakt mit mindestens zwei 
älteren. 

3. Sie sind angelegt in den größeren L ü c k e n , welche sich 
zwischen den vorhandenen Bildungen befinden. 

D a nun die An legung neuer Organe nicht mit mathematischer 
Genauigkeit geschieht und sogar ziemhch bedeutende Abweichungen 
angetroffen werden, so würden diese, wenn sie öfters vorkämen, 
beträchtliche Unrege lmäßigkei ten in der Blattstellung verursachen. 
E s hat uns dieser Umstand dazu geführt, noch eine Beobachtungs-
tatsache den vorigen hinzuzufügen, obwohl diese letzten bei mathe-
matisch genauer Ausbi ldung für die Erklärung des Innehaltens einer 
bestimmten Blattstellung genügen sollten. Diese Beobachtung läßt 
sich wie folgt wiedergeben: 

19» 
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4. Kleine Unregelmäßigkei ten, welche bei der Anlegung neuer 
Organe in der Stellung oder G r ö ß e derselben auftreten, werden bei 
der Fortsetzung des Systems oder beim weiteren Wachstum wieder 
aufgehoben. 

Was die Stellungsverhältnisse am ausgewachsenen Stengel an-
belangt, so haben wir klargelegt, daß sich aus der Lage der A n -
satzstellen an solchen Stengeln kein Urtei l über das ursprünglich 
am Scheitel vorhandene Kontaktsystem gewinnen läßt. Die Koordinat-
zahlen der Spiralscharen, die an dem Stengel am meisten ins A u g e 
fallen, werden bestimmt durch die Divergenz, welche die Blatt-
insertionen aufweisen. 

W i r haben keine Veranlassung gefunden, „Versch i ebunge n der 
Ansatzstellen durch ihren gegenseitigen Druck" anzunehmen. Soweit 
kleine Divergenzänderungen für die Ansatzstellen seitlicher Organe 
merkbar sind, die meistens dazu führen, einfachere Stellungen am 
Stengel hervortreten zu lassen, als am Scheitel angelegt wurden, 

1 2 3 5 
so z. B . die genauen Stellungen —, —, —, kann dies völ l ig erklärt 
werden aus den Spannungen, welche in dem Leitbündelsystem im 
Innern der Stengel auftreten und welche wir im A n s c h l u ß an eine 
Arbeit von T E I T Z als eine Folge der Rektipetalität aufgefaßt haben. 

Wenn wir nun auch für die Ansatzstellen keine Verschiebungen 
.durch ihren gegenseitigen Druck anzunehmen brauchten, so kommen 
solche sicherlich bei den freien Enden der seitUchen Organe vor. 
Wachsen z. B. diese freien Enden in der Knospe mit ungleicher 
Schnelligkeit in die Breite als in die Tiefe oder H ö h e , so treten hier 
Verschiebungen und Kontaktwechsel ein, die der S C H W E N D E N E R -

schen Theorie genügen . 
Die Ansatzstellen der seitlichen Sprossungen haben in 

vielen Fällen einen veränderlichen Durchmesser: in bestimmten 
Fällen wachsen sie schneller, in anderen langsamer als der Stengel-
teil, auf dem sie gelegen sind; jedoch hat dieser Umstand keine 
Divergenzänderung zur Folge. E s hat uns das Studium dieses 
selbständigen Wachstums der Blattbasen zu wichtigen Schlüssen 
über die „Ber indung der Stengel durch die Blattbasen" geführt, und 
zwar sind wir zu dem Resultat gelangt, daß in bestimmten Fällen 
keine freie Stammoberfläche besteht, während in anderen der Stengel 
zum größeren Tei l von den Blattbasen berindet wird. A u c h konnte 
dabei die „Zeichnung und Gestalt der Stengel" mit der Blattstellung 
in Beziehung gebracht und die Erklärung für die wichtige Tatsache 
gegeben werden, daß die Anzahl charakteristischer Riefen, Linien 
oder Kanten in zahlreichen Fällen durch eine Zahl aus der Haupt-
reihe darzustellen ist. E s stellte sich nämlich dieser Umstand als 
eine notwendige Folge der Anlegung von Blattstellungen aus der 
Hauptreihe am Sproßscheitel heraus. 

Die Erscheinungen der v e r ä n d e r l i c h e n B l a t t s t e l l u n g haben 
wir aus folgenden Beobachtungstatsachen zu erklären gesucht: 

1. Jede Ä n d e r u n g der Blattstellung ist begleitet von einer Zu-
oder Abnahme des relativen Organdurchmessers (d. h. des Faktors 6). 

2. Die An legung neuer Organe findet immer in den größeren 
L ü c k e n zwischen den vorhandenen statt. 

3. Die neuen Anlagen sind, nach Beendigung ihrer ersten Ent-
wicklungsphase, mit mindestens zwei älteren in unmittelbarem Kontakt. 
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4. Die Ä n d e r u n g der Blattstellung geschieht meistens sprung-
weise, d. h. nachdem eine beschränkte Zahl Blätter angelegt ist, welche 
unter einander keine rege lmäßige Stellung besitzen, kommt wieder 
eine konstante Blattstellung zum Vorschein. 

Dabei m u ß dann noch bemerkt werden, daß auch für diese 
Fälle die oben genannte allgemeine Hypothese Bestät igung fand, 
daß die Umrißlinien der Ansatzstellen als Kreise auf einer Kreis-
kegelf läche zu betrachten sind. A u c h die Beobachtung, daß, sobald 
die Blattstellung eine konstante wird, die Systeme mit rechtwinkligem 
Kontakt bevorzugt werden, führt zu bedeutenden Vereinfachungen 
der Auseinandersetzungen. 

E s wurde nun nachgewiesen, daß in bestimmten Fällen die 
neu auftretende Blattstellung bereits durch den Wert des relativen 
Durchmessers {b) der neu auftretenden Organe ganz bestimmt ist 
und unabhängig ist von der A r t des vorhandenen Systems. Liegt 
nämlich der W e r t von b zwischen 1 und 0,58, so m u ß die neue 
Blattstellung eine zweireihige sein, liegt dieser W e r t zwischen 0,58 
und 0,38, dann m u ß die neue Blattstellung eine solche sein mit dem 
Kontakt 1 und 2. Be i kleineren Werten von b stellt sich die neu 
auftretende Stellung im allgemeinen als abhäng ig vom ursprünglich 
vorhandenen System heraus. 

Unter Voraussetzung der oben genannten Beobachtungstat-
sachen ergab sich weiter, daß, wenn die ursprüngliche Blattstellung 
eine solche mit dem Kontakt m und n, und wenn « < 2 i s t , die 
neu auftretende Stellung eine solche sein m u ß mit einem Kontakt 
aus der Kontaktreihe: m, n, m^n, m-\-2n usw. W a r ny2m, 
so können auch andere Stellungen auftreten als solche aus dieser 
Reihe, jedoch sind diese hier nicht näher untersucht worden. 

Andererseits wurden noch zwei Ü b e r g ä n g e erwähnt, welche die 
dekussierten Blattstellungen unter Voraussetzung der angegebenen 
Beobachtungstatsachen aufweisen können; einer davon führt zur 
spiraligen Blattstellung mit dem Kontakt 2 und 3, der zweite zu 
dem dreizähligen Quirl . 

Für einige der einfachsten Übergangsfä l le , welche nach dieser 
Theorie mögHch sind, wurden Schemata entworfen, teils als Kreis -
konstruktionen auf einer Zylinderfläche (siehe Taf. XIII), teils als 
solche auf einer abgerollten Kreiskegel f läche (siehe Taf. X I V und 
X V ) , teils auch als Folioidensysteme (siehe Taf. X I V und X V ) ; der 
Scheitelwinkel der Kege l f läche wurde wiederum aus praktischen 
Gründen gleich 28" 57'18" angenommen. A u s der Betrachtung der 
Folioidensysteme ergab sich noch, daß diese zwar die natürlichen 
Verhältnisse annähernd zum Ausdruck bringen k ö n n e n , daß sie 
aber eine UnvoUkommenheit besitzen müssen, die dadurch veran-
laßt wird, daß in der Natur eine Ä n d e r u n g der Blattstellung wahr-
scheinHch immer von einer solchen der Steilheit desjenigen Scheitel-
teils begleitet wird, auf welchem die neuen Organe hervorsprossen. 

E s hat sich nun herausgestellt, daß die Änschlußverhältnisse 
der ersten Blätter an Keimpflanzen und Axillarknospen vollkommen 
mit den theoretischen Erwartungen übereinstimmen und die be-
obachteten Übergangsf iguren die größte Übere ins t immung zeigen 
mit den nach der Theorie angefertigten Folioidenkonstruktionen. 
Im Ansch lu ß an die Kotyledonen und an Stamm und Tragblatt 
ergaben sich die zweireihigen Blattstellungen und die Dekussation 
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als die gewöhnl ichen Stellungen. Werden diese Systeme beibehalten, 
dann herrschen von den ersten Stengel- oder Zweigblät tern an die 
Verhältnisse, die wir für konstante Blattstellung gefunden haben. In 
vielen Fällen gehen diese Stellungen aber bald über in spiralige und 
zwar fand sich der Ü b e r g a n g der zweireihigen Stellung in ein 
System mit dem Kontakt 1 und 2 und der Ü b e r g a n g der dekus-
sierten Stellung in eine solche mit dem Konta,kt 2 und 3 ganz all-
gemein verbreitet. Daneben wurde auch der Ü b e r g a n g der Dekus-
sation in den dreizähligen Quir l oberhalb der Kotyledonen und an 
Axillarknospen ganz in Übere ins t immung mit der entwickelten 
Theorie gefunden. 

Hieraus geht also der wichtige Schluß hervor: In den ange-
deuteten Fällen konnte das Auftreten von den wichtigsten Blatt-
stellungen aus der Hauptreihe (und des dreizähligen Quirls) erklärt 
werden als die mechanisch notwendige Folge der oben genannten 
Beobachtungstatsachen und der einfachen Stellungsverhältnisse (zwei-
reihige Blattstellung und Dekussation), welche die ersten Blätter an 
den Keimpflanzen und Zweigen aufweisen. 

Erinnern wir schließlich noch daran, daß wir dem Ü b e r g a n g 
der Dekussation in die spiralige Blattstellung mit dem Kontakt 
2 und 3 ebenso wie dem der Dekussation in den dreizähligen Quirl 
auch am Stengel von Euphorhia Lathyris in g r o ß e r Entfernung von 
den Kotyledonen begegnet sind (siehe Taf. X V I ) und daß diese 
Ü b e r g ä n g e auch hier ganz in Übere ins t immung mit unseren 
Schemas zu stände kommen. 

Hiermit ist wenigstens für einige wichtige Fälle die Aufgabe, 
welche wir an eine Theorie der Blattstellungen gestellt haben, als 
gelöst zu betrachten. 

§ 2. A u s s i c h t e n f ü r die A n w e n d u n g der T h e o r i e auf 
a n d e r e F ä l l e . Obwohl wir uns für die Anwendung der Theorie 
auf einige wichtige Fälle beschränkt haben, so eröffnen sich doch 
zahlreiche Aussichten auf ihre Anwendung auf andere Blattstellungs-
verhältnisse. So sind die verschiedenen Ü b e r g ä n g e , welche zwischen 
Blattstellungen am Stengel vorkommen und von welchen wir nur 
zwei einfache Beispiele besprochen haben, sicheriich von denselben 
Gesichtspunkten aus zu erklären. E s sind z. B . die Ü b e r g a n g s -
figuren, welche C H U R C H für die Anschlußverhältnisse der Sonnen-
k ö p f e an den Stengel abgebildet hat und welche ihn zur Auf-
stellung wichtiger empirischer Regeln führten, auf einfache Weise 
durch die entwickelte Theorie verständlich zu machen. A u c h die 
Behandlung der Übergangs f iguren , welche zu stände kommen, 
wenn in der ursprünglich vorhandenen Blattstellung ny2in ist, 
läßt die Mögl i chke i t der Anwendung der Theorie auf die natür-
lichen Objekte zu. Dasselbe gilt auch von den Ü b e r g ä n g e n spiraliger 
Blattstellungen in Quirle und umgekehrt. Ebenso lassen sich die 
Anschlußverhältnisse der Blüten der Angiospermen größtentei ls mit 
den gegebenen Voraussetzungen in Übere ins t immung bringen, ob-
wohl hier die Mitwirkung von Faktoren angenommen werden muß, 
die für die oben betrachteten Blattstellungen außer A c h t bleiben 
konnten: der Abortus und die Intercalation seitlicher Organe. 
Übr igens kann ich bei allen diesen Fragen auf die wichtigen Aus-
einandersetzungen von S C H W E N D E N E R in seiner Mechanischen Theorie 
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verweisen; denn obwohl die hier gegebenen Betrachtungen iq 
mehreren wichtigen Punkten von den SCHWENDENERschen ab-
weichen, so stimmen für beide Betrachtungsweisen die Grund-
annahmen in so vielen Punkten mit einander überein, daß ich die 
hier gegebene Theorie gewissermaßen als eine Erweiterung der-
jenigen von S C H W E N D E N E R betrachten möchte . 

Schließlich will ich nicht unterlassen zu bemerken, daß nach 
meiner Meinung auch die Blattbildung der typischen M o o s s t ä m m -
chen mit zwei- und dreiseitiger Scheitelzelle, bei welchen bekanntlich 
die Lage der Blätter durch die Segmentierung der Scheitelzelle 
bestimmt wird, indem aus jedem Segment ein Blatt entsteht, mit 
unserer Theorie in Übere ins t immung zu bringen ist. M a n braucht 
ja nur die F i g . 2 und 4 der Taf. X mit den bekannten Quer-
schnitten der Sproßscheitel von Laubmooss tämmche n mit zwei- und 
dreiseitiger Scheitelzelle zu vergleichen, um einzusehen, daß nur 
ger i ng füg ige Ä n d e r u n g e n in unseren Figuren angebracht zu werden 
brauchen, damit sie eine vollkommene Übere ins t immung mit den 
natürlichen Objekten zeigen. Eine Ausarbeitung dieser wichtigen 
Frage mußte jedoch vorläufig unterbleiben. 

A u c h den Nachweis, daß die merkwürdigen Zahlenverhältnisse, 
welche L U D W i G für die R a n d - und Scheibenblüten der Kompositen-
k ö p f e nachwies, sich als eirie Folgerung der entwickelten Theorie 
herausstellen, muß einer weiteren Arbei t vorbehalten bleiben. 

§ 8. F ä l l e , in w e l c h e n die T h e o r i e k e i n e A n w e n d u n g 
e r l a n g t . W i r haben bereits bei der Besprechung der A n s c h l u ß -
verhältnisse an der Axillarknospe von Tradescantia virginica (siehe 
S. 286) darauf hingewiesen, daß die Stellung, welche nach der Theorie 
zu erwarten war, beträchtUch geändert werden kann infolge 
asymmetrischer F o r m der Blattbasen. E s scheint zwar eine solche 
Asymmetrie eine ziemlich beschränkte Erscheinung zu sein, dennoch 
wird das genannte Beispiel genügen , die Wichtigkeit ihrer Berück-
sichtigung erkennen zu lassen. D a ß eine solche asymmetrische 
Ausbi ldung der Blattbasen bisweilen zu sehr auffallenden Blatt-
stellungen Veranlassung geben kann, geht aus den interessanten 
Untersuchungen von K . S C H U M A N N i ) hervor, nach welchen die 
gewundenen zweireihigen Blattstellungen verschiedener Aloe-Arten 
in einer solchen asymmetrischen F o r m der Blattbasen ihre Erklärung 
finden.' E s ist dies besonders darum für unsere Betrachtungen von 
Interesse, weil sich solche Systeme nach unserer Theorie sonst nicht 
erklären ließen. 

In anderen Fällen unterliegt die Blattstellung dem Einfluß 
ausgesprochener Kantenbildungen des Stengels; es können dann 
bestimmte Kontakte aufgehoben erscheinen (Karex, Kakteen und 
andere Stammsukkulenten). Übr igens kann ich für diese Verhäl t -
nisse auf die jüngste wichtige Arbeit von W E I S S E 2) verweisen, 
welche viele Bei träge für die richtige Deutung der Blattanlegung 
in diesen Fällen gebracht hat. 

1) M o r p h o l o g i s c h e S t u d i e n H e f t I , L e i p z i g 1 8 9 2 , D i e B l a t t s t e l l u n g i n g e w u n d e n e n 
Z e i l e n , S . 7 4 ff. 

2) U n t e r s u c h u n g e n über d i e B l a t t s t e l l u n g an K a k t e e n u n d ande ren S t a m m - S u k k u -
len ten nebst a l l g e m e i n e n B e m e r k u n g e n über d i e Anschlußverhältnisse a m S c h e i t e l . 
P R I N G S H E I M S J a h r b . 1904 , B d . 3 9 , S. 3 4 3 — 4 2 3 . 
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Scheinen mir also die Fälle, in welchen die gegebene Theorie 
keine Anwendung findet, beschränkt zu sein, so bleiben andeirer-
seits doch manche Fragen, zu denen sie Veranlassung gibt, unbe-
antwortet und mehrere Untersuchungen werden notwendig sein, 
um ihre Richtigkeit in jeder Hinsicht zu beweisen. A b e r eben in 
dem A n s t o ß zur L ö s u n g verschiedener Fragen und zur Ausführung 
neuer Untersuchungen gipfelt der Hauptwert einer Theorie. 
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Betrachtungen über den 
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Diese Abhandlungen sollen im Folgenden mit den davorstehenden 
Zahlen angedeutet werden. 

A l s ich vor einiger Zeit mit dem Studium der Vegetations-
punkte beschäftigt war, kam mir die letzte Abhandlung von 
S C H L U M B E R G E R : „Sur les Miliolidees Trematophorees" ( X I ) in die 
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Hände. Die darin abgebildeten Schliffe machten auf mich einen 
überraschenden Eindruck, fand ich doch darin A n s c h l u ß - und 
Formverhältnisse der Schalenkammern, welche eine so wunderbare 
Übereinst immung mit denjenigen zeigten, welche die jungen Blätter 
am Stammscheitel aufweisen, daß man beim ersten Anbl i ck meinen 
könnte, Querschnitte von Vegetationspunkten vor sich zu haben. 
Beim näheren Betrachten der ausgezeichneten Abbildungen und 
musterhaften Beschreibungen, welche S C H L U M B E R G E R , teilweise 
zusammen mit M U N I E R - C H A L M A S von mehreren Arten aus der 
Familie der Miliolinen in verschiedenen Abhandlungen gegeben 
hat, ergab sich, daß diese Übere ins t immung nicht nur eine ober-
flächliche ist, sondern daß sich sogar bei den verschiedenen Genera 
dieselben Zahlenverhältnisse nachweisen lassen, welche die wich-
tigste Eigenschaft der Blattstellungen ausmachen. A u c h an diesen 
Schalen findet man nämlich Zahlen aus der Hauptreihe und aus 
einer der einfachen Nebenreihen wieder. 

Dieser Umstand ist auch darum interessant, weil die hier in 
Betracht kommenden Arte n durch ihren Formenreichtum und ihre 
außerordentliche Verbreitung zu den wichtigsten felsbildenden Fora-
miniferen gehören. So besteht der Kalkstein aus dem Pariser 
Becken und aus den Pyrenäen zum g r o ß en Tei l aus Schalen von 
Miliolinen, während auch jetzt noch Kalkablagerungen in der Nord-
see, westlich der norwegischen Küste , durch Foraminiferen dieser 
Familie (Genus: Biloculind) gebildet werden (nach TATT'E.'L XII). 

Zunächst m ö g e hier eine kurze Beschreibung der wichtigsten 
Gattungen folgen, um daraus die Übere ins t immung des Schalen-
baues mit den Verhältnissen am Stammscheitel klarlegen zu können. 

V o r einigen Jahren hat R H U M B L E R (XIV) den Bau der Fora-
miniferenschalen vom mechanischen Standpunkt aus zu erklären ge-
sucht, indem er den Nachweis geliefert hat, daß sich die Eigen-
tümlichkeiten der Kammeranordnung aus den Spannungsgesetzen der 
Flüssigkeitsoberflächen ableiten lassen. A n der H a n d dieser inter-
essanten Untersuchungen wollen wir dann zweitens den B a u der für 
uns wichtigen Foraminiferen näher erläutern und dadurch den Be-
weis zu erbringen suchen, daß sich auch hier die auffallenden Zahlen-
verhältnisse aus mechanischen Gründen erklären lassen, welche 
wenigstens teilweise Übere ins t immung zeigen mit denen, welche 
für die Erklärung der Blattstellungsgesetze als Ausgangspunkt ge-
nommen sind. 

Kapitel I. Karze Beschreibung der Kainnieranordnung bei 
der Familie der Miliolinen. 

§ 1. A l l g e m e i n e E i g e n t ü m l i c h k e i t e n . Die hier in Be-
tracht kommenden Foraminiferen gehören sämtlich zu den MiUo-
lineni) und zwar wurden die für uns wichtigsten von P A R K E R und 

1) Die Miliolinen sind als Unterfamlie der Milioliniden aufzufassen, in welcher 
Famil ie man außerdem noch die Nubecularinen und die Hauerininen unterbringt. M a n 
vergleiche R H U M B L E R ( X H I ) . 
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C A R P E N T E R unter dem Namen Miliola zusammengefaßt , einem 
Formenkomplex, der sich in zahlreiche Genera zerlegen läßt. 

S C H L U M B E R G E R und M U N I E R - C H A L M A S haben darauf aufmerk-
sam gemacht, daß man bei diesen Foraminiferen unterscheiden m u ß 
zwischen gewöhnl ichen und trematophoren Miliohnen. Letztere sind 
außer durch die Anwesenheit eines Trematophors in der Kammer-
m ü n d u n g durch den Besitz einer Innenwand in den Kammern aus-
gezeichnet i); meistens besitzt die Schale auch noch eine Zeichnung; 
diese Kennzeichen fehlen bei den gewöhnl ichen Miliolinen, doch ist 
hier die M ü n d u n g der Kammern mit einer Spitze (Zahn) versehen. 
W e i l nun übrigens bei den gewöhnl ichen und den trematophoren' 
Miliolinen Genera mit übereinst immendem Schalenbau angetroffen 
werden, so können wir beide gleichzeitig besprechen. W o dies ge-
wünscht erscheint, werden wir die trematophoren durch den A u s -
druck „trem." näher bezeichnen. 

Die Foraminiferen aus der Familie Miliolinae sind polythalame 
imperforate Thalamophoren, welche dadurch ausgezeichnet sind, daß 
ihre spiralenweise angeordneten Schalenkammern alle an zwei ent-
gegengesetzten Polen abschließen. Jede folgende K a m m e r ist größer 
als die vorhergehende imd schließt sich an ein oder mehrere ältere 
an, wodurch diese ganz oder teilweise überdeckt werden. Hierdurch 
entstehen Eigentümlichkeiten des inneren und äußeren Baues, welche 
bei den verschiedenen Genera sehr verschieden sind. 

Jeder gut gelungene Dünnschliff einer Miliolidae zeigt im 
Zentrum eine Embryonalkammer, welche meist eine kuge l förmige 
Gestalt besitzt, und mit einem 
K a n a l kommuniziert, der bei 
verschiedenen Gattungen, Arten 
und sogar Individuen eine sehr 
verschiedene L ä n g e aufweist (man 
siehe F i g . 91). Morphologisch ge-
hört dieser Kana l , der die E m -
bryonalkammer ein wenig kom-
primiert, zu dieser Kammer, was 
aus dem Fehlen einer Ansatz-
linie hervorgeht. Fertigt man 
von der Schale einen Quer-
schlifF an, so wird man darin 
diesen K a n a l in den meisten Fällen einmal wiederfinden, bis-
weilen aber kommt er auch zweimal vor, und es besteht auch die 
Mögl ichkeit , daß er ganz fehlt. Durchgehends ist er durch das 
Fehlen der Ansatzlinie und seinen geringen Durchmesser leicht zu er-
kennen. Die meist elliptische M ü n d u n g dieses Kanals führt zu der ersten 
Schalenkammer, welche sich über die Embryonalkammer wö lbt und 
ihre M ü n d u n g an der entgegengesetzten Seite (Pol) der Embryonal-
kammer trägt, als wo sich die M ü n d u n g des Embryonalkanals befindet. 
Durch diese M ü n d u n g der ersten Kammer kommt man in die zweite, 
welche wieder mit einer M ü n d u n g abschließt, die nun oberhalb der-
jenigen des Embryonalkanals liegt. So zeigt schließlich die ganze 
Schale die oben erwähnte spiralige Anordnung der Kammern , wo-

Fig. gl. 

a. b. c. 
A 

E m b r y o n a l k a m m e r m i t E m b r y o n a l k a n a l v o n 
Biloculina. a. Querschl i f f , b . und c. Längs-
schliffe für z w e i verschiedene S c h a l e n . V e r g r . 
+ 2 5 0 . ( N a c h M u N . - C H . \ L M . u . S C H L U M B . I I . ) 

1) N u r b e i den an d i e E m b r y o n a l k a m m e r g renzenden K a m m e r n fehlt diese 
I n n e n w a n d . 
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bei die M ü n d u n g der paaren Kammern sich an dem einen Po l be-
finden, diejenigen der unpaaren an dem anderen. Die Achse, welche 
diese beiden Pole verbindet, wird von S C H L U M B E R G E R und M U N I E R -

C H A L M A S Konstruktionsachse genannt, ein Dünnschliff senkrecht zu 
dieser Achse heißt „Querschliff" und ein solcher, welcher diese Achse 
enthält, „LängsschUff". W i r werden uns besonders mit „Quer-
schliffen" zu beschäftigen haben, und dabei hat man sich also den 
einen Pol oberhalb, den anderen unterhalb der Papierebene zu 
denken. 

Die Embryonalkammer kann bei verschiedenen Individuen 
derselben A r t verschiedene Größen aufweisen, und zwar werden 
neben Individuen mit ziemlich g r o ß e r Embryonalkammer, solche 
angetroffen mit bedeutend kleinerer. Diese zwei Formen werden, 
seit S C H L U M B E R G E R und M U N I E R - C H A L M A S diesen „Dimorphis -
mus" entdeckt haben, als megalosphärische oder . ^ - F o r m und mikro-
sphärische oder ^ - F o r m unterschieden. Be i vielen Arten unter-
scheiden sich nun aber diese ^ - F o r m e n von den ^ - F o r m e n nicht 
nur durch die G r ö ß e der Embryonalkammer, sondern zeigen außer-
dem einen viel komplizierteren B a u , indem ihre Erstlingskammern 
nicht dieselbe Anordnung aufweisen wie die älteren Kammern und 
dadurch eine sogenannte „diforme" oder „triforme" Kammeranordnung 
entsteht. Die .^-Formen dagegen zeigen meistens eine „uniforme" 
Kammeranordnung, obwohl bei einigen Genera auch eine diforme 
neben der uniformen Anordnung angetroffen wird. Merkwürdiger -
weise erreichen die ^ - F o r m e n eine beträchtlichere G r ö ß e als die 
^ - F o r m e n . Zuerst werden wir hier die einfacheren yi -Formen näher 
zu beschreiben haben, um dann die .5-Formen ins A u g e zu fassen. 

Beiläufig m ö g e noch bemerkt werden, daß die Untersuchungen 
von L I S T E R und S C H A U D I N N es sehr wahrscheinhch machen, daß 
die A- und ..5-Formen verschiedene Generationen darstellen; die 
^ - F o r m e n sollten aus Embryonen entstehen im Innern der älteren 
Schalen, die j5-Formen aus Schwärmern. 

Schhefähch muß noch ein Umstand erwähnt werden, durch 
den die R e g e l m ä ß i g k e i t des Schalenbaus beträchtlich leiden kann. 
E s kommt nämhch vor, daß die Konstruktionsachse nicht genau die-

selbe Lage beibehält, sondern bei den älteren 
Fig. g2. Kammern eine andere Richtung besitzt als bei 

den jüngeren. W i r werden aber solche Fälle 
hier nicht näher erörtern, weil dabei die Quer-
schnitte derartige Abweichungen vom regel-
mäßigen Bau aufweisen, daß sie für unseren 
Zweck keinen Wert mehr besitzen. 

§ 2. D e r m o n o l o k u l i n ä r e T y p u s . Die 
einfachste Kammeranordnung ist verwirklicht bei 
einer Foraminiferenart, welche von S C H L U M -

B E R G E R in einem fossilen Kalkstein der N O -
Lacazina Wichmanni Küs te Neu-Guineas aufgefunden wurde und 

S e f t u ^ ä c S - ^ ^ • J ' ^ , f " ^ , T D'-- W I C H M A N N zugesandt 
Vergr. 13. (Nach wurde. Man findet emen Längsschhff dieser A r t : 
S C H L U M B E R G E R X . ) Lacazina Wichmanni, S C H L U M B E R G E R , in F i g . 9 2 

halbschematisiert abgebildet. Die vertikal auf-
gestellte Konstruktionsachse hegt hier also in der Zeichnungsebene, 
und weil die Schale annähernd als ein Rota t ionskörpe r aufgefaßt 
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werden kann, wird man sich von dem Bau eine Vorstellung machen 
können, wenn man sich unsere F igur um die Konstruktionsachse 
gedreht denkt. E i n QuerschlifF wird hier also annähernd durch 
eine Reihe konzentrischer Kreise dargestellt. 

Obwohl die Öffnung der Embryonalkammer (wahrscheinlich 
durch die weit fortgeschrittene Versteinerung) nicht sichtbar ist, so 
befindet sie sich ohne Zweifel an dem oberen Pol dieser Kammer. 
Die erste K a m m e r umhüllt die Embryonalkammer vollständig, ihre 
M ü n d u n g liegt an dem unteren Pol. Die zweite K a m m e r umschließt 
wieder ganz die erste und hat ihre M ü n d u n g oberhalb derjenigen 
der Embryonalkammer, und dieser Aufbau wird auch für die übrigen 
Kammern beibehalten. 

Diese A r t gehört zu den trematophoren Miliolinen; die Pro-
tuberanz, welche in der M ü n d u n g der sechsten K a m m e r sichtbar 
ist, stellt einen Rest des Trematophors' dar. Bemerken wir noch, 
daß die Kammern im Innern mit vorspringenden Leisten versehen 
sind, welche bisweilen die gegenüber l i egende W a n d erreichen. 

Soweit mir bekannt, zeigt außer der hier besprochenen A r t 
nur die später von S C H L U M B E R G E R beschriebene Lacazina elongata 
M U N . - C H A L M . denselben einfachen Bau; es ist sogar nach diesem 
Autor nicht unmögl ich, daß diese beiden Arten identisch sind. W o h l 
findet man bei anderen Species von Lacazina und bei anderen Gat-
tungen vol ls tändig einhüllende Kammern, aber wie wir später sehen 
werden, zeigt dabei die Schale diesen Bau nicht von der Embryonal -
kammer abwärts. 

§ 3. D e r b i l o k u l i n ä r e T y p u s . A l s Beispiel für die Kammer-
anordnung, welche als bi lokulinärer Typus bezeichnet wird, kann 

a. Fig. gj. 

i 
F i g . a. u n d b . Biloculina murrhyna, S C H W A G . .<4-Form. F i g . a. Q u e r s c l i n i t t in 
P e r s p e l t t i v . F i g . b . Querscbl i f f . V e r g r . 2 0 0 . F i g . c . Biloculina depressa, D ' O R B . 

^ - F o r m . Längsscliliff. ( N a c h M U N . - C H A L M . u n d S C H L U M B . I I . ) 

der Schalenbau der ^ - F o r m von Biloculina murrhyna, S C H W A G , 

dienen, wovon F i g . 93b den Querdurchschnitt darstellt, während 
F i g . 93 a eine perspektivische Ansicht der durchschnittenen Schale 
widergibt 1). W e i l für diese A r t keine Zeichnung eines Längsschhffes 
zur V e r f ü g u n g stand, ist dafür ein solcher Durchschnitt von einer 

1) E s sei bemerlct , daß der Q u e r s c h l i f f e ine K a m m e r w e n i g e r aufweis t als d ie 
A n s i c h t z e i c h n u n g . 
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nahestehetlden A r t : Biloculina depressa D ' O R B . reproduziert worden 
(Fig. 93 c). Die M ü n d u n g des Embryonalkanals findet man an der 
oberen Seite der Embryonalkammer. Sie führt dort in die.erste 
Kammer, welche, wie aus dem Querschliff zu ersehen ist, dem Kanal 
g e g e n ü b e r liegt. Diese erste K a m m e r umhüllt die Embryonalkammer 
um mehr als die Hälfte, läßt aber einen g r o ß en Teil der Oberfläche 
frei. Die zweite Kammer, in die man durch die am unteren Pol 
gelegene M ü n d u n g der ersten K a m m e r eintritt (siehe F i g . 93 c), um-
faßt diesen frei bleibenden Tei l und stützt sich mit ihren Rändern 
auf die erste Kammer. In ganz gleicher Weise überdeckt auch 
die dritte K a m m e r die erste und stützt sich mit den . R ä n d e r n 
auf die zweite. A u c h die folgenden immer größer werdenden 
Kammern zeigen eine übereinstimmende Anordnung , sodaß sich 

alle Kammern in zwei 
Fig. p ^ . Symmetrieebenen anordnen 

lassen, die die Fortsetzung 
von einander bilden. 

Äußer l i ch sind nur zwei 
Schalen sichtbar (man siehe 
F i g . 93 a) und diesem U m -
stand verdankt der Typus 
seinen Namen. 

M a n findet diesen bilo-
kulären Typus bei allen A-
Formen der Genus Biloculina 
wieder!), einer Formen-
gruppe, welche unter die 

„gewöhnl ichen" Miliolinen zu rechnen ist. V o n den „trematophoren" 
MilioHnen besitzt die ^ - F o r m von Fabularia diese Kammer-

anordnung, wie das aus F i g . 94 

Fabularia discolithes, D E F R . , ./4-Form, Vergr, 47. 
(Nach S C H L U M B E R G E R X I . ) 

a. ^ 2 ^ - 95-

b. 

zu sehen ist, worin Fabularia 
discolithes wiedergegeben wur-
de; auch bei Individuen von 
Idalina kann diese F o r m auf-
treten, obwohl hier nicht als 
konstante Anordnung. 

§ 4. D e r t r i l o k u l i n ä r e 
T y p u s . E i n komplizierter Bau-
typus tritt uns in Triloculina 
trigonula, D ' O R B . , entgegen, 
wovon F i g . 95b einen Quer-
schliff darstellt, während Fig.9 5a 
eine Ansichtzeichnung der hal-
bierten Schale gibt. Die erste 
K a m m e r befindet sich hier 
nicht dem Embryonalkanal 
g e g e n ü b e r , jedoch ist diese 
Lag e nicht bei allen Arten 

aus der Genus Triloculina dieselbe und eine genaue Opposition 
kommt öfters vor. Hauptsache ist, daß K a m m e r 1 hier weniger 

Triloculina trigonula, D ' O R B . , A-Yoxm. F i g . a. 
Querschnitt in Perspelctiv. F i g . b. Ouerschliff. 
Vergr. 75. (Nach M U N . - C H A L M . U . S C H L U M B . I I . ) 

1) Die einzige Ausnahme bildet Biloculina anomala, ScHLUMB. , welche A r t bei 
der A-Yotm trilokulinär anfängt. 
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Fig. 96. 

als die Hälfte der Embryonalkammer umfaßt, sodaß ein sehr 
großer Tei l der Oberfläche dieser letzteren freibleibt. Die zweite 
Kammer ist nun so angelegt, daß der Embryonalkanal nicht 
von ihr überwölbt ist, sie stützt sich mit ihren R ä n d e r n einerseits 
auf diesen Kana l , andererseits auf Kammer 1; K a m m e r 2 steht 
also 1 g e g e n ü b e r um einen gewissen W i n k e l gedreht. Die dritte 
Kammer wird wieder nicht genau g e g e n ü b e r Kammer 2 angelegt, 
sie überwölbt den Embryonalkanal und stützt sich auf die beiden 
vorigen Kammern. So liegt Kammer 4 über K a m m e r 1, ist also 
wieder g e g e n ü b e r 3 gedreht und diese Bauordnung setzt sich bei 
den übrigen Kammern fort. 

W ä r e die vierte Kammer genau 
über der ersten gelegen, die fünfte 
genau über der zweiten usw., so 
müßten die K a m m e r n nach drei 
Symmetrieebenen geordnet sein, die 
unter einander einen W i n k e l von 
120" bilden. WirkHch kommt die 
Kammeranordnung bei Triloculina tri-
gonula diesem Bau ziemlich nahe, ob-
wohl sie kleine Abweichungen davon 
zeigt, und sich bei der kleinen Anzahl 
Kammern kein entscheidendes Urteil 
aussprechen läßt. Bei den meisten 
Arten aus den Gattungen Triloculina 
und Trillina^) ist aber die Abweichung 
von diesem Bau ziemlich bedeutend. 
So sind in vielen Fällen die drei Sym-
metrieebenen übergegangen in Sym -
metrieflächen, während sie in anderen überhaupt nicht auffallen. 

Bei Triloculina rotunda, D ' O R B . Z . B . (Fig. 9 6 ) wird man diese 
drei Symmetrieflächen nur mit Mühe 
aufsuchen können. Vie l deutlicher sieht 
man hier die Kammern auf zwei Spiralen 
geordnet, von welchen die eine die 
paaren, die andere die unpaaren um-
faßt 2). V o n g r o ß e m Interesse ist es 
nun zu bemerken, daß bei dieser A r t 
die Kammern einen viel bedeutenderen 
Tei l des Schalenumfanges einnehmen 
als das bei Triloculina trigonula der 
FaUist,jedoch einen merkbar geringeren 
als bei dem bilokulinären Bautypus. 

A l s Beispiel für den F a l l , bei 
dem sich die Kammern auf drei 
S y m m e t r i e f l ä c h e n ordnen, m ö g e hier 
die ^ - F o r m von Trillina Howcidni, 
S C H L U M B . , (Fig. 9 7 ) abgebildet werden. Die F igur gibt zu keinen 
besonderen Bemerkungen Veranlassung, nur sei darauf aufmerksam 
gemacht, daß die F o r m der Kammern hier eine asymmetrische ist. 

1) Die letzte Gattung umfaßt die übereinst immenden trematophoren Miliolinen. 
2) D ie Schalenanorduung ist nicht vollkommen uniform, aber die Abweichung 

davon ist nur sehr gering. 

I t e r s o n , Studien über Blattstellungen. 2(J 

Triloculina rotunda, D ' O R B . , A -
F o r m . Vergr 44. (Nach S C H L U M -

B E R G E R vin.) 

Fig. 97. 

Trillina Howckini, S C H L , A-Fotm. 
Vergr. 5 0 . (Nach. S C H L U M B . V I L ) 
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A u s dem Gesagten wird man bemerkt haben, daß unter dem 
Namen „trilokuhnärer Typus" verschiedene Schalenanordnungen zu-
sammengefaßt sind und daß wir diesen Typus nicht etwa als fest-
stehenden Bauplan aufzufassen haben. 

§ 5. D e r q u i n q u e l o k u l i n ä r e T y p u s . Nicht geringeren 
Formenreichtum weisen die Arten auf, welche man zu dem quin-

quelokulinären Typus 
Fig. g8. rechnet. Nehmen wir 

b. zuerst als ausgezeich-
neten Repräsentanten 
die ^ - F o r m von Pen-
tellina pseudosaxorum, 
S C H L U M B . (Fig. 98 a 

und b)i). Kammer 1 
befindet sich hier ge-
rade g e g e n ü b e r dem 
E m b r y ö n a l k a n a l , sie 
umfaßt aber nur einen 
Bruchteil des Umfangs 
der Embryonalkam-
mer. K a m m e r 2 liegt 
g e g e n ü b e r 1 um einen _ 
W i n k e l gedreht, und 
stützt sich einerseits 
auf den Embryonal-
kanal, andererseits auf 

wieder seitwärts von 

Pentellina pseudosaxorurn, S C H L . F i g . a. Querschnitt in 
Perspektiv. F i g . b. Querschliflf. (Nach M U N . - C H A L M . und 

S C H L U M B . H . ) 

die Embryonalkammer, Kammer 3 fällt 
K a m m e r 1, und im Ganzen sind hier fünf Kammern um die E m -
bryonalkammer gelegen. Kammer 6 endlich fällt über 1, 7 über 
2, usw. Die Kammern ordnen sich hier annähernd auf fünf Sym-

metrieebenen, welche unter-
Fig. gg. einander W i n k e l von 72" 

bilden. Dennoch m u ß be-
merkt werden, daß diese 
A n o r d n u ng nicht ganz ge-
nau verwirklicht ist, obwohl 
sie bei vielen Individuen 
dieser A r t fast erreicht wird. 

A l s erstes Beispiel einer 
abweichenden F o r m , welche 
man noch zu demselben 
Typus rechnet, m ö g e die 
yä-Form von Quinquelocu-
lina vulgaris D ' O R B . (Fig. 99) 
erwähnt werden. Die fünf 
Symmetrieebenen sind hier 
zwar nachzuweisen, aber sie 

fallen wenig auf; viel auffallender ordnen sich die K a m m e r n auf drei 
gewundenen Symmetrieflächen in derselben Weise wie das bei Trillitia 

Quinqueloculina vulgaris, D ' O R B . , .«i-Form. 
Vergr. 4 4 . (Nach S C H L U M B E R G E R V I H . ) 

1) Die Genus Pentellina umfaßt die trematophoren Miliolinen, welche in der Form 
übereinstimmen mit den Repräsentanten der Genus Quinqueloculina, zu der die gewöhn-
lichen Miliolinen gehören. 
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Howchini der F a l l war. Dieser Schalenbau kann deshalb auch als 
Ü b e r g a n g zum trilokulinären Typus betrachtet werden. Noch stärker 
kommt dieses Verhalten in der Schale der A-Yoxm von Periloculina 
Raincourti SCHLUMBERGER (siehe F i g . 100) zum Ausdruck, nur sei 
bemerkt, daß die Gattung Periloculina verschiedene Bautypen für 
dieselbe A r t aufweist, was wir später noch näher besprechen werden. 
M a n achte nun wieder besonders darauf, daß für diese beiden letzten 
Schalen die Kammern einen merkbar größeren Te i l des Schalen-
umfangs einnehmen als bei Pentellina pseudosaxorum. 

Fig. 100. 

Fig. 101. 

Periloculina Raincourti, S C H L . , ^ - F o r m . 
V e r g r . 2 8 . ( N a c h S C H L U M B E R G E R X L ) 

Pentellina Dou-villei, S c H L . , ^ - F o r m , 
V e r g r . 3 2 . ( N a c h S C H L U M B E R G E R X I . ) 

Fig. 102. 

Eine noch bedeutendere Abweichung zeigt der Bau von Pen-
tellina Douvillei S C H L U M B E R G E R , hier sind die fünf Symm«tr i e -
ebenen durch fünf gewundene Symmetrief lächen ersetzt. Man gebe 
darauf Acht , daß die drei Erstlingskammern eine F o r m besitzen, 
welche von derjenigen der übrigen Kammern bedeutend abweicht, 
und merke sich auch noch besonders, daß alle Kammern hier einen 
Bruchteil des Schalenumfangs einnehmen, der noch geringer ist als 
bei Pentellina pseudosaxorum. 

Bemerken wir schUeßlich noch, 
daß man bei anderen Arte n aus 
den Gattungen Quinqueloctilina. und 
Pentellina viele Übergangs formen 
zwischen den hier beschriebenen 
Formen antreffen kann. 

§ 6. D e r B a u t y p u s der 
G a t t u n g Sigmoilina^). E i n sehr 
schönes Beispiel für diesen Bautypus 
findet man in der Schale der A-
F o r m von Sigmoilina Macarovi 
S C H L U M B E R G E R (Fig. 102). Die 

Kammern sind hier nach zwei stark 
gewundenen Symmetrieflächen ge-
ordnet, sie nehmen einen so kleinen Bruchteil des Schalenumfangs 
ein, daß sieben Kammern nöt ig sind, um die Embryonalkammer 

Sigmoilina Macarovi, S c H L . , ^ - F o r m . 
V e r g r . S 9 . ( N a c h S c H L U i M B E R G E R I X . ) 

1 ) Fü r d ie B e s c h r e i b u n g der G a t t u n g Sigmoilina verg le iche m a n : S C H L U M B E R G E R , 
N o t e sur le G e n r e Planispirina ( I V ) . 

20* 
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einzuschließen, und äußerlich auch sieben Kammern angetroffen 
werden. Übr igens wird man den Bau dieser A r t aus der schönen 
Zeichnung S C H L U M B E R G E R S unmittelbar verstehen. 

Die anderen Arten dieser Gattung zeigen von der hier be-
sprochenen zwar Abweichungen in der A n o r d n u n g der Erstlings-
kammern, aber die Endform kommt dem Bau von Sigmoilina 
Macarovi meistens sehr nahe. 

§ 7 . D e r D i m o r p h i s m u s . W i r haben bis jetzt nur die ein-
fachen Formen betrachtet, welche eine uniforme Kammeran-
ordnung besitzen; die mikrosphärischen ̂ -Formen haben einen kom-
phzierteren Bau, indem sie alle mit dem quinquelokuhnären Typus 
anfangen, um, wenn sie etwa die G r ö ß e der Mega losphär erreicht 
haben, in dieselbe Kammeranordnung wie die ^ - F o r m überzugehen. 
Bei _den Gattungen Quinqueloctilina und Pentellina, welche auch 
in der ^ - F o r m den quinquelokuhnären Typus aufweisen, sind die 
A- und ^-Formen nur an der G r ö ß e der Embryonalkammern zu 
unterscheiden; wir haben diese ^-Formen dann auch hier nicht zur 
Darstellung gebracht. Für die ^ - F o r m von Biloculina murrhyna, 
ScHWAG findet man das beschriebene Verhalten in F i g . 1 0 3 , für 

Fig. 103. Fig. 104. 

Biloculina murrhyna, S c H W A G , j5-Form. 
QuerschlifF. V g r . 200. (Nach M U N . - C H A L M . 

und S C H L U M B E R G E R I I . ) 

Triloculinatrigonula,WO^i. 
B.¥orm. QuerschlifF. Vgr.120 . 

(Nach M U N . - C H A L M . und 
S C H L U M B E R G E R I I . ) 

die . 5 -For m von Triloculina trigonula, D ' O R B . in F i g . 1 0 4 abgebildet. 
Die erste F i g ur vergegenwärt ig t den Ü b e r g a n g des quinquelokuhnären 
Typus in den trilokulinären und dann in den bilokulinären, stellt also 
eine „triforme" Kammeranordnung dar, während die zweite F igur den 
Ü b S - g a n g des quinquelokuhnären in den trilokulinären Typus wieder-
gibt und sich also auf eine „diforme" Kammeranordnung bezieht i). 

§ 8 . D e r I n i t i a l p o l y m o r p h i s m u s . In seltenen Fällen zeigt 
sich um die Embryonalkammer der ^ - F o r m e n eine andere Kammer-
anordnung als die älteren Kammern aufweisen, eine Erscheinung, 
welche von M U N I E R - C H A L M A S und S C H L U M B E R G E R „Po lymorphi sme 
yiitial" genannt ist. So findet man bei Idalina antiqua M U N . - C H A L M . 

und S C H L . um die Megalosphär entweder die bi-, tri- oder quin-
quelokulinäre Anordnung. E i n ähnliches Verhalten .zeigen auch 
die Gattungen Periloculina M U N . - C H A L . und S C H L . und Lacazina 

1) Ausnahmsweise bleibt die 5 - F o r m von Biloculina hicernula S C H W A G trilol^u-
linär und scheint niemals den bilokulinären Typus zu erreichen. 
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M U N . - C H A L M . 1), welche sich von Idalina durch die Anwesenheit von 
Rippen oder Zwischenleisten in den Kammern unterscheiden. 

F i g . 105 gibt für die ^ - F o r m von Idalina antiqua den Ü b e r -
gang vom quinquelokuhnären Typus in den bilokulinären, während 

Fig. WS. Pk- 'o6. 

Idalina antiqua, M U N . - C H A L M . U . S C H L . 
^ - F o r m . V e r g r . 19. ( N a c h M U N . - C H A L M . Periloculina Zitelli, M U N . - C H A L M . U . S C H L . 

u n d S C H L U M B E R G E R I I . ) ^ - F o r m . Quersch l i f f . V e r g r . 17 . ( N a c h 
M U N . - C H A L M . u n d S C H L U M B E R G E R I I . ) 

F i g . 106 den Ü b e r g a n g des bilokulinären in den monolokul inären dar-
stellt für d i e ^ - F o r m von Periloculina Zitteli M\JN.-CiiAi.M. und S C H L . 

§ 9. A n d e r e B a u t y p e n . Die meisten und bedeutendsten 
Miliolinen zeigen eine Kammeranordnung, welche sich auf einen der 
obenerwähnten Typen zurückführen läßt, dennoch werden in der 
Famihe Miliolinae noch einige Gattungen mit abweichenden Bau-
formen untergebracht. So hat die Gattung Spiroloculina mit den 
jetzt beschriebenen Formen gemein, daß die K a m m e r m ü n d u n g e n 
an zwei entgegengesetzten Polen liegen, und sie stimmt sogar mit 
den .^-Formen von Biloculina darin überein, daß sich die Kammern 
auf zwei Symmetrieebenen (oder Flächen) ordnen. W ä h r e n d aber 
bei Biloculina die Kammern einander einhüllen, bedecken bei 

Fig. loy. Fig. io8. • 

spiroloculina excavata, D ' O R B . ^ - F o r m . Sp,roculinainaequilateralis,^CW.. A-¥oxm. 
V e r g r . 3 4 . ( N a c h S C H L U M B E R G E R V I I I . ) V e r g r . 0 5 . ( N a c h S C H L U M B E R G E R V I I I . ) 

Spiroloculina die Kammern einander nur teilweise. So stellt F i g . 107 
die ^ - F o r m von Spiroloculina excavataV'ÖKB. dar, bei welcher 
A r t die beiden Symmetrieebenen in eine einzige zusammenfahen. 
D a ß dieser letzte Umstand keine allgemeine Rege l ist, folgt aus 
dem Bau von Spiroloculina inaequilateralis S C H L U M B . (Fig. 108). 

1) M i t A u s n a h m e der o b e n besprochenen Lacazina Wichmanni, w o b e i (bis j e tz t ) 
n u r d ie monolokulinäre A n o r d n u n g angetroffen w o r d e n is t . 
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Heterillina Guespellensis, S c H L . ^4 -Form. 
Vergr. . 5 8 . (Nach S C H L U M B E R G E R I X . ) 

Bemerken wir noch kurz, daß die jS-Formen bei dieser Gattung 
nur durch die G r ö ß e der Embryonalkammern von den ^ - F o r m e n 
zu unterscheiden sind. 

Bei der Gattung Massilina und der damit in F o r m überein-
stimmenden trematophoren MiHolinen aus der Gattung Heterellina 
findet man um die Embryonalkammer zuerst die Kammeranordnung nach 

dem quinquelokuhnären T y -
pj^^ pus, während die älteren eine 

' A n o r d n u n g zeigen, wie wir 
sie bei Spiroloculina ange-
troffen haben. A l s Beispiel 
m ö g e hier die ^ - F o r m von 
Heterillina Guespellensis 
S C H L U M B . (Fig. 109) dienen. 

E i n zweites abweichen-
des Verhalten zeigt die 
Gattung Adelosina, indem 
hier bei den ./4-Formen die 
erste K a m m e r sich ganz um 

die Embryonalkammer umbiegt i) und ihre M ü n d u n g oberhalb der-
jenigen des Embryonalkanals hat. Die übrigen Kammern aber und 
auch alle Kammern der ^-Formen zeigen Anordnungen, welche 
sich in die beschriebenen Typen einordnen lassen. 

Erwähnen wir nun schließlich noch, daß die Genera Verte-
bralina und Articulina, welche nicht bei der Familie Miliolinae 
untergebracht werden, ihr dennoch sehr nahe stehen, indem sie ihre 
Kammern teilweise miliolinär anordnen, obwohl sie an ihren älteren 
Kammern einen anderen Bau aufweisen. 

§ 10. V e r g l e i c h u n g des S c h a l e n b a u s der M i l i o l i n e n 
mit den A n s c h l u ß v e r h ä l t n i s s e n j u n g e r B l ä t t e r am V e g e -
t a t i o n s p u n k t . W i r haben uns bei der oben gegebenen Beschrei-
bung und Einteilung der Typen den gebräuchl ichen Ausdrucks-
weisen angeschlossen, jetzt wollen wir aber nachweisen, daß diese 
Formen sich übersichtlicher ordnen lassen, wenn wir dabei die 
Resultate unserer Blattstellungsstudien in Betracht ziehen. V o r -
läufig m ö g e n die abweichenden, unter 8 besprochenen Bautypen 
von der Behandlung ausgeschlossen werden. 

Zuerst sei darauf hingewiesen, daß bei den Schalen mit u n i -
f o r m e r Kammeranordnung annäherungsweise jede Kammer den 
anderen g e g e n ü b e r eine übereinst immende Lage einnimmt. Die 
Mittelpunkte der Kammerquerschnitte bilden also annähernd einen 
Tei l eines „ähnhchen Punktsystems auf einer Ebene", und weil 
jede folgende K a m m e r g r ö ß e r ist als die vorhergehende, so muß 
dieses System sicher ein „einfaches" sein. D a ß sich die Kammer-
mittelpunkte dann auch auf Systemen paralleler Spiralscharen ordnen 
lassen, braucht nicht näher hervorgehoben zu werden. Die K a m -
mern selbst sind von verschiedener Gestalt; doch zeigt ihre U m -
rißhnie meistens eine gewisse Übere ins t immung mit der Kurve , 
welche wir als „Fol ioide" kennen gelernt haben. Eine Vergleichung 
der Querschliffe von Schalen mit uniformer Kammeranordnung 

1 ) Dabei wird die Embryonalkammer ganz von der W a n d dieser ersten Kammer 
eingehüllt. 
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mit den Folioidenkonstruktionen, welche auf Tafel X zu finden 
sind, wird deutlich machen, daß diese Querschliffe mit den „ähn-
lichen Systemen tangierender Folioiden" wichtige Eigenschaften 
gemein haben. Jede Kammer wird von vier oder sechs anderen 
berührt und auch die Scharen paralleler „Kontaktspiralen" fallen 
unmittelbar ins Auge . Jedoch findet man bei den Schalen 
keine L ü c k e n zwischen den Kammern wie bei den Folioiden-
konstruktionen zwischen den FoHoiden, und eben dieser Umstand 
gibt zu der abweichenden F o r m der K a m m e r n Veranlassung. M a n 
kann sich nun in diesen K a m m e r n Folioiden konstruiert denken, 
die der Kaijimerform mögl ichst nahe kommen und die dann zu-
sammen das ähnliche Folioidensystem bilden, mit dem die Kammer-
anordnung die größte Ubereinstimmung zeigt. W e n n wir dann 
diese Fohoidensysteme wieder durch ihre zwei- oder dreizähligen 
Kontakte ausdrücken, so können wir den Schalenbau vol lständig 
beschreiben. Die oben besprochenen und abgebildeten Arten mit 
uniformer Kammeranordnung (^-Formen) lassen sich bei dieser A u s -
drucksweise in folgende Reihe ordnen: 

Lacazina Wichmanni, S C H L U M B . Kontakt 0 und 1 

Biloculina murrhyna, S C H W A G "1 ^ I ^ I J I 
^ , , . ruT -r^ f Kontakt 1 und 1 Fabularia discolithes, D E F R . / 

Triloculina rotunda, D ' O R B . Kontakt 1 und 2 

Triloculina trigonula, D ' O R B . Kontakt 1, 2 und 3 

Trillina Hoivchini, S C H L . | 

Quinqueloculina vulgaris, D ' O R B . / Kontakt 2 und 3 

Periloculina Raincourti, S C H L . 

Pentellina pseudosaxorum, S C H L . Kontakt 2 , 3 und 5 

Pentellina Douvillei, S C H L . Kontakt 3 und 5 

Sigmoilina Macarovi, S C H L . Kontakt 2 und 5 

Bei der Prüfung dieser Angahe e r w ä g e man, daß man niemals 
mathematische Genauigkeit zu erwarten hat, die K a m m e r n weisen 
z. B . nur sehr annähernd eine konstante Divergenz aufi), während 
sie auch öfters Abweichungen von dem symmetrischen Bau zeigen, 
so daß keine wirklichen Folioiden darin zu beschreiben sind, sondern 
nur asymmetrische Figuren. W i r wissen bereits aus unseren Blatt-
stellungsstudien, wie auch durch diesen letzten Umstand die Divergenz 
eine Ä n d e r u n g erfahren kann. Dennoch können wir den Vergleich 
noch ein wenig weiter fortsetzen. Dazu erinnern wir daran, daß 
bei den Folioidenkonstruktionen bestimmte Kontakte nur bei be-
stimmten Werten des „relativen Folioidendurchmessers", des Faktors b, 
zu konstruieren sind, und zwar gilt dafür folgende Tabelle: 

für den Kontakt 0 und 1 ist (5 = 1 
„ „ „ 1 „ l liegt b zwischen 1 und + 0 , 5 
„ „ „ 1 „ 2 „ 3 „ + 0 , 5 u n d + 0 , 3 8 
„ „ „ 2 „ 3 „ /; „ + 0 , 3 8 „ + 0 , 2 3 

., „ 3 „ 5 „ /5 ,., + 0 , 2 3 „ + 0 , 1 4 

„ „ „ 2 „ 5 „ <5 „ + 0 , 2 3 „ + 0 , 1 6 

1) So fand ich für die 10 jüngsten Kammern von Pentellina Douvillei, S C H L . 
diese Divergenzen: 143", 140", 127", 152", 127° , 135", 142", 128", 147", 1 3 4 ° , d. i. im 
Mittel 137 ",5. Obwohl also die einzelnen Werte ziemlich stark voneinander abweichen, 
ergab der Mittelwert eine merkwürdige Annäherung an die Limitdivergenz der Hauptreihe. 
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Bei den Foraminiferenschalen kann man nun als Maßstab für 
den Faktor h den Tei l des Schalenumfangs annehmen, der von 
den Kammern eingenommen wird, und man wird sich leicht da-
von überzeugen, daß bei roher A n n ä h e r u n g die tatsächhch be-
obachtete Breite der Kammern mit diesen theoretischen Werten 
übereinstimmt. Damit ist also die Beziehung erklärt, auf die wir 
bei unseren Beschreibungen öfters hinwiesen, welche zwischen dem 
Schalenbau und der relativen Breite der Kammern besteht. 

Daß sich die Schalen mit- diformer und triformer Kammer-
anordnung mit FoHoidensystemen mit veränderl ichen Kontakten 
vergleichen lassen, wird ohne weiteres deutlich sein. Die oben ge-
nannten Beispiele lassen uns also folgende Reihe aufstellen: 
^ - F o r m von Biloculina murrhyna, S C H W A G . Ü b e r g a n g vom K o n -

takt 2 und 3 in den Kontakt 1 und 1. 
^ - F o r m von Triloculina trigonula, D ' O R B . Ü b e r g a n g vom K o n -

takt 2 und 3 in den Kontakt 1, 2 und 3. 
^ - F o r m von Idalina antiqua, M U N . - C H . U . S C H L . Ü b e r g a n g vom 

Kontakt 2 und 3 in den Kontakt 1 und 1. 
^ - F o r m von Periloculina Zitteli, M U N . - C H . U . S C H L . Ü b e r g a n g 

vom Kontakt 1 und 1 in den Kontakt 0 und 1. 
A u s dem Obenstehenden geht also der wichtige Schluß 

hervor, daß die in § 2—8 beschriebenen Schalen die größte Über-
einstimmung mit Folioidenkonstruktionen zeigen, wie wir sie in 
unseren früheren Studien kennen gelernt haben, und zwar mit 
solchen, welche konstante oder veränderhche Kontakte aus 
der Hauptreihe und aus der einfachen Nebenreihe 2 und 5 auf-
weisen. Nun sahen wir, daß auch die Anschlußverhältnisse junger 
Blätter an den Vegetationspunkten sich mit solchen Folioiden-
konstruktionen vergleichen lassen und zwar ebenfalls meistens mit 
solchen, die Kontakte aus der Hauptreihe besitzen. Nur die K o n -
takte 0 und 1 und 2 und 5, welche wir bei den Foraminiferen-
schalen gefunden haben, zeigen die Pflanzen nicht. In den meisten 
Fällen, und das muß jedermann auffallen, besteht also zwischen dem 
beschriebenen Schalenbau und den Kontaktverhältnissen am Scheitel 
eine merkwürdig e Übere ins t immung nicht nur in der äußeren Ge-
stalt sondern auch in den Zahlenverhältnissen. 

Man denke nun nicht etwa, daß die hier angeführten Beispiele 
mit Vorbedacht ausgewählt wurden und daß diese Übere inst immung 
nur für sie gilt, nein, sämtliche Genera, welche man zu der Familie 
Miliolinae vereinigt hat, mit nur einigen ganz bestimmten Aus-
nahmen, über die bald näher gesprochen werden wird, zeigen einen 
ähnlichen Schalenbau, Bei allen Species von Biloculina, Triloculina, 
Trillina, Quinqueloculina, Pentellina, Sigmoilina, Idalina, Peri-
loculina, Lacazina, Fabularia und Adelosina"^) läßt sich die Kammer-
anordnung mit Folioidenkonstruktionen aus der Hauptreihe oder aus 
der Nebenreihe 2 und 5 vergleichen. 

Nur bei denjenigen Gattungen, bei welchen der spirolokulinäre 
Typus auftritt, erfährt diese Regel eine Ausnahme. E s gilt dies 
also noch für die übrigen Genera: Spiroloculina, Massilina und 
Heterillina. Bei Spiroloculina excavata, D ' O R B . (Fig. 107) findet man 

1) Für diese letzte Gattung hat man bei den .<4-Formen die erste K a m m e r von 
der Betrachtung auszuschließen. 
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zwar eine Anordnung der K a m m e r n , welche an die zweizeilige 
Blattstellung erinnert, jedoch läßt dieser Schalenbau sich nicht mit 
den dafür geltenden Folioidenkonstruktionen vergleichen, weil die 
Kammern nur einen Te i l des Schalenumfangs einnehmen, der kleiner 
ist als die Hälfte desselben. Be i Spiroloculina inaequilateralis 
S C H L U M B . (Fig. 108) ist sogar die konstante Divergenz nicht mehr 
vorhanden und hört die Übereinst immung ganz auf. W a s schließlich 
die Genera Massilina und Heterellina anbelangt, so zeigen dafür, 
wie wir gesehen haben, nur die jüngeren Kammern den spirolokuli-
nären Bautypus und die übrigen bilden ein System, das sich wieder, 
ganz ntiit den P'olioidenkonstruktionen vergleichen läßt. A u c h die 
nicht unter die Miholinen fallenden Genera: Vertebralina und 
Articulina weichen, nur in der Anordnung ihrer letzten Kammern 
von einem solchen Bau ab. 

Obwohl sich also einige bestimmte Ausnahmen angeben lassen, 
so wird dadurch die Bedeutung unserer Sch lußfo lgerung nicht ver-
mindert, daß in den meisten Fällen sich die Kammeranordnung in 
den Miliolinenschalen vergleichen läßt mit FoHoidensystemen, welche 
Kontakte aus der Hauptreihe oder ausnahmsweise aus der einfachen 
Nebenreihe 2 und 5 aufweisen. W o r i n die Ursache für diese inter-
essante Übere ins t immung mit den pflanzlichen Vegetationspunkten 
zu suchen ist, warum die genannten Kontaktsysteme bevorzugt 
werden, warum der quadrilokulinäre Typus niemals aufgefunden 
wird und bei der biformen Anordnung der quinquelokuHnäre Typus 
in den trilokulinären und dieser in den bi- und monolokul inären 
übergeht, ohne daß dabei ein quadrilokulinärer Typus verwirklicht 
wird, sind Fragen, die durch die genannten Ausnahmen nichts von 
ihrer Bedeutung verloren haben. 

Kap. II. Die Meclianik des Kammerbaus bei der Familie der 
Miliolinen. 

§ 1. A l l g e m e i n e G e s e t z e . W i e bereits früher gesagt 
wurde, wollen wir uns den theoretischen Betrachtungen von 
R H U M B L E R anschließen und zwar werden wir zuerst die Mechanik 
des Kammerbaus, wie sie für sämtliche mehrkammerige Foramini-
feren gilt, kurz besprechen, um dann diese Anschauungen auf den 
Schalenbau der MilioHnen zu übertragen. 

Die Untersuchungen von L i S T E R und S C H A U D I N N haben es 
unzweifelhaft gemacht, daß alle polythalamen Foraminiferen im 
Jugendzustand aus der Embryonalkammer aUein bestehen. Die A n -
legung der ersten K a m m e r geschieht nun in der Weise, daß die 
Sarkode aus der Embryonalkammer hervorfließt und sich gegen 
die W a n d dieser Kammer anlegt, um, wenn sie eine bestimmte 
G r ö ß e erreicht hat, an der äußeren und bisweilen auch an der 
inneren Seite eine K a l k w a n d abzusetzen. Dabei bleibt eine Stelle 
von der Kalkablagerung frei; aus dieser „ M ü n d u n g " tritt nun nach 
einiger Zeit aufs neue ein Sarkodestrom, der zu der Bi ldung der 
zweiten K a m m e r Veranlassung gibt, 
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Nun hat man die Sarkode sicherlich als Flüssigkeit zu be-
trachten; dies geht ja schon aus der „ K ö r n c h e n s t r ö m u n g " in den 
von ihr ausgesandten Pseudopodien hervor. Die Oberf läche der 
ausgeflossenen Sarkode muß also den Flüssigkeitsgesetzen unter-
worfen sein und diese müssen auch in der von ihr abgelagerten 
Kalkwand zum Ausdruck kommen. Diese Ü b e r l e g u n g bildet den 
Grundgedanken der R n u M B L E R s c h e n Ableitungen. 

Die Frage nach der Gestalt des Sarkodestroms wird be-
deutend vereinfacht durch den Umstand, daß die Schwerkraft auf 
die Gestalt desselben keinen Einfluß ausübt. E s findet das seine 
Erklärung darin, daß die ausfließende Sarkode ein spezifisches Ge-
wicht besitzt, das nur wenig von dem des umgebenden Meer-
wassers verschieden ist. Das Hervortreten der Sarkode wird nämhch 
durch Wasseraufnahme bewirkt, welche wahrscheinlich auf osmoti-
schem Wege geschieht, so daß das aufgenommene Wasser frei von 
Salzen und also spezifisch leichter ist als das Meerwasser. Die 
Substanz, welche diesen erhöhten osmotischen Druck hervorruft, ist 
nach R H U M B L E R die bei der A t m u n g erzeugte Kohlensäure . W i r d 
diese bei der Anlegung der Schalenwand als kohlensaurer K a l k 
abgesetzt, so ist damit die E r h ö h u n g des osmotischen Druckes auf-
gehoben und in diesem Stadium findet man die Sarkode in der 
jüngsten K a m m e r nur als dünnen Wandbelag wieder. Im Laufe 
der weiteren Entwicklung wird diese K a m m e r ganz mit Sarkode 
ausgefüllt und schheßhch wieder der Zustand erreicht, in welchem 
die Sarkode durch neue Wasseraufnahme aus der K a m m e r her-
vortritt. 

Genügt schon diese Herabsetzung des spezifischen Gewichtes, 
um die Unabhängigke i t der Kammergestalt von der Schwerkraft 
zu erklären, so wird dieser Umstand noch dadurch verstärkt, daß 
die Oberf lächenspanpung hier wahrscheinlich eine sehr bedeutende 
Kraft darstellt, g e g e n ü b e r welcher die Schwerkraft nicht in Betracht 
kommt. . 

Beim Hervorfl ießen kommt die Sarkode mit zwei Medien in 
Berührung: der Schalenwand und dem Meerwasser. W e n n sie dann 
infolge der Adhäs ion an der Schalenwand entlang fließt, so muß sie 
mit derselben einen W i n k e l bilden, der, wenn die Oberfläche der 
Sarkode überall dieselbe Spannung und die Schalenwand die gleiche 
Zusammensetzung besaß, auch überall denselben Wert aufweisen 
müßte. In diesem Fal l würde derjenige Te i l der Oberfläche der 
Sarkode, der nach dem Meerwasser hingerichtet ist, die Gestalt 
einer Kugel f läche besitzen. Nun lehrt die Beobachtung, daß diese 
beiden letzten Verhältnisse gar nicht genau verwirklicht werden, und 
daraus geht also notwendig hervor, daß die Oberf lächenspannung der 
Sarkode keine g le ichmäßige sein kann. E s wird diese Inhomo-
genität im Sinne R o u x dadurch ermögl icht , daß die Sarkode, wie 
das von BüTSCHLi, S C H A U D I N N und R H U M B L E R festgestellt wurde, 
einen „wabigen Bau" besitzt. 

D a nun aber die Ungleichheit in den meisten Fällen in ge-
setzmäßiger Weise zum Ausdruck kommt, indem z. B . der vordere 
Tei l des Sarkodestroms eine andere Spannung besitzt als der hintere, 
während dazwischen der Ü b e r g a n g g le i chmäßig ist, so läßt sich 
doch allgemein dieses Gesetz aufstellen: Die h o m o l o g e n R a n d -
w i n k e l , mit denen sich die neuen W ä n d e an den älteren absetzen, 
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besitzen einen konstanten Wert . Dieses Gesetz hat R H U M B L E R an 
zahlreichen Beispielen bestätigt gefunden, auch an den Querschliffen 
der Miliolinen. E s sind ja in diesen Schliffen die K a m m e r n alle in 
der Mitte durchgeschnitten und die darin vorkommenden R a n d -
winkel sicherlich „homologe" . Man kann sich von der Richtigkeit 
dieses Gesetzes in unseren Figuren leicht überzeugen. D a ß es auch 
für die Miliolinen mit biformer Kammeranordnung Geltung hat, wie 
von R H U M B L E R nachgewiesen wurde, ist darum noch besonders 
interessant, weil daraus die Unabhäng igke i t des Randwinkels von 
der Schalengestalt hervorgeht. 

Bedenkt man, daß auch die freie Oberf läche der Sarkode an 
homologen Stellen gleiche Beschaffenheit zeigt, so geht daraus her-
vor: „ h o m o l o g e Querschnitte verschiedener Kammern sind ähnliche 
Figuren". Daß auch diese Rege l für die meisten Schalen richtig 
ist, wird man aus unseren Abbildungen entnehmen können; daraus 
wird man aber auch sehen, daß es Ausnahmen gibt, diese muß 
man einer Ä n d e r u n g der Oberf lächenspannung an homologen Stellen 
zuschreiben, ohne daß sich dafür eine weitere Erklärung angeben läßt. 

Findet also durch die gegebene Betrachtung bereits die Ge-
stalt der einzelnen Kammern auf physikalischem W e g ihre Erklärung, 
so hat R H U M B L E R noch einen zweiten Schritt getan, indem er 
die verschiedenen K a m m e r a n o r d n u n g e n bei den polythalamen 
Foraminiferenschalen näher zu erklären versuchte. Dazu hat dieser 
Forscher an der H a n d des Minimalflächengesetzes untersucht, wie 
sich die Sarkode auf den vorhandenen Schalenteilen ausbreiten muß, 
wenn die Schale verschiedene W i n k e l und K r ü m m u n g e n aufweist. 
Der für unsere weitere Betrachtung wichtigste Schluß, zu dem er 
gelangte, ist der folgende: 

E i n Flüssigkeitsrand läßt sich bei gleichem Randwinkel auf 
einer gekrümmten Fläche um so schwerer ausbreiten, je konkaver 
die K r ü m m u n g der F läche ist, auf einer konvexen, je kleiner der 
Krümmungsrad ius ist. Für die Beweis führung dieses und für seine 
anderen wichtigen Schlüsse m ö g e auf die Originalabhandlung hin-
gewiesen werden. 

A b e r auch andere Umstände als das genannte Minimalflächen-
gesetz üben auf die Kammeranordnung Einfluß aus, teils sind das 
dieselben, welche die Gestalt der einzelnen K a m m e r n bestimmen, 
teils auch andere. R H U M B L E R faßt diese „physikalischen Momente, 
die auf Grund des rein flüssigen Zustandes der alveolar gebauten 
Sarkodenmenge die Ausbildung der Schale bei allen Foraminiferen 
bewerkstelHgen", wie folgt zusammen: 

1. Die Inhomogeni tät der Spannung der Oberfläche. 
2. Das Gleichbleiben homologer Randwinkel. 
3. Die Gestalt der Flußfläche. 
4. Die Lage der als Ausflußöffnung dienenden Schalenmündung. 
5. Das Gesetz des kleinsten Oberf lächenkonsumes. 
6. Die Menge der ausgeflossenen Sarkode. 

A n zahlreichen Beispielen hat der genannte Forscher diese 
Betrachtungen geprüft und bestätigt gefunden, auch die Miholinen 
sind dabei wieder angeführt worden. Im Folgenden werden wir 
ausschließlich für diese Famihe die Rl-iUMBLERsche Theorie an-
wenden, wir werden dabei ausführlicher sein müssen als dieser 
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Forscher und auch von einigen anderen Gesichtspunkten aus unsere 
Darstellung zu geben haben. 

§ 2 . A n w e n d u n g a u f den S c h a l e n b a u der M i H o l i n e n . 
W e n n die Sarkode aus der M ü n d u n g der Embryonalkammer hervor-
fließt, so wird sie, .wie gesagt, über die Kammerwand strömen und 
sich daran mit einem bestimmten W i n k e l ansetzen. E s leuchtet 
nun ein, daß, je weniger Sarkode ausfließt und je größer ihre Ober-
flächenspannung ist, desto schmaler die Ansatzstelle des Stromes 
sein muß; ist dagegen die Quantität Sarkode g r o ß und die Ober-
flächenspannung klein, so wird dieser Strom sich über einen größeren 
Tei l der Embryonalkammer ausbreiten. 

Der einfachste denkbare Fa l l ist nun der, daß die Menge 
Sarkode so g r o ß ist, oder die Spannung so klein, daß die ganze 
Oberfläche der Embryonalkammer davon überströmt wird. Diesem 
Verhalten begegnet man, wie wir gesehen haben, bei Lacazina 
Wichmanni S C H L . (Fig. 9 2 ) . D a ß nun in diesem Fa l l die M ü n d u n g 

der ersten K a m m e r derjenigen des Embryonalkanals gegenüber 
gelegen ist, muß einer Abweichung in der Spannung der Sarkoden-
oberifläche an dieser Stelle zugeschrieben werden, obwohl sich dafür 
zur Zeit noch keine mechanische Erk lärung geben läßt. Für die 
weitere Oberfläche scheint die Spannung eine ziemlich g le ichmäßige 
zu sein, denn die Schale besitzt annähernd eine kuge l förmige Gestalt. 
Tritt bei dieser A r t aus der M ü n d u n g der ersten K a m m e r eine neue 
Menge Sarkode aus, so ist diese größer als diejenige, welche aus 
der Embryonalkammer hervorkam. Bei gleich gebliebener Ober-
flächenspannung und gleicher Beschaffenheit der Schalenwand wird 
dann die erste Kammer wieder vollständig von Sarkode überströmt 
werden. A u c h jetzt muß wieder eine Inhomogenität der Spannung 
an dem Pol, der der M ü n d u n g der ersten K a m m e r gegenüberl iegt , 
die M ü n d u n g der zweiten erzeugen. Ganz dasselbe Spiel wieder-
holt sich bei der A n l e g u n g der folgenden Kammern. 

E i n . wenig komplizierter wird das Verhalten für den bilokuli-
nären Bautypus, wie wir es bei der .<4-Form von Biloctilina und von 
Fabularia angetroffen haben (Fig. 9 3 u. 9 4 ) . H ier sind die Quanti-
tät und die Spannung der aus der Embryonalkammer hervor-
fließenden Sarkode derart, daß nicht die ganze Oberfläche derselben 
mit Sarkode überdeckt wird, daß aber die Ansatzstelle doch mehr 
als die Hälfte des Kammerumfangs beträgt. W e i l nun der Sarkode-
stroni mit einer gewissen, wenn auch kleinen Geschwindigkeit aus 
der M ü n d u n g des Kanals hervorfließt, so wird sich dieser Strom 
über denjenigen Tei l der Kammeroberf läche ausbreiten, der dem 
Embryonalkanal gegenüberl iegt . Umstände , wie wir sie später 
kennen lernen werden, durch die die Richtung dieses Stromes ab-
gelenkt werden kann, kommen bei den hier betrachteten Formen 
nicht vor; die Opposition von Embryonalkanal und erster Kammer 
scheint hier die Rege l zu sein. 

Eine der bedeutendsten Eigentümlichkeiten in dem Bau von 
Biloculina .nr\A Fabularia, und auch bei allen übrigen Miliohnen, 
mit Ausnahme der Gattung Adelosina, ist nun die, daß der Strom, 
welcher zur Bildung der ersten Kammer Veranlassung gibt, an dem 
Pol der Embryonalkammer, welcher der K a n a l m ü n d u n g gegenüber-
liegt, aufhört. W a r u m das der Fa l l ist, läßt sich nicht mit Sicher-
heit angeben. Wahrscheinhch ist hier die Beschaffenheit der Schale 
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eine andere und wird dadurch die S t r ö m u n g der Sarkode erschwert; 
möghchervveise spielt dabei die Inhomogeni tä t der Oberflächen-
spannung eine Rol le oder haben kleine Abweichungen in der F o r m 
der Embryonalkammer an dieser Stehe einen Einfluß; höchstwahr-
scheinlich also ist eine mechanische Erk lärun g dafür m ö g h c h , wenn 
sie auch jetzt noch nicht anzugeben ist. 

Die freie Oberfläche der Sarkode besitzt bei den meisten Bilo-
culina sicher keine g le ichmäßige Spannung, indem die W a n d , be-
sonders in der Nähe der Ansatzstehen stärker gebogen als in der 
Mitte und öfters sogar zugespitzt erscheint. 

W e n n nun aus der ersten Kammer aufs neue ein Sarkodestrom 
hervorquillt, der jetzt bedeutender ist als der, welcher aus der 
Embryonalkammer hervortrat, so kann dieser zwar mit dem ge-
ringsten Widerstand an den Seiten der Ansatzstehen des Embryonal -
kanals entlangfließen, aber durch die beträchtliche Breite des Stromes 
wird dieser K a n a l ganz überdeckt und hat also auf die Stellung 
der zweiten K a m m e r keinen Einfluß. Seitwärts wird der Strom 
erst gehemmt durch die Ansatzstellen der ersten K a m m e r , welche 
durch die oben erwähnte starke K r ü m m u n g oder Zuspitzung einen 
großen Widerstand bilden und dem Strom ein bestimmtes Flußbett 
vorschreiben. A b e r auch an der vorderen Seite wird der Strom 
durch die Ansatzstelle der ersten Kammer gehemmt, sobald er die 
Hälfte der Schale umflossen hat und oberhalb der K a n a l m ü n d u n g 
angelangt ist. Hierdurch ist also die F o r m und Lage der zweiten 
K a m m e r eine ganz bestimmte und zwar hegt sie genau g e g e n ü b e r 
der ersten Kammer. A u c h die übrigen Kammern werden in ganz 
übereinstimmender Weise angelegt. 

Betrachten wir nun die Fälle, in welchen der aus der E m -
bryonalkammer fließende Sarkodestrom einen Te i l der Oberf läche 
derselben einnimmt, der kleiner ist als die Hälfte des Schalen-
umfangs. Im ahgemeinen wird dieser Strom wieder aus der Mün-
dung des Kanals mit gewisser Geschwindigkeit hervorfliessen und 
wird die erste K a m m e r diesem K a n a l g e g e n ü b e r angelegt. In 
diesen Fällen erleidet aber die Richtung des Stromes öfters eine 
Abweichung, wozu sich verschiedene Gründe angeben lassen. So 
kann es vorkommen, daß der Embryonalkanal eine beträchtliche 
L ä n g e besitzt und dadurch zweimal auf dem Querschnitt angetroffen 
wird, dann wird sich der Strom leichter an einer der Seiten dieses 
Kanals entlang bewegen; diesen Fa l l findet man z. B . bei Sigmoilina 
Macarovi, S C H L . (Fig. 102) verwirklicht. A u c h kann es vorkommen, 
daß die K a n a l m ü n d u n g nicht genau symmetrisch ist und an der 
einen Seite den Sarkodestrom leichter zufließen läßt als an der 
anderen; dies ist wahrscheinlich bei Triloculina trigonula D ' O R B . 
(Fig. 95) die Erk lärung für die schiefe Lage der K a m m e r g e g e n ü b e r 
dem Embryonalkanal. A u c h besteht natürlich die Mögl i chke i t einer 
ungle ichmäßigen Beschaffenheit der Schalenwand. 

In allen diesen Fällen befindet sich die M ü n d u n g der ersten 
K a m m e r wieder an dem Pol, der der M ü n d u n g des Kanals gegen-
über liegt, und es gilt also dieselbe Bemerkung, welche wir in 
Bezug auf die Lage der M ü n d u n g der ersten K a m m e r für Bilocii-
lina gemacht haben. 

W i e sich nun die dritte K a m m e r stellen wird, wird auch jetzt 
allein dadurch bestimmt, auf welchem W e g die aus der ersten 
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Kammer hervorfließende Sarkode den geringsten Widerstand findet. 
So muß sich die zweite Kammer bei Triloculina trigonula, D ' O R B . 
(Fig. 95) notwendigerweise über dem noch freigebhebenen Teil 
der Oberfläche der Embryonalkammer anlegen. Obwohl auch hier 
der aus der M ü n d u n g der ersten K a m m e r hervortretende Strom, 
weil er mit einer gewissen Geschwindigkeit hervortritt, Neigung 
besitzt, sich dieser Kammer genau g e g e n ü b e r anzulegen, so erleidet 
er doch eine Ablenkung, weil die am leichtesten zugänghch e Fluß-
fläche seitwärts gelegen ist. Der Strom wird hier an seinen Seiten 
durch den Embryonalkanal und durch die erste K a m m e r zurück-
gehalten. Die Lage der übrigen Kammern ist ebenfalls genau 
durch das Minimalflächengesctz bestimmt. 

Bei Pentelli7ta pseudosaxorum S C H L . (Fig. 98), bei der die 
erste Kammer genau dem Embryonalkanal g e g e n ü b e r gesteht ist 
und eine noch kleinere relative Breite besitzt als bei der letzt-
genannten A r t , bleibt für die Anlegung der zweiten K a m m e r noch 
ein großer Tei l der Oberfläche der Embryonalkammer frei. Es 
wird nun einleuchten, daß hier durch den Umstand, daß sich die 
neue Kammer mögl ichst der vorhergehenden g e g e n ü b e r zu stellen 
sucht, als Flußfläche eine der Ansatzkanten des Embryonalkanals 
bevorzugt wird. A u c h alle folgenden Kammern werden in den 
am leichtesten zugänghchen Furchen angelegt, und, wenn mehrere 
zur V e r f ü g u n g stehen, wird sich immer die neue K a m m e r der 
letztangelegten so viel wie mög l i ch g e g e n ü b e r zu stellen suchen. 

W i r haben also gesehen, daß die Sarkode sich immer derart 
zwischen den älteren Kammern fortbewegt, daß bei dem gegebenen 
Quantum die Oberfläche so klein wie m ö g l i c h ist. Wodurch wird 
nun aber jedesmal dieses Quantum Sarkode bestimmt? E s muß 
ja einleuchten, daß nur darum ein so rege lmäßiger Kammerbau 
zustande kommt, weil diese Quantität immer einen ganz bestimmten 
Wert besitzt. 

M a n kann als wahrscheinhch annehmen, daß durchgehends 
der Sarkodestrom dann ausfließen wird, wenn der osmotische Druck 
der Kohlensäure eine bestimmte konstante G r ö ß e erreicht hat. 
Setzen wir nun voraus, daß die ganze Quantität der in den älteren 
Kammern vorhandenen Sarkode für die Bi ldung der neuen Kammer 
benutzt wird, so muß der Inhalt dieser K a m m e r dem Quantum 
vorhandener Sarkode proportional sein. Ist dann der Inhalt der 
Embryonalkammer J^, derjenige der ersten K a m m e r Jx — qJ^, so 
wird der Inhalt der zweiten K a m m e r gegeben durch J = q{Jü-\- i/o) 
= ?/o ü + gl der dritten durch / s = ?/o (1 + 2 ^ + q^) = qj^ (1 + qf, 
der vierten durch ^4 = ^/o (1 + ?)'̂  usw., also der durch 

y „ = ^/o (1 + ?)" ~ -̂ Hieraus folgt, daß in diesem F a l l der Inhalt 
zweier aufeinander folgender Kammern das konstante Verhältnis 
(1 + q) zeigen muß. 

W e i l nun aus der Konstanz der Ansatzwinkel, wie bereits 
früher hervorgehoben wurde, folgt, daß die einzelnen Kammern 
annähernd als ähnliche Figuren betrachtet werden k ö n n e n , so 
müssen, wenn unsere Voraussetzung richtig ist, übereinstimmende 
A b s t ä n d e in den aufeinander folgenden K a m m e r n ein konstantes 
Verhältnis aufweisen. W e n n man nun diese Folgerung an den 
Schalen prüft, so stellt sich heraus, daß sie bei Schalen mit uni-
former Kammeranordnung in sehr roher A n n ä h e r u n g richtig ist, 
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obwohl ziemlich bedeutende Abweichungen nicht selten sind. M a n 
bedenke aber, daß die ÄhnHchkeit der K a m m e r n sicherhch nicht 
genau verwirklicht ist, und daß man also schon zufrieden sein muß, 
wenn das Verhältnis nicht all zu sehr variiert. Tabelle X X I gibt 
für Triloculina rotunda, D ' O R B . dieses Verhähnis für die Breite 
der Kammern. 

Tabelle XXT. 
V e r h ä l t n i s der K a m m e r b r e i t en für Triloculina 

rotunda, D ' O R B . (Fig. 98). 

Nummer der 
K a m m e r 

Breite in 
mm 

Verhältnis 

2 0,034 
3 0,045 0,76 
4 0,061 0,74 
5 0,084 0,73 
6 0,114 0,74 
7 0,142 0,80 
8 0,182 0,78 
9 0,246 0,74 

10 0,319 0,77 

Bei Schalen mit diformer Kammeranordnung ist die Sache 
eine andere. So geht aus der Tabelle, welche R H U M B L E R (XIV) 
für die Kammerober f lächen von der j5-Form von Biloculina Sarci, 
S C H L U M B . , gegeben hat, hervor, daß für die ^ - F o r m e n dieser A r t 
die genannte Proportionalität zwar für die älteren K a m m e r n besteht, 
daß sie aber mit dem Ü b e r g a n g der quinquelokuhnären Kammer-
anordnung in die bi lokulinäre verloren geht. Zur Bi ldung der 
jüngsten Kammern m u ß hier eine relativ viel beträchthchere Quan-
tität Sarkode ausfließen als für die der ersteren. 

Man kann diese Tatsache dadurch erklären, daß man annimmt, 
daß die Quantität gebildeter Kohlensäure hier nicht proportional 
dem Quantum vorhandener Sarkode ist, sondern stärker als diese 
zunimmt, ohne daß dafür der mechanische Grund jetzt bekannt ist. 
Doch m u ß erwähnt werden, daß R H U M B L E R bereits auf eine andere 
Erklärungsmögl ichke i t hingewiesen hat, nämlich diese: bei den 
kleinen Kammern m u ß der O b e r f l ä c h e n d r u c k i ) einen bedeutenden 
W e r t annehmen und wirkt dann sicherlich mit dem osmotischen 
Druck des Meerwassers zusammen der Ausdehnung der Sarkode 
entgegen. Bei der Bildung von den größeren K a m m e r n wird 
dieser Oberf lächendruck einen viel geringeren Wert erlangen und 
wahrscheinlich nicht mehr auf die G r ö ß e der K a m m e r n von Einfluß 
sein, sodaß sich diese bei demselben osmotischen Druck verhältnis-
mäßig mehr ausdehnen können. Dieser Umstand würde es begreiflich 
machen, warum die mikrosphärischen ^ -Formen gerade durch die 
relative Kleinheit der ersten K a m m e r n ausgezeichnet sind, und würde 
auch die merkwürd ige Beobachtung erkl.ären, daß diese Formen 
immer die Kammeranordnung der ^ - F o r m annehmen, sobald sie 

1 ) E s läßt sich ja dieser Druck darstellen durch O \ ^ '^y wenn 0 die 

konstante Oberflächenspannung und R^, Ä , den größten und kleinsten K r ü m m u n g s -
radius darstellen. 
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die GröiSe der Megalosphär erreicht haben. Unerklärt bleibt es aber 
vorläufig, warum dieses Verhalten sich nicht bei den .5-Formen des 
Quinqueloculina und Pentcllina zeigt. 

Wenden wir uns nun zu der wichtigsten Frage, durch welche 
Umstände die Ubereinstimmung des Schalenbaus mit den Ansch luß-
verhältnissen am Stammscheitel verursacht wird. 

Zunächst bemerken wir, daß die äußere Kammerwand nach 
außen sich hervorwölben muß, weil die Oberf lächenspannung der 
Sarkode diese Form zur Folge hat, während die innere Kammer-
wand in ihrer Lage durch die älteren K a m m e r w ä n d e bestimmt ist 
und sich dadurch nach der inneren Seite der K a m m e r hinwölbt. 
D a nun, wieder als eine Folge der Oberf lächenspannung, die Form 
der Kammern symmetrisch ausfällt, so m u ß der Querschnitt dieser 
Kammern eine For m besitzen, welche der Folioide nahe kommt. 
Nach dem, was wir oben über die G r ö ß e der einzelnen Kammern 
bei den Schalen mit uniformem Kammerbau gesagt haben, folgt 
dann, daß die Querschnitte als eine Reihe von Folioiden zu be-
trachten sind, bei welchen die übereinstimmenden L ä n g e n ein kon-
stantes Verhältnis besitzen. 

Denken wir uns nun, daß bei einer Schale mit uniformer 
Kammeranordnung bereits eine Reihe Kammern vorhanden ist, und 
daß die Beobachtung uns gelehrt hat, daß diese annähernd ein 
ähnliches Folioidensystem mit dem Hauptverhältnis a bilden. Die 
Anlegung einer neuen Kammer kann dann fo lgendermaßen ge-
deutet werden: Eine neue Folioide legt sich in unmittelbarem 
Kontakt mit bereits vorhandenen Folioiden in derjenigen L ü c k e an, 
welche am dichtesten nach dem Zentrum zu gelegen ist. Dabei hat 
diese Folioide eine solche Größe , daß ihr Durchmesser mit dem-
jenigen der zuletzt angelegten Kammer das Verhältnis a ergibt. 
A u s unseren mathematischen Darlegungen folgt nun, daß dann die 
neue P'olioide notwendig in das bereits vorhandene System hinein-
gehört. Die Fortsetzung des Systems kann also als die mechanisch 
notwendige Folge dieser Umstände betrachtet werden, welche sich 
ihrerseits aus den Flüssigkeitsgesetzen erklären ließen. 

Vergleicht man nun das hier Gesagte mit unseren Betrachtungen 
über die Fortsetzung eines Kontaktsystems bei konstanter Blatt-
stellung (man siehe S. 218), so wird eine Übere inst immung in den 
Gesetzen der Anlegung neuer Blätter und Kammern auffallen. Doch 
wollen wir nicht unterlassen hier die Abweichungen, die diese beiden 
Fälle aufweisen, hervorzuheben: Bei dem Vegetationspunkt werden 
die neuen Blätter an der inneren Seite des Fohoidensystems an-
gelegt, hier an der äußeren. Bei den Pflanzen haben wir den 
konstanten Faktor b als die bestimmende G r ö ß e angenommen, hier 
aber ist die Konstanz des Faktors a vorausgesetzt. Die neuen 
Anlagen seitlicher Sprossungen wurden nicht immer in den am 
tiefsten gelegenen Lücken angelegt, obwohl das in den meisten 
Fällen gilt; bei der Kammeranlegung wird diese tiefste Lücke 
immer bevorzugt. Endl ich fanden wir am Stammscheitel freie Stamm-
oberfläche, bei den Schalen sind die Zwischenräume, welche die 
Fohoidenkonstruktionen aufweisen, mit Wandmaterial aufgefüllt. 

Ist nun hiermit (bei uniformer Kammeranordnung) die Fort-
setzung des vorhandenen Systems als eine mechanische Notwendigkeit 
erklärt, so erhebt sich zweitens die Frage, wie die ersten Kammern 
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in eine Lage kamen, welche diesem System nahe kommt, denn es 
m u ß die ganze Kammeranordnung durch diesen Umstand bestimmt 
sein. Diese Ü b e r l e g u n g führt uns nochmals zu der Besprechung 
der Anlegung der Erstlingskammern zurück, die wir bereits früher 
betrachtet haben, jetzt aber von einem allgemeinen Standpunkt aus 
erläutern wollen. 

Denken wir uns, daß die ersten K a m m e r n mit einer sehr kleinen 
relativen Breite angelegt werden, dann läßt sich die Anordnung um 
die Embryonalkammern durch das neben-
stehende Schema (Fig. HO) veranschaulichen. pio-, uo. 
In dieser F igur trägt der Embryonalkanal * 
die Zahl 0 und es wurde weiter dem früher 
erwähnten Umstand Rechnung getragen, 
daß die neue Kammer immer derart in den 
zugängl ichsten Riefen angelegt wird, daß 
eine mögl ichst g r o ß e Divergenz g e g e n ü b e r 
der zuletzt angelegten K a m m e r erreicht wird. 

W e n n nun diejenige Kammer , welche 
bei Fortsetzung unseres Schemas links gegen 
den Embryöna lkanal zu liegen kommt, die 
Zahl n trägt, und diejenige, welche rechts gegen K a m m e r 1 zu liegen 
kommt, also die Nummer (n--\) besitzt, dann liegen die Erstlings-
kammern derart, daß sie ein Folioidensystem mit dem Kontakt 2 
und n beginnen. (Ausnahmsweise kann dies auch das System mit 
dem Kontakt 2, n und (2 + n) sein.) Darin m u ß nun, wie aus 
unserer F igu r unmittelbar einzusehen ist, n eine ungerade Zahl 
sein. Der Wert dieser Zahl hängt nur von der relativen Breite 
der Ansatzstellen ab. 

K o m m t der Embryonalkanal zweimal in dem Querschnitt vor, 
so hat man sich bei unserem Schema nur die beiden mit 0 und 1 
angedeuteten H ö c k e r als Durchschnitte dieses Kanals zu denken. 
Die gezogene Schlußfo lgerung wird dadurch aber nicht geändert. 

In zwei Fällen findet unser Schema ä priori keine Anwendung: 
erstens, wenn die K a m m e r 1 so breit angelegt wird, daß sie die 
ganze Embryonalkammer einhüllt und zweitens, wenn diese K a m m e r 1 
mehr als die Hälfte der Embryonalkammer umfaßt. Diese U m -
stände sind aber so einfach, daß es nach dem früher Gesagten 
nicht nöt ig ist, nochmals anzugeben, wie dann annähernd Systeme 
mit dem Kontakt 0 und 1 oder 1 und 1 eingeleitet werden. 

Umfaßt die erste K a m m e r weniger als die Hälfte der E m -
bryonalkammer, so kann der einfachste F a l l auftreten, auf den sich 
unser Schema bezieht, nämlich derjenige, bei welchem n= \ ist. 
Die Erstlingskammern müssen dann ein System mit dem Kontakt 
1 und 2 einleiten, wie man das bei Triloculina rotunda, SCHLUMB., 
(Fig. 96) auch verwirkhcht sieht. Be i noch geringerem W e r t der 
relativen Breite der Ansatzstellen kommt dann ein System mit dem 
Kontakt 1, 2 und 3 zustande. 

Der zweite bei unserem Schema m ö g l i c h e F a l l ist der, bei 
welchem w = 3 wird, also der Kontakt 2 und 3 resultiert, während 
bei noch geringerem Wert der Breite ein solches mit dem Kontakt 
2, 3 und 5 entsteht. 

A l s folgendes System läßt sich nun bei kleiner werdender 
Ansatzstelle dasjenige mit dem Kontakte 2 und 5 erwarten. W i r k -

I t e r s o n , Studien über Blattstellungen. 21 
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lieh haben wir dieses bei Sigmoilina Macarovi, S C H L U M B . , (Fig. 102) 
angetroffen, und man überzeugt sieht leicht, daß die Anordnung der 
Erstlingskammern unserem Schema ziemlich genau entspricht. 

W a r u m kommt nun aber bei Pentellina Douvillei S C H L U M B . 

(Fig. 101), bei ungefähr gleicher Breite der Ansatzstelle wie bei 
der letztgenannten A r t , das System mit dem Kontakt 3 und 5 
zu Stande? 

W i r haben bereits früher auf die abweichende F o r m der drei 
ersten Kammern aufmerksam gemacht, welche diese A r t kenn-
zeichnet. Diesem Umstand muß es wahrscheinlich auch zugeschrieben 
werden, daß diese drei Kammern nicht in Ubereinstimmung mit 
unserem Schema angelegt sind, sodaß K a m m e r 3 nicht neben 
K a m m e r 1 liegt, sondern sich nach dem Embryonalkanal hin ver-
schoben hat. Die übrigen Kammern ordnen sich alle nach den 
oben aufgestellten Regeln. W i r finden hier also in dem abweichen-
den Verhalten der Erstlingskammern den Grund für das Auftreten 
eines anderen Systems. 

A u c h bei anderen Schalen findet man bisweilen eine A b -
weichung von unserem Schema; es ist in den meisten Fähen dann 
aber leicht einzusehen, in welcher Weise dann doch noch ein System 
auftreten kann, welches einem Folioidensystem mit Kontakten aus 
der Hauptreihe nahe kommt, wir müssen aber für diese Beispiele 
auf die Figuren von S C H L U M B E R G E R verweisen. 

Werfen wir nun noch einen Bl ick auf die Schalen mit diformer 
Kammeranordnung. Nach dem, was wir über die Schemas für ver-
änderliche Blattstellung gesagt haben, wird es deutlich sein, daß, 
wenn die Menge ausfließender Sarkode unverhältnismäßig zunimmt, 
dasselbe Folioidensystem nicht innegehalten werden kann, daß aber, 
wenn das alte System eines aus der Hauptreihe war, auch das neue 
ein solches sein muß. Soviel von dem Ü b e r g a n g des Systems 
mit dem Kontakt 2 und 3 (der quinquelokulinäre Typus) in solche 
mit niederen Kontakten (die tri-, b i - ^ n d monolokul inären Typen). 

W i r sind also zu dem wichtigen Schluß, gelangt, daß durch 
zwei Umstände: die Anschlußverhältnisse der ersten Kammern und 
die relative Breite der Ansatzstellen, das Folioidensystem, welches 
auftreten m u ß , vö lh g bestimmt ist. A b e r auch für die Blatt-
stellungen haben wir nachgewiesen, daß das auftretende System be-
dingt wird durch die Anschlußverhältnisse der ersten Blätter und 
die relative Breite der Basis der darauffolgenden. In dieser Hin-
sicht besteht also wieder eine interessante Übere ins t immung zwischen 
den Verhältnissen an den Vegetationspunkten und der Anlegung 
der Kammern bei den Miliolinen. Nur sei darauf hingewiesen, daß 
wir die Anschlußverhältnisse der ersten Blätter als morphologisch 
gegeben zu betrachten hatten, während wir bei den Miliolinen-
schalen diese bis zu einem gewissen Grade als eine Folge der 
Flüssigkeitsgesetze erklären konnten. 

E s bleibt nun noch die Besprechung des abweichenden Ver-
haltens übrig, welches die Schalen mit dem spirolokulinären Typus 
aufweisen, die wir bis jetzt stihschweigend übergange n haben. 

D a ß bei den späteren Kammern von den beiden hier abge-
bildeten Spiroloculina-KrtQn der Sarkodestrom leichter über die 
flache Rückse i te der Kammern abfließt als daneben, ist begreiflich; 
auch ist deutlich, daß das Seitwärtsfließen des Stroms durch die 
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scharfen Ecken gehemmt wird. Obwohl sich hier also diese A b -
weichung aus der Schalenform begreifen läßt, ist dennoch damit 
nicht alles erklärt. So bleibt die Frage offen, warum bei Spiro-
loculina excavata D ' O R B . diese Anordnung bereits unmittelbar bei 
der ersten K a m m e r auftritt, und diese nicht wie bei Spiroloculina 
inaeqtdlateralis S C H L . durch den Embryonalkanal verschoben wird. 
A u c h ist es nicht klar, warum z. ß . bei Heterillina Guespellensis 
S C H L . dieser spirolokulinäre Typu s für die jüngsten Kammern an 
Stelle des quinquelokuhnären auftritt. 

M ö g e n nun auch manche Fragen ungelöst bleiben, so haben 
wir doch an der H a n d der RnuMBLERschen Darlegungen in den 
HauptfäUen eine Erk lärun g für die Gesetze des Schalenbaues an-
geben k ö n n e n , ein Umstand, der besonders darum interessant ist, 
weil die mechanischen Gründe, auf die sich diese Erk lärung stützt, 
in wichtigen Punkten mit denjenigen übereinst immen, welche für 
die Erk lärung der Blattstellungsgesetze als Ausgangspunkt dienten. 

21« 





Tafelerklärung. 

Tafel I. 
Einfache regelmäßige Systeme tangierender Kreise anf eiiier abgerollten 

Kreiszylinderiläclie. 

Die Haiiptspirale rechtsgewunden. Umfang der Zylinderfläche = 5 cm. 
Der Durchmesser der Kreise variiert und gibt ein Maß für den Wert des 
Faktors b. 

Fig . 1—11. Systeme mit Kontakten aus der Hauptreihe. 

Fig. 1. Kontakt 0, 1 und 1. a = 180», b = \. 
Fig . 2. Rechtwinkliger Kontakt 1 und 1. oc = 180«, h = 0 ,70711. 
Fig . 3. Kontakt 1, 1 und 2. a = 180", b = 0,57735. 

Fig . 4. Rechtwinkliger Kontakt 1 und 2. a = | • 360» = 144«, = 0,44721. 

F ig . 5. Kontakt 1, 2 und 3. « = 128» 3 4 ' 3 7 " , b = 0,37797. 

F ig . 6. Rechtwinkliger Kontakt 2 und 3. ^ T Ö - 360» = 138» 28 ' , 
b = 0,27735. 

F ig . 7. Kontakt 2, 3 und 5. « = 142» 6 ' 14", b = 0,22942. 

Fig . 8. ' Rechtwinkliger Kontakt 3 und 5. oc = ^ • 3 6 0 » = 137» 39 ' , 
b = 0,17150. 

F ig . 9. Kontakt 3, 5 und 8. oc = 135» 5 5 ' 6", b = 0,142'85. 

Fig . 10. Rechtwinkliger Kontakt 5 und 8. a = ^ - 3 6 0 » = 137» 3 1 ' , 
b = 0,10600. ""̂  

F ig . 11. Kontakt 5, 8 und 13. a = 138» 8 ' 22" , b = 0,08804. 

K g . 12—17. Systeme mit Kontakten aus TTebenreihen. 

Fig . 12. Kontakt 1 und 3 mit vertikal verlaufenden dreizeiligen Kontakt-

spiralen, a = I • 360» = 120», b = 0,35355. 

Fig. 13. Rechtwinkliger Kontakt 1 und 3. a = 360» = 108», 
b = 0,31623. 

F ig . 14. Kontakt 1, 3 und 4. <x = 96» 55 ' , i5 = 0,2773. 

F ig . 15. Rechtwinkliger Kontakt 3 und 4. a = ^ • 3 6 0 » = 100» 48 ' , 
d = 0,2. .. "̂ '̂  

F ig . 16. Kontakt 1 und 4 mit vertikal verlaufenden vierzeiligen Kontakt-

spiralen, a = i • 360» = 90» <̂  = 0,258. 

F ig . 17. Kontakt 2 und 5 mit vertikal verlaufenden funfzeiligen Kontakt-

spiralen. « = I • 3 6 0 » .== 144» b 5= 0,218. 
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Tafel II. 
I. G r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g d e r B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d a für 

e i n f a c h e z y l i n d r i s c h e Kuge l säu l en . A u f der JT-Achse sind 
die Werte von a , auf der J^-Achse diejenigen von /; abgetragen. 
Die Limitdivergenzen der Hauptreihe und einzelner Nebenreihen 
sind durch dickere Ordinaten angegeben. 

I I . G r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g d e r B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d a für 
e i n f a c h e r e g e l m ä ß i g e S y s t e m e t a n g i e r e n d e r K r e i s e auf 
e i n e r K r e i s z y l i n d e r f l ä c h e . Im Übrigen wie I. 

Tafel III. 
I. V e r s c h i e b u n g s k r e i s e des Mittelpunktes von Kreis 1 bei regelmäßigen 

Systemen tangierender Kreise auf einer Kreiszylinderfiäche, wenn 
der Kreismittelpunkt o fest liegt und der Zylinderumfang unverändert 

' bleibt. Umfang der Zylinderfläche = 18 cm ( = 3 6 0 0 ) . Haupt-
spirale rechtsgewunden. 

II . V e r s c h i e b u n g s k u r v e n des Mittelpunktes von Kugel 1 bei zylindrischen 
Kugelsäulen, wenn der Mittelpunkt von Kugel o fest liegt und der 
Zylinderumfang unverändert bleibt. Sonst wie I. 

I I I . G r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g d e r B e z i e h u n g z w i s c h e n b u n d « für 
die niederen Kontakte aus der Hauptreihe. A u f der X - A c h s e sind 
die Werte von a , auf der F -Achse diejenigen von b abgetragen. 
Die mit „1 und 2 (Zylinderfläche)" bezeichnete Kurve und die 
mit 1 und 1 und 0 und 1 benannten Geraden beziehen sich auf 
regelmäßige Systeme tangierender Kreise auf einer Kreiszylinder-
fläche und sind in Darstellung II Tafel I I wieder zu finden. Die 
mit „1 und 2 (Ebene)" bezeichnete Kurve hat Geltung für ähn-
liche Systeme tangierender Kreise auf einer Ebene. D i e beiden 
Kurven fallen in der Nähe des Punktes 1, 2 und 3 nur scheinbar 
zusammen. 

I V . G r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g d e r B e z i e h u n g z w i s c h e n a u n d i^ bei 
ähnlichen Systemen tangierender Kreise auf einer Kreiskegelfläche 
für a — 0,8 und für a = 0,5. A u f die Z - A c h s e sind die Werte 
von a, auf die J^-Achse diejenigen von •̂ ) abgetragen. (Bemerkung: 
Rechts oben neben 2 0 " steht 0, 1 und 2, dies sollte sein 0 ,1 und 1.) 

Tafel IV. 
Einfache zylindi-ische Kngelsftulen. 

Hauptspirale rechtsgewunden. Der Kugeldurchmesser ist konstant und 
gleich 5 mm, der Zylinderumfang variiert. 

Pig. 1—11. Systeme mit Kontakten aus der Hauptreihe. 

Fig . 1. Einzähliger Kontakt 1, « = 180", Ä = oo. 
F ig . 2. Einzähliger Kontakt 1, a = 180», b = 0,637. 
F ig . 3. Kontakt 1 und 2, oc = 180", b = 0,368. 

Fig. 4. Kontakt 1 und 2, oc = l • 3 6 0 " = 144", b = 0,333. 

F ig . 5. Kontakt 1, 2 und 3 , « = 1 3 1 " 4 8 ' 37" , b = 0,3063. Kugel-
säule von D E L P I N O . 

Fig. 6. Kontakt 2 und 3, a = : ^ • 3 6 0 " = 138« 28 ' , b = 0,250. 
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Fig. 7. Kontakt 2, 3 und 5, a 141» 51',5, b = 0,214. 

Fig. 8. Kontakt 3 und 5, a = ^ • 360» = 137» 39 ' , b = 0,165. 

Fig. 9. Kontakt 3, 5 und 8, « = 135» 5 7 ' 48" , b = 0,139. 

Fig . 10. Kontakt 5 und 8, a = • 360» = 137» 3 1 ' , b = 0,105. 

Fig. 11. Kontakt 5, 8 und 13, a = 138» 8 ' 0", -5 = 0,087. 

Fig . 12—16. Systeme mit Eontakten aus ITebenreilien. 

Fig . 12. Kontakt 1 und 3 mit vertikal verlaufenden dreizähligen Kontakt- , 

Spiralen, « = | - 360» = 1 2 0 » , b = 0,292. 

Fig . 13. Kontakt 1 und 3, « = f • 360» = 102» 5 1 ' , b = 0,259. 

Fig . 14. Kontakt 1, 3 und 4, « = 97» 45 ' , b = 0,2467. 

Fig. 15. Kontakt 3 und 4, <̂  = ^ - 360» = 98» 11', b = 0,239. 

Fig. 16. Kontakt 3, 4 und 7, a = 102» 6 ' 30" , b = 0,1592. 

Tafel V . 
Pliotograpliisclie Wiedergabe einiger KugeisUnlen. 

Fig . 1. K e g e l f ö r m i g e K u g e l s ä u l e mit dem Kontakt 1, 2 und 3. 
a = 0,85. 

Fig . 2. Z y l i n d r i s c h e K u g e l s ä u l e mit dem Kontakt 1, 2 und 3. Kuge l -
säule von D E L P I N O . a = 1 3 1 » 4 8 ' 3 7 " , b = 0,3063. Eine Steck-
nadel steckt in dem Hohlkern. 

F ig . 3. Z y l i n d r i s c h e K u g e l s ä u l e mit dem Kontakt 2 , 3 und 5. 
a = 141» 51' , 5, b = 0,214. 

Tafel V I . 
Einfache ilhiiliche Systeme tangierender Kreise auf einer Ebene. 

Hauptspirale rechtsgewunden. Der Mittelpunkt vom Kreis 0 befindet 
sich in einer Entfernung von 2,5 cm vom Zentrum. 

Fig. 1—9. Systeme mit Kontakten aus der Hauptreihe. 
2 

Fig . 1. Kontakt 1 und 2 mit der Divergenz a = • 3 6 0 » = 144», 
a = 0,1192. 

Fig . 2. Rechtwinkliger Kontakt 1 und 2, oc = 1 3 2 » 4 6 ' 4 7 " , « = 0,251077. 
M a n vergleiche auch die Textfigur 29 S. 131. 

Fig . 3. Kontakt 1, 2 und 3, a === 128 » 1 0 ' 2 2 " , a = 0,3460. M a n ver-
gleiche auch die Textfigur 30 S. 132. 

Fig . 4. Rechtwinkliger Kontakt 2 und 3, a = 139» 3 7 ' 2 5 " , a = 0,61184. 
Fig. 5. Kontakt 2, 3 und 5, a = 142 » 6 ' 5 3 " , a = 0,7300. 
Fig . 6. Rechtwinkliger Kontakt 3 und 5, a = 137 » 2 6 ' , a = 0,8297. 
Fig . 7. Kontakt 3, 5 und 8, a = 135 » 5 5 ' 5 " , a = 0,8914. 
Fig. 8. Rechtwinkliger Kontakt 5 und 8, a = 137»34 ' , a = 0,9320. 
F ig . 9. Kontakt 5, 8 und 13, oc = 138» 8 '22"; a = 0,9582. 

Fig . 10—15. Systeme mit Kontakten aus Nebenreihen. 

Fig. 10. Kontakt 1 und 3 mit geradlinig verlaufenden dreizeiligen Kontakt-
spiralen, a = 4 • 360» = 120», a = 0,3820. 

o 



328 Tafelerklärang. 

Fig. 11. Rechtwinkliger Kontakt 1 und 3, a = 1 0 4 » 4 5 ' , a = 0,497. 
Fig . 12. Kontakt 1, 3 und 4, « = 96 « 5 2 ' 3 " , a = 0,6161. 
Fig . 13. Rechtwinkliger Kontakt 3 und 4, a = 101« 6', a = 0,776. 

Fig . 14. Kontakt 1 und 4 mit geradlinig verlaufenden, vierzeiligen Kontakt-

spiralen, a = ^ • 360« = 90«, a = 0,633. 

Fig. 15. Kontakt 2 und 5 mit geradlinig verlaufenden, funfzeiligen Kontakt-

spiralen, a = 4 • 360« = 144«, a = 0,74196. 

Tafel V I I . 
I. G r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g d e r B e z i e h u n g z w i s c h e n a u n d a für 

ähnliche Systeme tangierender Kreise auf einer Ebene. Auf der 
AT-Achse sind die Werte von « , auf der i^-Achse diejenigen von a 
abgetragen. Die Limitdivergenzen der Hauptreihe und einiger 
Nebenreihen sind durch dickere Ordinaten hervorgehoben. Die K o n -
taktfälle mit rechtwinkligem Schnitt der Kontaktspiralen sind mit 
rw angedeutet. 

I I . G r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g d e r B e z i e h u n g z w i s c h e n a u n d a bei 
ähnlichen Systemen tangierender Kreise für drei verschiedene 
Kegelflächen: 1. für yi = 180« (d. h. für eine Ebene; die Kur \ en , 
die hierauf Bezug haben, sind also identisch mit denjenigen der 
Darstellung I dieser Tafel), 2. für y = 60« und 3. für = 28 « 5 7 ' 1 8 " . 
Sonst wie I. 

Tafel VII I . 
V e r s c h i e b u n g s k u r v e n des Kreismittelpunktes 1 bei ähnlichen Systemen 

tangierender Kreise auf einer Ebene, wenn der Mittelpunkt von o 
fest bleibt und sich in einer Entfernung von 10 cm vom Zentrum 
befindet. M a n hat sich diesen Mittelpunkt im Punkte 0 zu denken. 
Hauptspirale rechtsgewunden. Die Limitdivergenzen der Haupt-
reihe und einiger Nebenreihen sind durch stärkere Lin ien angegeben. 
Die Kontaktfälle mit rechtwinkligem Schnitt der Kontaktspiralen 
sind mit )iv bezeichnet. 

Tafel IX. 
Fig . 1—3, Einfache regelmäßige Systeme tangierender Kreise auf 

einer Kreiszylinderfläche. 
Hauptspirale rechtsgewunden. Diese Figuren schließen sich an die 

Konstruktionen von Tafel I an. 

Fig . 1. Rechtwinkliger Kontakt 0 und 1, « = y • 360» = 0», = 1. 
o 

Fig . 2. Kontakt 0 und 1 mit der Divergenz oc = ~ • 360« = 144», 6 = 1. 
0 

Fig . 3. Kontakt 0, 1 und 1, a = 4 - - 3 6 0 » = 180», d = 1. Diese Figur 
2 

ist identisch mit F ig . 1, Tafel I. 

Fig. 4—6. Einfache, ähnliche Systeme tangierender Folioiden. 

ip. = 2 8 » 57 ' 18" , ^ = -j> C = 90». Diese Figuren schließen sich 

an die Konstruktionen von Tafel X an. 

Fig. 4. Rechtwinkliger Kontakt 0 und 1, a = y . 3 6 0 » = 0», « = 0,17158. 
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F ig . 5. Kontakt 0 und 1 mit Divergenz oc = y . 360" = 144«, a = 0,1985. 

Fig . 6. Kontakt 0, 1 und 1, a = -^ - .360» = 180«, a = 0,2167. 

Pig. 7—9. Verschiedene Gestalten der Polioide. 

Fig . 7. Gestalt der Folioide für den Fa l l %p = 60«, {n=\, C 
und cü' = C ist. (Sielie S. 171.) ^ 

Fig . 8. Gestalt der Folioide für den Fa l l = 97« 11 ' i N = \ , C 
und d=r ist. (Siehe S. 171.) ^ * 

F ig . 9. Gestalt der Folioide für den Fa l l = 60» {n=\, ^ 
1 ^ a 

und (f = r ist. (Siehe S. 171.) 

Tafel X . 
Einfache ähnliche Systeme tangierender Folioiden. 

Für alle Figuren: yj = 28« 5 7 ' 1 8 " , i V = i , f = 90». Hauptspirale 
rechtsgewunden. 

Pig. 1—9. Systeme mit Kontakten aus der Hauptreihe. 

Fig. 1. Rechtwinkliger Kontakt 1 und 1, a = | - • 360» = 180«, a = 0,4559. 

Fig . 2. Kontakt 1, 1 und 2, a = | - . 3 6 0 « = 180«, a = 0,625. 

F ig . 3. Rechtwinkliger Kontakt 1 und 2, a = 143 » 3 0 ' , a = 0 ,729. 
Fig . 4. Kontakt 1, 2 und 3. a = 128» 30', a = 0,823. 
F ig . 5. Rechtwinkliger Kontakt 2 und 3, a = 138 0 30', a = 0,886. 
F ig . 6. Kontakt 2, 3 und 5, « = 142 « 6 ' , a = 0,929. 
Fig . 7. Rechtwinkliger Kontakt 3 und 5, oc = 137« 39', a = 0,955. . 
F ig . 8. Kontakt 3, 5 und 8, tx = 135 «55 ' , a = 0,972. 
F ig . 9. Rechtwinkliger Kontakt 5 und 8, « = 137» 31 ' , a = 0 ,9825. 

Pig. 10—15. Systeme mit Kontakten aus 17ebenreihen. 
Fig . 10. Kontakt 1 und 3 mit geradlinig verlaufenden dreizeiligen Kontakt-

spiralen, « = | - • 360« = 120», a = 0,829. 

F ig . 11. Rechtwinkliger Kontakt 1 und 3, ot = 107 » 5 0 ' , a = 0,854. 
F ig . 12. Kontakt 1, 3 und 4, a = 96 »55 ' , a = 0 ,901. 
F ig . 13. Rechtwinkliger Kontakt 3 und 4, a = 100« 48' , a = 0,939. 

F ig . 14. Kontakt 1 und 4 mit geradlinig verlaufenden vierzeiligen Kontakt-

spiralen, a = - i - 3 6 0 » = 90», a = 0,903. 

Fig . 15. Kontakt 2 und 5 mit geradlinig verlaufenden funfzeiligen Kontakt-

spiralen, a = | - • 360» = 144», a = 0,942. 

Tafel X I . 
G r a p h i s c h e D a r s t e l l u n g d e r B e z i e h u n g z w i s c h e n oc, yj u n d a für 

einfache ähnliche Systeme tangierender Kreise auf Kegelfiächen. 
A u f der Z - A c h s e sind die Werte von a; auf der P'-Achse die-
jenigen von yj, auf der Z-Achse diejenigen von a abgetragen. Es 
sind nur die Kontaktfälle von 0 und 1, 1 und 1, 1 und 2, 1 
und 3 in Betracht gezogen. Für die Erklärung siehe Text 
S. 155 u. f. 

= 180») 

= 2 7 0 » ) 

= 180») 
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Tafel XII . 
Mehrfache Systeme. 

Fig . 1—3. Mehrfache regelmäßige Systeme tangierender Kreise auf 
einer Kreiszylinderfläche. 

Umfang der Zylinderfiäche 5 cm. 

Fig. 1. Dekussation. Zweifaches System mit dem rechtwinkligen Kontakt 
1 und 1 als Grundsystem, b = 0,3535. 

F ig . 2. Dreizählige alternierende Quirle. Dreifaches System mit dem recht-
winkligen Kontakt 1 und 1 als Grundsystem, b = 0,2357. 

Fig . 3. Fünfzählige alternierende Quirle. Fünffaches System mit dem 
rechtwinkligen Kontakt 1 und 1 als Grundsystem. Ä = 0,1414. 

Fig. 4. Gedrehte zweizählige Quirle. Zweifaches System mit dem recht-
winkligen Kontakt 1 und 2 als Grundsystem, b = 0,2236. 

Fig. 5—8. Mehrfache ähnliche Systeme tangierender Kreise auf 
einer Ebene. 

Der Mittelpunkt vom Kreise 0 liegt konstant in einer Entfernung von 
2,5 cm vom Zentrum. 

Fig . 5. W i e Fig. 1, a = 0,2079. 
Fig. 0. Wie Fig . 2, a = 0,3509. 
Fig . 7. W i e Fig. 3, « = 0,5335. 
F ig . 8. Wie Fig . 4, a = 0,503. 

Fig. 9—12. Mehrfache ähnliche Systeme tangierender Folioiden. 

Fig . 9. W i e Fig. 1 und 5, a = 0,6752. 
F ig . 10. W i e Fig. 2 und 6, a = 0,7697. 
Fig . 11. W i e Fig. 3 und 7, a = 0,8546. 
Fig . 12. W i e Fig. 4 und 8, a = 0,862. 

Tafel XIII . 
Übergaiigssysteme tangierender Kreise auf einer Kreiszylinderfläiche. 

Der Zylinderumfang = 5 cm. D ie Kreise, welche das ursprüngliche 
(regelmäßige) System bilden, sind einfach; diejenigen, welche das neue 
(annähernd regelmäßige) bilden, zweifach schraffiert. 

F ig . 1. Übergang des rechtwinkligen Kontaktes 1 und 1 i n denjenigen 
1 und 2. Der Wert von b ändert sich von 0,71 in 0,45. E i n 
einziger Übergangskreis: 2. 

Fig . 2. Übergang des rechtwinkligen Kontaktes 1 und 2 in denjenigen 
2 und 3. Der Wert von b ändert sich von 0,45 in 0,28. Zwei 
Übergangskreise: 3 und 4. 

Fig . 3. Übergang des rechtwinkligen Kontaktes 3 und 5 in denjenigen 
5 und 8. Der Wert von b ändert sich von 0,17 in 0,11. 
Fünf Übergangskreise: 8—12. 

Fig . 4. Übergang des rechtwinkligen Kontaktes 1 und 1 in denjenigen 
2 und 3. Der Wert von b ändert sich von 0,71 in 0,28. 
Zwei Übergangskreise: 2 und 4. 

Fig . 5. Übergang des rechtwinkligen Kontaktes 1 und 2 in denjenigen 
2 und 3. Der Wert von b ändert sich von 0,45 in 0,17. Sechs 
Übergangskreise: 3—8. 



Tafelerklärung. 331 

F ig . 6. Übergang der Dekussation in den rechtwinkligen Kontakt 2 und 3. 
D e r Wert von b ändert sich von 0,35 i n 0,28. E i n einziger 
Übergangskreis: 2'. 

Fig. 7. Übergang der Dekussation in den dreizähligen Quirl . D e r Wert 
von b ändert sich von 0,35 in 0,24. Zwei Übergangskreise 
1 und 1'. 

Tafel X I V . 
tjbergangssysteme tangierender Kreise auf einer abgerollten Kreiskegelflftche 

und tangierender Folioiden. 

Für aUe Figuren ist y = 28» 57 ' 18" , ^ = ^ . f = 90». 

Fig . 1 und 2 entsprechen Fig . 1 Tafel X I I I . 
F ig . 3 und 4 entsprechen Fig . 2 Tafel X I I I . 
F ig . 5 und 6 entsprechen Fig . 3 Tafel X I I I . 
Fig. 7. System der Kontaktspiralen aus Fig. 6. Die Punkte, in welchen 

Verzweigung von Kontaktspii-alen stattfindet, sind durch kleine 
Kreise markiert. 

Tafel X V . 
Übergangssysteme tangierender Kreise auf einer abgerollten Kreiskegelliaelie 

und tangierender Folioiden. 

Für alle Figuren ist yi = 28» 57' 18" , ^ = C = SO"-

Fig . 1 und 3 entsprechen Fig . C Tafel X I I I . 
F ig . 2 und 4 entsprechen Fig. 7 Tafel X I I I . 

Tafel X V I . 
EinjUhrige Stengel TOU Euphorbia Lathyris. 

Aufnahme im Monat September. Die Stengel sind in schiefer Richtung 
von oben aufgenommen. 

Fig. 1. Stengel mit genau dekussierter Blattstellung. 
F ig . 2. D ie Änderung der Dekussation in dem dreizähligen Quir l wird 

gerade sichtbar. D i e oberen Blätter sind teilweise abgeschnitten. 
Das erste nicht abgeschnittene Blatt der oberen Reihe ist ein 
„gespaltenes". 

Fig . 3 und 4. (Beide Figuren stellen dieselbe Pflanze dar.) A m unteren 
T e i l die Dekussation, am oberen der dreizählige Quir l . 

F ig . 5 und 6. (Beide Figuren stellen denselben Stengel dar.) A m unteren 
Te i l die Dekussation, am oberen eine Blattstellung mit fünf stark 
ins Auge fallenden, gewundenen Spiralen. (Der Vegetationspunkt 
dieses Teiles zeigt den Kontakt 2 und 3.) 
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