
���������
	���
����������������������
���! �"�#%$�&'�)( *,+-
�.�+0/�1324�5�
(6�879.
7�1��;:<(>=@? A�����
B�C	D1E�F�HG�IKJ!��+MLN��
POK?K+MQC
E��QR+S���C���

TSUWV9XZY�X9[
1
TPUH\9UW]_^`XZaZ^cb�dfeZ[

1,2
XZg�hjiDklg�aZeZ^�mnY9^cg�a

2

1 o ^cp�Xqb�dsrt^cgud_vZw0x�kyvZz�dRX{dskyzCdskl|czc[9}!g�k�~�^4b�z�k�dfe�vZwS�>Xqz�Y�klg�aZdsvZg
V�^cXqd�d��y^q[9�>Xqz�Y�klg�aZdsvZg��Z�9���u��[9}�V��

2 o k�~�klz�klv�g�vZw-T-���9�yky|�]!^`Xq�ldsY�V�|4ky^4g�|c^4zc[H��b�^ch�]!��ds|RY�klz�v�g���XZg�|4^cb_�_^4z�^cXZb�|RY���^cguds^4bV�^cXqd�d��y^q[9�>Xqz�Y�klg�aZdsvZg��Z�9�����9[9}�V��
� �����<���F�!���W�9�8���
�¡ -¢¤£8¥�¦¨§ª©�«�¬­¦¨©
¬�®q¯4®�¥�°±¬­¦�²�©C³µ´�¯�¶%·¸¯4¦5¶�¹±«º®{°»¬s¼`¹»½�¾�«º©�½{«µ¹¿³¨¹À§`¹À³Á¼�¬ª½{¶Â«º®Z©�£C¹¿ÃZ£8¹À³Á¼Ä¯ª·B¬�£8¯ª½c³¨¹À½`¥�¯4¥{«�¶�¹±¬­¾4½�¯4«º³µ¹±£²F¬­¦¨Åª©�¦�Æ�«µ¬s¼4Æ

M
ÆZ·¸¯4¦0¬_Ç�¹À½q¬­¦¨¼�¶�¹»«µ©�¬4«º©�§s¬ª¦µ¹±¬­Ç{°À©4ÆZ«¨¬s¼ªÆ

D È-É ¥�³0²F¬ª½c¼D¶�¹±«µ©�¬ª«µ©5¯4¥�³¨£C¯ª²�©�«0¬­¦¨©-³¨¹À²�©�¶�©C®Z©C½{¶�©C½c³�Æ
D(t)

¦¨¬­³µ´�©�¦�³¨´{¬­½
D
ÆB¬ª½{¶j�B -¢6£8¥�¦¨§ª©�«�³µ´{¬­³
§s¬ª¦µ¼Ê¬ª«
¬Ä·¸¥�½{£8³µ¹»¯ª½j¯­·0³µ¹»²�©�²F¬s¼ËÇZ©D²�¯4¦µ©D¬ª®�®�¦¨¯ª®�¦¨¹»¬­³µ© ÈjÌ£8¯4²�²�¯4½
©8Í�¬ª²�®{°À©P¯­·;³¨´�¹»«H³µ¹»²�©8ÎÏ¶�©C®Z©C½q¶�©C½c³¡¶�¹±«º©�¬ª«µ©S«Á³Ð¬R³¨¥{«nÑ�¯4¥�°»¶
Çq©M¬�®{¬­³µ¹»©C½c³�Ò «�§c¹À³¨¬ª°Z«º³¨¬­³µ¥{«�Æ`ÑB´�©C¦¨©

D(t) = 1¹À·�¬M®{¬­³µ¹»©C½c³W´{¬4«�¶�¹À©�¶�®�¦µ¹»¯ª¦9³¨¯M³µ¹»²�©
t
¬­½q¶�Ó�©C¦¨¯M¯­³µ´{©C¦¨ÑB¹»«µ© È9Ì ²�©C³µ´�¯�¶�ÑE¬ª«�®�¦¨¯ª®Z¯4«µ©�¶�Ç`¼5Ô¡©�¬­¾ª©�¦º³Á¼F©C³S¬­° È�ÕlÖª×ª×ª×4Ø³µ¯D«µ¥�²�²F¬­¦¨¹ÀÓ�©�³¨´�©
¶�¹±«µ£C¦µ¹»²�¹À½q¬R³µ¹»¯ª½�®Z¯­³µ©�½c³µ¹±¬­°�¯­·E¬�²�¬ª¦µÅ4©C¦

X
Æ;²�©�¬ª«µ¥�¦µ©�¶Ä¬­³-Ç{¬ª«µ©C°»¹À½{© Õ t = 0 Ø Ç`¼�£�¬­°±£8¥�°±¬R³¨¹À½{¾�¡ -¢j£8¥{¦µ§4©�«H·¸¯ª¦B£8¥�²�¥�°±¬R³µ¹»§ª©M¶�¹±«º©�¬ª«µ©P¯4¦n¶�©�¬R³¨´!¹»½{£C¹»¶�©�½{£8©0Ç`¼�³µ¹»²�©

t
Ç{¬ª«µ©�¶_¯ª½%Ù8Ú�Û�Ú�ÜÀÝRÞyßáàRâÏãuäRåRæZÝ­Û�ß�ÙS¶�©8Ãq½�¹¿³¨¹À¯4½¯­·n³µ¹»²�©8Îç§R¬­¦¨¼c¹»½�¾�«º©�½{«µ¹¿³¨¹À§`¹À³Á¼�¬­½{¶%«µ®q©�£8¹ÀÃq£8¹À³Á¼ È
Ì ½�¯­³¨´�©C¦�¶�©8Ã{½{¹¿³¨¹À¯4½;Æ<½{¬ª²�©C°»¼ªÆ;³¨´�©DßáæZÙCß�äªâCæ{ÞÀã�ä­åRæZÝ­Û�ß�Ù�¶�©8Ãq½�¹¿³¨¹À¯4½¯­·H³µ¹»²�©CÎy§R¬ª¦µ¼`¹»½�¾!«µ©C½{«µ¹À³µ¹»§c¹À³Á¼�¬­½q¶�«º®Z©�£C¹¿ÃZ£8¹À³Á¼DÑn¬4«P¶�©CÃ{½�©�¶�¹»½ÄÔS©�¬­¾4©C¦µ³Á¼
¬­½{¶DèZ´�©�½�¾ ÕlÖ­×4×4éRØ8È5ê ´�¹±«0¶�©8Ã{½�¹À³µ¹»¯ª½Ä¹»«Ç{¬4«º©�¶�¯4½%¶�¹À§`¹±¶�¹À½{¾�³µ´�©F¦¨¹»«µÅ�«º©C³�¬R³�©�¬4£Ð´�³¨¹À²�©

t
¹À½c³¨¯�£C¬ª«µ©�«-¬ª½{¶%£8¯4½4³¨¦µ¯4°»«M¬ª½{¶�´�©C½{£C©F¹»«-¬�½q¬R³µ¥{¦¨¬ª°W£8¯ª²�®{¬ª½�¹»¯ª½¯­·�´{¬ªÓ�¬­¦Ð¶!²�¯�¶�©�°»« È�É ¬4«º©�¶_¯4½!³¨´�©�¹»½{£8¹±¶�©�½4³0«º©�½{«º¹À³µ¹»§`¹¿³Á¼�¬­½{¶�¶�¼`½{¬ª²�¹»£-«µ®q©�£8¹ÀÃq£8¹À³Á¼ªÆq�B -¢,£8¥{¦µ§4©M£�¬­½�ÇZ©5¶�©8Ãq½�©�¶uÆÌBë ¢ ÕlÌ ¦¨©�¬ ë ½q¶�©C¦�¢�¥{¦µ§4© Ø £C¬ª½%Çq©
¯4Ç�³¨¬ª¹À½{©�¶%¬­½{¶%¬�¾4°À¯4Ç{¬­°H£C¯ª½{£C¯ª¦Ð¶�¬­½q£8©�«º¥�²�²F¬­¦¨¼Ä£�¬­½Â¬­°±«µ¯�ÇZ©
©�«Á³¨¹À²F¬R³¨©�¶ Èê ´�¹±«H§4©C¦Ð«º¹»¯ª½�¯ª·u³µ¹»²�©CÎç¶�©C®Z©C½{¶�©�½c³n¬ª£�£8¥�¦Ð¬ª£C¼5²�©�¬4«º¥{¦µ©�«W´{¬s§4©S«º¯4²�©S¬ª¶�§R¬ª½4³Ð¬­¾4©�«�ÑB´�¹±£Ð´
Ñn©¡ÑB¹»°À°�¶�¹±«µ£C¥{«µ«H°»¬­³µ©�¦ È�ì ©´�©�¦µ©�¹»½c³µ¦¨¯�¶�¥{£8©�¬­½��PíªîcÎç®�°À¥q«¡®{¬4£ÐÅs¬ª¾ª©�ï�ðcñRòZñ­ó4ô`õ{ö4÷�ÑB´{¹»£Ð´�¹±«S¬ªÇ�°»©�³µ¯!´{¬­½q¶�°À©�³µ´�©�£8¯ª²�®�¥�³¨¬R³¨¹À¯4½{«S¬4«P¶�¹»«¨£8¥{«¨«µ©�¶¹»½F³µ´�©P®{¬­®Z©C¦E¬­½q¶�®�¦µ¯�¶�¥q£8©P¬ª½
�¡ -¢ø£8¥�¦¨§ª©S¬­³�¬5«µ®Z©�£8¹ÀÃ{©�¶�³µ¹»²�©S¯ª¦ ÌBë ¢Ê¥�®
³µ¯�¬5¾ª¹»§ª©�½�³µ¹»²�©0¬­½{¶
¯ªÇ�³Ð¬­¹»½F¾ª°»¯ªÇ{¬ª°£8¯4½{£8¯4¦¨¶{¬­½{£C©n²�©�¬ª«µ¥�¦µ© È�ê ¯-³µ´q¬R³H©�½{¶uÆcÑ�©S«º³¨¬ª¦º³WÇ`¼�Ç�¦µ¹»©8ùq¼�¦¨©C§`¹±«º¹À³µ¹»½�¾�«µ¯ª²�©B½�©�£C©�«¨«µ¬ª¦µ¼�£8¯ª½q£8©C®�³¨«H¬ª½{¶�©8Í�´�¹»Ç�¹À³H³µ´{©¥�³¨¹À°»¹¿³Á¼!¯­·�³µ´�©0·¸¥�½{£8³µ¹»¯ª½{«E¹»½�³µ´�¹±«E®{¬4£ÐÅs¬ª¾ª© È9ê ´�©M®{¬ª®q©�¦B¹»«E¯4¦µ¾c¬­½�¹»ÓC©�¶
¬ª«n·¸¯4°À°»¯RÑ¡«�ú�¹»½�³µ´�©M½�©CÍc³¡«µ©�£8³µ¹»¯ª½�Ñ�©-¶�¹±«µ£C¥{«¨««µ¯ª²�©�Ç{¬4«º¹±£5£C¯ª½{£C©C®�³Ð«S¬­½q¶D½�¯­³Ð¬R³¨¹À¯4½{«CÆZ¹»½D³µ´�©�ûD©8³¨´�¯�¶�«0«º©�£f³µ¹»¯ª½<ÆZÑn©-³Ð¬­°»Å�Ç{¦µ¹»©8ù{¼�¬­ÇZ¯ª¥�³S³µ´{©�¥�½q¶�©C¦¨°À¼`¹»½�¾
²�¯�¶�©C°¬­½q¶D©�«º³µ¹»²F¬R³µ¹»¯ª½�¬ª°À¯4½�¾
ÑB¹À³µ´�¬!¶�©8³Ð¬­¹»°À©�¶�¶�¹±«µ£C¥{«¨«º¹»¯ª½D¯ª·W§s¬ª¦µ¹»¯ª¥q«E·¸¥�½{£8³µ¹»¯ª½{«P¯­·�³¨´�©�ï�ðcñRòZñ­ó4ô`õ{ö4÷�®q¬ª£ÐÅR¬­¾4©5¬­½{¶D¬ª½¹»°À°»¥{«º³µ¦Ð¬R³µ¹»¯ª½�¯ª·�´{¯RÑ,³¨¯_¬­®�®{°À¼!³µ´�©�«º©5²�©C³µ´�¯�¶�«¡³µ¯F³¨´�©�¦¨©�¬ª°<¶�¬R³Ð¬�¥{«µ¹À½�¾
³ÁÑ�¯FÑn©C°»°<Å`½�¯RÑB½D¶�¬­³¨¬F«µ©8³¨«�ú�û�¬s¼ª¯Fü É ¢¶�¬­³¨¬�¬­½{¶!ý Ì °À¥�½{¾
£C¬­½q£8©C¦B¶�¬­³¨¬ È

þ ÿ �M� � ���8��� � �!��� ��� �8� ���������	�_� �

	�
� �����������
���

ì ©-¹À½c³µ¦¨¯�¶�¥{£C©P³¨´�©M·¸¯ª°»°»¯RÑB¹À½�¾�½�¯ª³¨¬R³¨¹À¯4½{«�ú
M
¶�©C½{¯­³µ©�«B³¨´�©�¶�¹±¬­¾4½�¯4«º³µ¹±£0³µ©�«Á³0¯ª¦¡²F¬ª¦µÅ4©C¦ ÈnÉ ¼�£8¯ª½`§4©C½c³µ¹»¯ª½;Æq´�¹»¾ª´�©�¦¡§R¬­°»¥�©�«S¯­· M

¬­¦¨©-²�¯4¦µ©5¹À½{¶�¹»£�¬R³µ¹»§ª©-¯ª·�³µ´�©¶�¹±«º©�¬ª«µ© È
T
¶�©C½�¯ª³µ©�«n³µ´�©M·�¬ª¹À°»¥�¦¨©P³¨¹À²�© È

C
¶�©C½�¯ª³µ©�«n³µ´�©�£C©C½{«µ¯ª¦¨¹À½{¾5³¨¹À²�© È

X = min(T, C)
¹±«E³µ´�©M·¸¯4°À°»¯RÑEÎç¥�®
³¨¹À²�© È

�



∆
¹±«B¬�£8©�½{«º¯4¦µ¹»½�¾�¹À½q¶�¹»£�¬R³¨¯ª¦BÑB¹À³µ´

∆ = 1
¹À·

T ≤ C
¬ª½{¶

∆ = 0
¹À·

T > C È
ì ©P¥{«µ©P³µ´�©-£8¯4¥�½c³µ¹»½�¾5®{¦µ¯�£8©�«µ« D(t) = 1

¹À·
T ≤ t

¬­½{¶
D(t) = 0

¹À·
T > t

³¨¯�¶�©�½�¯­³¨©S·�¬ª¹À°»¥�¦¨© Õ ¶�¹±«º©�¬ª«µ© Ø «º³¨¬­³µ¥{«E¬­³¬­½`¼F³¨¹À²�©
t
ÑB¹¿³¨´

D(t) = 1
¹»½{¶�¹±£C¬­³µ¹»½�¾�³µ´{¬­³¡©C§ª©�½c³E¯�£�£8¥�¦¨¦µ©�¶_®{¦µ¹»¯ª¦n³µ¯�³¨¹À²�©

t È
ê ´�©_«µ¥�¦¨§`¹À§R¬­°H³µ¹»²�© T

£C¬ª½Ë¬­°±«º¯DÇZ©_¦¨©C®�¦¨©�«µ©C½c³¨©�¶Ä³µ´�¦¨¯ª¥{¾ª´�³µ´�©�£8¯4¥�½c³µ¹»½�¾�®�¦¨¯�£8©�«¨«�Æ
N∗(t) = 11(Ti ≤ t)

Æ�¯ª¦5³µ´�©£8¯4¦µ¦¨©�«µ®Z¯ª½{¶�¹»½�¾�¹»½{£8¦¨©C²�©C½c³�Æ
dN∗(t) = N∗(t) − N∗(t−) È�� ¯ª³µ©-³¨´{¬R³SÑn©M·¸¯�£8¥{«S¯ª½�³¨´�©5£8¯4¥�½c³µ¹»½�¾F®�¦¨¯�£8©�«¨« N∗(t)ÑB´�¹±£Ð´Ä¹±«M¶�©8Ãq½�©�¶�«º¯4°À©�°À¼D¹»½Ä³µ©C¦¨²F«0¯­·H³¨´�©F«º¥{¦µ§`¹»§s¬ª°9³µ¹»²�©

T
¦¨¬­³µ´�©�¦S³¨´{¬­½Ä³µ´�©�²�¯ª¦¨©�£8¯ª²�²�¯ª½Ä½�¯­³Ð¬R³¨¹À¯4½

N(t) =
11(X ≤ t, ∆ = 1)

Æ`ÑB´�¹±£Ð´!¶�©C®Z©C½{¶�«n¯4½
³µ´{©0£C©C½{«µ¯ª¦¨¹À½{¾�³µ¹»²�© È�� ©8³ R(t) = 11(X ≥ t)
¶�©�½�¯­³¨©S³¨´�©0¬­³ºÎç¦µ¹±«µÅ�¹»½{¶�¹±£C¬­³µ¯4¦ Èì ©S¥{«µ©S«µ¥�Ç{«¨£8¦¨¹À®�³ i

³¨¯5¶�©C½{¯­³µ©S³µ´�©S§s¬ª¦µ¹±¬­Ç{°À© Õ « Ø ·¸¯ª¦n¬�«º¥{Ç��Á©�£8³ i
¬­½{¶F¬ª°»«µ¯�¬ª«¨«º¥{²�©¡³µ´{¬­³W·¸¯ª¦�©�¬ª£Ð´
«µ¥�Ç��Á©�£f³HÑn©¡´{¬s§4©¬�£8¯4°À°»©�£8³µ¹»¯ª½�¯­·9³µ¹»²�©CÎy¹»½`§R¬­¦¨¹»¬ª½4³B£8¯R§R¬ª¦µ¹±¬R³¨©�«�Æ

Zi = (Zi1, Zi2, . . . , Zip) È
ì ©D½�¯RÑK¶�©CÃ{½�©�³¨´�©ÂßáæZÙCß�äªâCæ{ÞÀã�ä­åRæZÝRÛ�ß�Ù_§ª©C¦Ð«µ¹À¯4½Ê¯ª·0«µ©C½{«µ¹¿³¨¹À§`¹À³Á¼Ê¬ª½{¶Ê«µ®Z©�£8¹ÀÃq£C¹¿³Á¼ È Ì ³
©�¬ª£Ð´Ê³µ¹»²�©8Îç®q¯4¹À½c³ t

Æn³µ´{©¦¨¹»«µÅ�«º©C³0¯4¦M³µ´�©�®{¬­³µ¹»©C½c³¨«-«º³µ¹»°À°�¬R³-¦µ¹±«µÅD¯­·n¬ª½Ä©�§ª©�½4³-¯4¦P·�¬ª¹À°»¥�¦¨©�¹»«-¶�¹»§`¹»¶�©�¶�¹À½c³¨¯!³ÁÑn¯�²5¥�³¨¥{¬­°»°À¼�©8Í�£8°»¥{«µ¹À§4©�¾4¦µ¯4¥�®{«�ú£C¬4«º©�«S¬ª½{¶D£8¯4½4³¨¦µ¯4°»« ÈSÌ ²�¯4½�¾F³¨´�©5¦¨¹»«µÅ�«º©C³S®{¬­³µ¹»©C½c³¨«�ÆZ³µ´�©�£C¬ª«µ©�«P¬­¦¨©M³µ´�¯c«º©�ÑB´�¯_©CÍ�®q©�¦µ¹»©C½{£C©�¶D¬ª½�©C§4©C½c³P¬R³P³µ¹»²�© tÑB´�¹»°À©�£C¯ª½c³µ¦¨¯ª°±«E¬­¦¨©S³¨´�¯4«µ©MÑB´�¯
¶�¹±¶�½�¯­³ È�ê ´`¥{«�Æ{¬­³B¬ª½`¼
¾ª¹»§ª©�½_³¨¹À²�© t
¬ª½{¶�¬�¾ª¹»§ª©C½�£8¥�³ºÎç¯���§R¬­°»¥�©

c
Æ�Ñn©�¶�©8Ã{½{©ªú

«µ©C½{«µ¹¿³¨¹À§`¹À³Á¼
I(c, t) : Pr{M > c | T = t} = Pr{M > c | dN ∗(t) = 1}«µ®q©�£8¹ÀÃq£8¹À³Á¼

D(c, t) : Pr{M ≤ c | T ≥ t} = Pr{M ≤ c | N∗(t) = 0}

ë «µ¹»½�¾�³µ´�©�¬ªÇq¯R§4©0¶�©CÃ{½�¹À³µ¹»¯ª½{«�Æ�Ñn©-£C¬­½D¶�©CÃ{½�©0³µ´{©�£8¯ª¦¨¦¨©�«µ®q¯4½{¶�¹»½�¾��¡ -¢ £8¥�¦¨§ª© ROC(t)
¬R³S¬ª½c¼�³¨¹À²�©

t È
ë «µ¹»½�¾
³¨´�¹»«M¬ª®�®�¦¨¯4¬ª£Ð´�¬!«º¥{Ç��Á©�£8³�Æu«µ¬s¼ i

Æu£C¬ª½�®�°±¬s¼!³¨´�©�¦µ¯4°À©�¯ª·�¬_£C¯ª½c³µ¦¨¯ª°<·¸¯ª¦M¬­½�©�¬­¦¨°À¼�³¨¹À²�©ªÆ
t < Ti

Æ�Ç�¥�³M³µ´�©�½®�°±¬s¼5³¨´�©¡¦¨¯ª°»©¡¯­·;£�¬ª«µ©¡ÑB´�©C½
t = Ti È�ê ´�¹»«�¶�¼`½{¬­²�¹±£¡«º³¨¬R³¨¥{«W®q¬­¦Ð¬­°»°À©�°»«�³¨´�©S²�¥�°À³µ¹»®�°À©0£8¯4½4³¨¦µ¹»Ç�¥�³¨¹À¯4½{«�³¨´{¬R³E¬�«º¥{Ç��Á©�£8³£C¬ª½D²F¬­Åª©�³µ¯F³¨´�©5®{¬ª¦º³¨¹»¬ª°<°»¹ÀÅ4©C°»¹À´{¯c¯�¶�·¸¥�½q£f³µ¹»¯ª½ È Ô¡©�¦µ©�«º©�½{«º¹À³µ¹»§`¹¿³Á¼�²�©�¬4«º¥�¦¨©�«B³µ´�©�©8Í�®q©�£f³¨©�¶�·¸¦Ð¬ª£8³µ¹»¯ª½D¯­·W«µ¥�Ç��Á©�£f³¨«ÑB¹À³µ´�¬�²F¬­¦¨Åª©�¦�¾4¦µ©�¬R³µ©�¦W³¨´{¬­½

c
¬ª²�¯4½�¾�³¨´�©M«º¥�Ç{®q¯4®�¥�°±¬R³µ¹»¯ª½!¯­·<¹»½{¶�¹»§`¹»¶�¥{¬­°±«nÑB´�¯�¶�¹À©-¬R³n³µ¹»²�©

t
Æ�ÑB´�¹»°»©0«µ®q©�£8¹ÀÃq£8¹À³Á¼²�©�¬4«º¥�¦¨©�«H³µ´{©P·¸¦Ð¬ª£8³µ¹»¯ª½!¯­·�«µ¥�Ç��Á©�£f³¨«EÑB¹À³µ´�¬�²�¬ª¦µÅ4©C¦�°À©�«µ«�³µ´q¬­½�¯ª¦E©	�c¥{¬ª°q³¨¯

c
¬­²�¯4½�¾�³¨´�¯4«µ©PÑB´{¯�«µ¥�¦¨§c¹»§ª©PÇq©�¼ª¯4½{¶³µ¹»²�©

t È�
 ½{£C¹»¶�©C½c³�«º©�½{«º¹À³µ¹»§`¹¿³Á¼Ä¬­½{¶Ä¶�¼`½{¬­²�¹±£�«µ®Z©�£8¹ÀÃq£C¹¿³Á¼�¬ª¦µ©�¶�©8Ãq½�©�¶�Ç`¼�¶�¹±£Ð´�¯­³¨¯ª²�¹ÀÓ�¹À½{¾_³¨´�©�¦µ¹±«ºÅ�«µ©8³�¬­³0³¨¹À²�© t¹»½4³¨¯�³µ´�¯c«º©M¯ªÇq«º©�¦µ§4©�¶F³¨¯
¶�¹»© Õ £C¬4«º©�« Ø ¬ª½{¶
³¨´�¯4«µ©M¯ªÇ{«µ©C¦¨§ª©�¶F³¨¯
«º¥�¦¨§`¹À§4© Õ £8¯4½4³¨¦µ¯4°»« ØfÈ

	� 
 � ��
������������ ����� � ������� �"!$#�%&�('

Ì ·á³¨©C¦�¶�©8Ãq½�¹À½{¾�³µ´{©_¹»½{£8¹±¶�©C½c³�«º©�½{«º¹À³µ¹»§`¹¿³Á¼%¬­½q¶Â¶�¼`½{¬­²�¹±£_«µ®q©�£8¹ÀÃq£8¹À³Á¼ªÆ��¡ -¢¤£8¥�¦¨§ª©�«5£C¬ª½ÂÇq©�£8¯4²�®{¥�³µ©�¶ È)
 ½Â³¨´�¹»«¬­¦µ³µ¹±£8°»©�Ñ�©�·¸¯�£8¥q«�¯ª½ø¹À½{£C¹»¶�©C½c³fí­¶�¼`½{¬­²�¹±£ Õ*
 í,+ Ø �¡ -¢>£8¥�¦¨§ª©�«�¶�©8Ã{½{©�¶j¬ª«�³¨´�©�·¸¥�½{£f³¨¹À¯4½��B -¢ I/D

t (p)
Æ�ÑB´{©C¦¨©

p¶�©�½�¯­³¨©�«9³µ´{©S¶�¼`½{¬­²�¹±£�·�¬­°±«º©CÎy®Z¯4«µ¹¿³¨¹À§4©E¦¨¬­³µ© Õ � Îç«µ®q©�£8¹ÀÃq£8¹À³Á¼ Ø Æª¬ª½{¶��¡ -¢ I/D

t (p)
¶�©C½�¯ª³µ©�«�³µ´�©¡£C¯ª¦¨¦µ©�«º®Z¯ª½q¶�¹À½{¾P¹»½{£8¹±¶�©�½4³³µ¦¨¥�©CÎy®Z¯4«µ¹¿³¨¹À§4©D¦¨¬­³µ© È î�®q©�£8¹ÀÃq£C¬ª°À°»¼ªÆB°»©8³ cp ÇZ©Ä¶�©CÃ{½�©�¶�¬ª«F³¨´�©D³¨´�¦µ©�«º´{¯ª°±¶ø³µ´{¬­³_¼`¹À©�°»¶�«!¬%·�¬­°±«µ©8Îç®q¯c«º¹À³µ¹»§ª©D¦Ð¬R³¨©D¯­·

p : P (Mi > cp|Ti > t) = 1 −
«µ®q©�£8¹ÀÃq£8¹À³Á¼

D(cp, t) = p È¡ê ´�©-³¨¦µ¥�©CÎy®Z¯4«µ¹À³µ¹»§ª©-¦Ð¬R³µ©4Æq�¡ -¢ I/D

t (p)
ÆZ¹±«B³¨´�©5«µ©C½{«µ¹À³µ¹»§c¹À³Á¼

³µ´q¬R³B¹»«E¯4Ç�³¨¬ª¹À½{©�¶!¥{«º¹»½�¾�³µ´�¹±«n³µ´{¦µ©�«º´�¯4°»¶;Æ�¯ª¦B�¡ -¢ I/D

t (p) =
«µ©C½{«µ¹À³µ¹»§c¹À³Á¼

I(cp, t) = P (Mi > cp|Ti = t) ÈWë «º¹»½�¾�³µ´�©³µ¦¨¥�©S¬ª½{¶�·�¬­°±«µ©8Îç®q¯c«º¹À³µ¹»§ª©B¦Ð¬R³¨©E·¸¥�½{£f³¨¹À¯4½{«
TP I

t (c) =
«º©�½{«µ¹¿³¨¹À§`¹À³Á¼

I(c, t)
¬­½q¶

FP D

t (c) = 1−
«º®Z©�£C¹¿Ãq£C¹¿³Á¼

D(c, t)
¬­°»°»¯RÑ¡«³µ´{©��B -¢ £8¥�¦¨§ª©P³µ¯FÇZ©-ÑB¦¨¹¿³µ³µ©C½D¬4«n³µ´�©-£8¯4²�®q¯c«º¹À³µ¹»¯ª½�¯­·

TP I

t (c)
¬­½{¶_³µ´�©-¹»½`§ª©�¦¨«µ©S·¸¥{½{£f³¨¹À¯4½

[FP D

t ]−1(p) = cp ú
�¡ -¢ I/D

t (p) = ê ü I

t{[ -
ü

D

t ]−1(p)}

·¸¯ª¦
p ∈ [0, 1] È�ì ©F¥q«º©�³µ´{©F½�¯­³Ð¬R³µ¹»¯ª½ ÌBë ¢ (t) =

∫ 1

0

�¡ -¢ I/D

t (p)dp
³µ¯D¶�©�½�¯­³¨©�³¨´�©
¬­¦¨©�¬!¥�½{¶�©C¦M³µ´{© 
 í�+6�¡ -¢£8¥{¦µ§4©P·¸¯4¦E³µ¹»²�©M³ È


	�/. � ��
������������ ����� � �10�23� �����4� ����5 �6#7� ����5��


 ½Â³¨´�©_®�¦¨©C§`¹»¯ª¥{«�«º¥{Ç{«º©�£f³¨¹À¯4½ÂÑ�©_¶�¹»«¨£8¥{«¨«µ©�¶Â´�¯RÑ �¡ -¢ ²�©8³µ´{¯`¶{«�£�¬­½ÂÇZ©!¥{«µ©�¶�³¨¯Ä£Ð´{¬ª¦¨¬4£f³¨©C¦¨¹ÀÓ�©�³µ´�©�¬­Ç�¹»°À¹À³Á¼�¯­·¬�²F¬ª¦µÅ4©C¦�³¨¯�¶�¹»«º³µ¹»½�¾ª¥{¹»«µ´t£C¬4«º©�«�¬­³5³¨¹À²�©
t
·¸¦µ¯4²@£8¯ª½c³¨¦µ¯4°»«�¬R³�³µ¹»²�©

t È Ô¡¯RÑn©C§4©C¦�Æ9¹»½t²F¬ª½c¼Â¬ª®�®�°»¹»£�¬R³µ¹»¯ª½q«�½�¯%¬®�¦¨¹À¯4¦µ¹<³µ¹»²�©
t
¹±«S¹±¶�©C½c³¨¹¿Ã{©�¶uÆu¬­½{¶�¬
¾ª°»¯ªÇq¬­°<¬4£C£8¥{¦¨¬4£8¼!«µ¥�²�²F¬­¦¨¼�¹»«P¶�©�«µ¹À¦¨©�¶ È�
 ½D³¨´�¹»«0«µ¥�Ç{«µ©�£f³¨¹À¯4½�Ñn©5¶�¹±«µ£C¥{«µ«P´�¯RÑ

Ö



³µ¹»²�©8ÎÏ¶�©C®Z©C½q¶�©C½c³S�¡ -¢�£C¥�¦µ§4©�«E¬­¦¨©M¦µ©�°»¬­³µ©�¶F³µ¯
¬�«º³¨¬ª½{¶�¬­¦Ð¶��µ£8¯4½{£8¯4¦¨¶{¬­½{£C©��P«µ¥�²�²�¬ª¦µ¼ È�ê ´�©-¾ª°»¯ªÇ{¬ª°u«º¥�²�²F¬­¦¨¼FÑn©¬ª¶�¯ª®�³B¹±«
C = P [Mj > Mk | Tj < Tk],

ÑB´�¹±£Ð´%¹À½{¶�¹»£�¬R³µ©�«M³µ´{©F®�¦µ¯4Ç{¬­Ç{¹À°»¹¿³Á¼�³µ´{¬­³-³µ´�©_«µ¥�Ç��Á©�£f³�ÑB´�¯D¶�¹»©�¶Â¬­³M³µ´�©
©�¬­¦¨°À¹»©C¦0³¨¹À²�©
´{¬4«-¬�°»¬ª¦µ¾4©C¦M§R¬­°»¥�©F¯­·n³µ´{©²F¬­¦¨Åª©�¦ È¡ê ´�¹±«P¹»«P½�¯­³P³µ´�©�¥{«µ¥{¬­°<·¸¯ª¦¨² Õ ¹ È © È Æ P [Mj > Mk | Tj > Tk] Ø Æ�Ç�¥�³P¦¨©8ùq©�£f³Ð«¡³¨´�©�£C¯ª½`§ª©�½c³µ¹»¯ª½{«E·¸¯4¦0�¡ -¢¬­½q¬­°»¼`«µ¹±« È

 ½�¯ª¦Ð¶�©C¦9³¨¯0¥{½{¶�©C¦Ð«º³¨¬­½q¶5³¨´�©B¦¨©C°±¬R³µ¹»¯ª½q«º´�¹»®5ÇZ©8³ÁÑn©C©�½�³µ´�¹±«�¶�¹±«µ£C¦µ¹»²�¹À½{¬­³µ¹»¯ª½�«º¥{²�²F¬ª¦µ¼5¬ª½{¶��B -¢Ë£8¥�¦¨§ª©�«�Ñ�©B¬4«µ«µ¥�²�©¹»½{¶�©C®Z©C½q¶�©C½{£C©P¯ª·;¯ªÇ{«µ©C¦¨§R¬R³¨¹À¯4½{«

(Mj , Tj)
¬ª½{¶

(Mk, Tk)
Æ�¬ª½{¶F¬ª«¨«º¥{²�©S³µ´{¬­³

Tj
¹±«�£C¯ª½c³µ¹»½`¥�¯ª¥{«�«º¥q£Ð´F³µ´{¬­³

P (Tk =
Tj) = 0 ÈFì ©F¥{«º© P (x)

³µ¯�¶�©C½�¯ª³µ©F®�¦¨¯ªÇ{¬ªÇ�¹»°À¹À³Á¼D¯ª¦�¶�©�½{«µ¹¿³Á¼�¶�©C®Z©C½{¶�¹À½�¾D¯4½�³¨´�©
£8¯4½c³µ©8Í`³ È
ê ´�©�«µ©
¬ª«¨«º¥{²�®�³µ¹»¯ª½{«¹»²�®{°À¼5³µ´{¬­³9³¨´�©¡£8¯4½{£8¯4¦¨¶{¬­½{£C©�«µ¥�²�²�¬ª¦µ¼�¢%¹±«�¬PÑn©C¹»¾ª´c³¨©�¶�¬s§ª©C¦Ð¬­¾4©W¯­·q³µ´�©¡¬ª¦µ©�¬S¥{½{¶�©C¦�³¨¹À²�©CÎç«µ®q©�£8¹ÀÃq£B�¡ -¢%£8¥{¦µ§4©�«�Æ
P [Mj > Mk | Tj < Tk]

= 2

∫
t

P [{Mj > Mk} | {Tj = t} ∩ {t < Tk}]

×P [{Tj = t} ∩ {t < Tk}]dt

=

∫
t

AUC(t) × w(t)dt

= ET [AUC(T ) × 2 × S(T )]ÑB¹À³µ´
w(t) = 2 × f(t) × S(t) È 
 ½�³¨´�¹»«�½�¯­³Ð¬R³µ¹»¯ª½ ÌBë ¢ (t)

¹»«0Ç{¬4«º©�¶�¯4½�³µ´{© 
 í,+ ¶�©CÃ{½�¹À³µ¹»¯ª½�¯­·n«µ©C½q«º¹À³µ¹»§`¹¿³Á¼�¬ª½{¶«µ®q©�£8¹ÀÃq£8¹À³Á¼ªÆ ÌBë ¢ (t) = P (Mj > Mk | Tj = t, Tk > t) È

 ½j®�¦Ð¬ª£f³¨¹»£C©�Ñ�©�Ñn¯ª¥�°±¶Ê³Á¼c®{¹»£�¬­°»°À¼Ë¦¨©�«º³µ¦¨¹±£f³
¬R³µ³µ©C½c³¨¹À¯4½Ê³¨¯Â¬�Ã�Í�©�¶t·¸¯ª°»°À¯RÑEÎç¥�®ø®q©�¦µ¹»¯�¶ (0, τ) È,ê ´�©�£C¯ª½{£C¯ª¦Ð¶�¬­½{£C©«µ¥�²�²�¬ª¦µ¼!£C¬­½�ÇZ©-²�¯�¶�¹ÀÃ{©�¶_³¨¯F¬ª£C£C¯ª¥�½c³E·¸¯ª¦EÃq½�¹¿³¨©M·¸¯ª°»°À¯RÑEÎç¥�®;ú

Cτ =

∫ τ

0

ÌBë ¢ (t) × wτ (t)dt Õ � Ø
ÑB´�©�¦µ©

wτ (t) = 2 × f(t) × S(t)/W τ Æ W τ =
∫ τ

0
2 × f(t) × S(t)dt = 1 − S2(τ) ÈHê ´�©-¦¨©�«º³µ¦¨¹»£8³µ©�¶!£C¯ª½{£C¯ª¦Ð¶�¬­½{£C©«µ¥�²�²�¬ª¦µ¼�¦¨©C²F¬­¹»½{«�¬�Ñn©C¹»¾ª´c³µ©�¶
¬s§ª©�¦¨¬ª¾ª©B¯­·u³¨´�©P³µ¹»²�©CÎç«µ®Z©�£8¹ÀÃq£ ÌBë ¢n«�ÑB¹¿³¨´
³¨´�©PÑn©C¹»¾ª´c³Ð«H¦¨©�«¨£C¬ª°À©�¶F«º¥{£Ð´
³µ´{¬­³�³¨´�©C¼¹»½4³¨©C¾4¦¨¬­³µ©�³µ¯ � È × ¯R§4©C¦0³µ´�©_¦¨¬ª½�¾ª© (0, τ) È�ê ´�©F¹»½c³µ©C¦¨®�¦¨©8³Ð¬R³µ¹»¯ª½�¯­· Cτ ¹±«�¬D«µ°À¹»¾ª´c³�²�¯�¶�¹ÀÃq£C¬­³µ¹»¯ª½%¯­·n³µ´�©_¯ª¦¨¹À¾4¹À½{¬ª°£8¯4½{£8¯4¦¨¶{¬­½{£C©ªÆRÑB´�©�¦µ©

Cτ = P [Mj > Mk | Tj < Tk, Tj < τ ] È�ê ´`¥{« Cτ ¹»«�³µ´�©¡®{¦µ¯4Ç{¬­Ç�¹»°»¹¿³Á¼5³µ´{¬­³W³µ´�©S®�¦µ©�¶�¹±£f³µ¹»¯ª½q«·¸¯ª¦F¬Ä¦¨¬ª½{¶�¯4²@®{¬­¹»¦�¯ª·0«µ¥�Ç��Á©�£f³¨«�¬ª¦µ©�£8¯4½{£8¯4¦¨¶�¬ª½c³5ÑB¹¿³¨´t³¨´�©C¹»¦F¯ª¥�³¨£8¯4²�©�«�ÆW¾ª¹»§ª©�½Â³µ´{¬­³�³µ´�©D«µ²�¬ª°À°»©C¦�©�§ª©C½c³�³µ¹»²�©¯�£C£C¥�¦¨«E¹»½
(0, τ) È

� � �n���!�F� �

 ½�³¨´�¹±«-«º©�£f³µ¹»¯ª½<ÆZÑn©�ÑB¹À°»°�¶�¹»«¨£8¥q«µ«M¬­ÇZ¯ª¥�³P³¨´�©�®q¬ª£ÐÅR¬­¾4©5ï�ðcñsòZñªó4ô`õ�ö4÷
¬ª½{¶�³¨´�©�·¸¥�½{£f³¨¹À¯4½{«P³µ´�©�¦µ©�¹À½ È�ê ´�©�·¸¥�½{£f³¨¹À¯4½³µ¯Ë£C¦µ©�¬R³¨©��¡ -¢6£8¥�¦¨§ª©D¬R³_¬�¾4¹À§4©C½ø³µ¹»²�©D®q¯4¹À½c³
¹±«
¬­°±«º¯Â£�¬­°»°À©�¶tï�ðcñRòqñªó4ô`õ{öª÷	��
_ÑB´{¹À°»©Dï�ð4ñRòZñªó4ô
���{÷	��
!£8¦¨©�¬­³µ©�«
ÌBë ¢,¥�®�³¨¯_¬
«µ®q©�£8¹ÀÃ{©�¶�³¨¹À²�©CÎy®Z¯ª¹»½c³P¬­½{¶�¹»½c³µ©�¾ª¦Ð¬R³µ©�«E³µ´{© ÌBë ¢,§R¬­°»¥�©�«¡³µ¯F©�«Á³¨¹À²F¬R³¨©5£8¯4½{£8¯4¦¨¶{¬­½{£C©0¹»½{¶�©CÍ ÈEê ´{©�«µ©³ÁÑn¯Ä·¸¥{½{£f³¨¹À¯4½{«_¬ª¦µ©�Ç�¥�¹»°±¶j¥�®q¯4½ø³µ´�©�Çq¬ª«µ¹»£!·¸¥�½{£8³µ¹»¯ª½{«�ú��������có��������
�4ô
����
cÆ����4÷����`õ�ó� 	��
`ÆW÷!����"{óqð� 
�`ôZñ#��
!¬ª½{¶
$ ��ô�ó� `ï&%4ô�ó����{÷	�'
 ÈMê ´�©�Ã{¦Ð«Á³M³ÁÑn¯!·¸¥{½{£f³¨¹À¯4½{«M©�«º³µ¹»²F¬R³µ©�«0³µ´�©�³¨¹À²�©CÎy§R¬­¦¨¼`¹À½{¾�£C¯c©'(
£8¹»©C½c³¨«M¯ª·n¬�¢�¯sÍ�²�¯`¶�©C°�¥{«µ¹À½{¾¶�¹ �Z©�¦µ©�½c³n²�©8³¨´�¯�¶�« È�ê ´{©S³¨¹À²�©8Îç§R¬­¦¨¼`¹À½�¾5¯ª¦�³µ¹»²�©CÎy¹»½`§R¬­¦¨¹»¬ª½4³�´{¬­Ó�¬­¦Ð¶F©�«º³µ¹»²F¬R³µ©�«�¬ª¦µ©S¥{«º©�¶
Ç`¼F÷!���
"{óqð� ���ôZñ#��
E·¸¥�½{£fÎ³µ¹»¯ª½�³µ¯!©�«º³µ¹»²�¬­³µ©�«P�¡ -¢�¬R³-¬_«µ®Z©�£8¹ÀÃ{©�¶D³µ¹»²�©8Îç®q¯4¹À½c³MÑB´�¹»°À©�³µ´�©�°±¬ª«º³P¯ª½{©5¹»½4³¨©C¾4¦¨¬­³µ©�«¡³µ´�© ÌBë ¢�§s¬ª°À¥{©�«PÇ{¬ª«µ©�¶D¯4½¶�¹ �Z©�¦µ©�½c³9³¨¹À²�©CÎy®Z¯ª¹»½c³¨«�³¨¯0¯4Ç�³¨¬ª¹À½�¬­½�©�«º³µ¹»²F¬R³¨©B¯­·Z£C¯ª½{£C¯ª¦Ð¶�¬­½q£8©n¹À½{¶�©8Í È9ê ´{©E«µ©8³W¯ª·q¥�³¨¹À°»¹À³Á¼�·¸¥�½{£8³µ¹»¯ª½{«H¬­°±«º¯0¹À½q£8°»¥{¶�©�«ï�ðcñsòZñªó4ô��'
`Æ�)�óqð� 
��ô�ó
*
+�,��'
P¬­½{¶-+�,/.102�
�4ô	��
 È<Ì ²�¯4½�¾�³µ´�©�«º©0·¸¥�½q£f³µ¹»¯ª½q«CÆ&+�,3.102���4ô���
S¹±«B¬�©�¬ª«µ¹»©C¦E§ª©�¦¨«µ¹À¯4½_¯ª·<³µ´{©¾ª©�½�©C¦¨¹±£402���4ô���
�·¸¥�½q£f³µ¹»¯ª½�·¸¯ª¦0®�°»¯­³º³¨¹À½{¾-5-¬­®{°»¬ª½�Îçû�©C¹»©C¦S«µ¥�¦¨§c¹»§R¬­°9£8¥�¦¨§ª©�¬­½{¶6){óqð� 
�`ô�ó
*
+�,	��
M©�«º³µ¹»²F¬R³¨©�«0«º¥�¦¨§`¹À§R¬ª°
S(t)

ÑB´�©�½ø«¨¬­²�®�°»¹À½{¾�Ñn©C¹»¾ª´c³¨«�¬­¦¨©!®Z©C¦¨²�¹¿³µ³µ©�¶ Ètê ´�©�ï�ð4ñRòZñªó4ô	��
F·¸¥{½{£f³¨¹À¯4½ø£C¦µ©�¬R³µ©�«5¦¨¹±«ºÅ�«µ©8³�¬­³�¥{½�¹ �c¥�©�·�¬ª¹À°»¥�¦¨©³µ¹»²�©�« ÈÂê ´�©�¶�©8³¨¬ª¹À°±«�¬­¦¨©_®�¦¨¯R§`¹»¶�©�¶%°»¬­³µ©�¦ È%ì ©!½�¯ª³µ©!´�©C¦¨©
³¨´{¬R³�³µ´�©!·¸¥�½{£8³µ¹»¯ª½{«�£�¬­½t¬4£C£8¯4²�²�¯�¶�¬­³µ©!Çq¯ª³µ´t¦¨¹»¾ª´c³£8©�½{«µ¯ª¦¨©�¶_¬ª½{¶�°À©C·á³B³µ¦¨¥�½{£�¬R³µ©�¶!¶{¬R³¨¬ È
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ê ´�©�¬ª¦µ¾4¥�²�©C½c³¨«E¬­½q¶
³¨´�©C¹»¦S¶�©C³¨¬­¹»°±«B¬­¦¨©M¬4«�·¸¯ª°»°À¯RÑ¡«�ú
◦
�ªô�ð ��óqú - ¯ª¦�¦¨¹À¾4´c³�£C©C½{«µ¯ª¦¨©�¶�¶�¬R³Ð¬�ÆR³¨´�¹±«�¹»«9³¨´�©n·¸¯ª°»°À¯RÑÊ¥�®�³µ¹»²�© È - ¯ª¦�°»©8·á³�³¨¦µ¥{½{£C¬­³µ©�¶�¶�¬­³¨¬�Æ­³µ´�¹±«�¹»«�³µ´�©E©C½{¶�¹À½�¾³µ¹»²�©M·¸¯4¦E³µ´�©-¹»½c³µ©�¦µ§R¬­° È

◦
ó ��ô`ï#"�ú - ¯4¦P°»©8·á³0³µ¦¨¥�½{£�¬R³¨©�¶�¶�¬­³¨¬{Æ{³¨´�¹»«P¹±«¡³¨´�©�©�½c³µ¦¨¼_³¨¹À²�©�¯­·�³µ´{©�¹»½c³µ©C¦¨§R¬­° ÈPê ´�©�¶�©8·�¬ª¥�°À³P¹±«P«µ©8³S³¨¯?@BA�CDC·¸¯ª¦B¦¨¹À¾4´4³B£8©�½{«µ¯ª¦¨©�¶�¶�¬R³Ð¬ È

◦
ñsô&%4ô % ñ`ú9«º¥{¦µ§`¹»§s¬ª°;«Á³Ð¬R³¨¥{«CÆ � ¹À·9´q¬ª¶�¬­½�©C§4©C½c³¡¬­½{¶ × ¯­³µ´{©C¦¨ÑB¹»«µ© È

◦
� %4ï`ò�ó4ïZúZ²F¬­¦¨Åª©�¦;§R¬­°»¥�© È�ì ©nÑn¬ª½c³;³µ¯S«µ©C©�´�¯RÑ%¾ª¯`¯�¶0³µ´�©n²F¬­¦¨Åª©�¦;¹»«;³µ¯0¶�¹»«º³µ¹»½�¾4¥�¹»«µ´�ÇZ©8³ÁÑn©C©�½5£C¬4«º©�« Õ ¹»½{£8¹±¶�©�½4³£C¬ª«µ©�« Ø ¬­½q¶F£8¯ª½c³¨¦µ¯4°»« È�ê ´�¹±«H£�¬­½F©�¹¿³¨´�©C¦�Çq©0¬M°À¹»½�©�¬ª¦H®�¦¨©�¶�¹»£8³µ¯ª¦W·¸¦µ¯4² ¬5¢�¯sÍ�²�¯`¶�©C°{¯4¦H¬-¦Ð¬sÑÊ²F¬ª¦µÅ4©C¦�§ª©�£f³¨¯ª¦ È
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