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Õ(n2)
� §�� ������� ���� ��� ������� �� ��� � �¦ ��  ��� � �� ��� �������

������ ���� �� ����  ���� � Á� ���� ���¤ ������ ���� �� ��� ��������� ��¤  ���� ��
G

¡ ���
������ �� ������ ������� � ��� �� ��� ������ �� ��� �� ������ ��

Θ(nTmix(G))
¡ �����

Tmix(G)�� ��� � �¦ ��  ��� � ��
G

�
Á� ��� �������� ���� ����� ��� �������  ������ �������� ¡

n
������� ��� ������ �� ������

�� � ���� �©����
¤

��� ���� � ������ �� ��������� ��¤
r = Θ(

√

log n
n

)
� Ã�� ���� ��� ����� �

���� � ������ ��������� ��¤ ������ ����� ����� ��� ��� �������� � Á� ���� ����� ¡ ��� ������
�� ������ ������� ���� ��� � ��� ����� �� ������ ���� ��
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Å � A �� ����� �������¤ ��� ��
¤i

¿��� ������� � ���  ��������� �¤
si

�¤ �� ������  �������
����� ��À ��� ��

¤j

¿�� ������� �¤
sj

��� �����¤ À �
% � A �� ����� �� �©����

¤i

�¤
si

¿�¤ ������  ������� ����� �£ À ¡ ��� A �� ����� ��
¤j

�¤
sj

¿�¤ �� ������  ������� ����� �£ �À

&�� ¡ ���
zi(t) :=

∑

s∈¤i

xs(t)
� Æ ������ ���� ��  ��������¤¡ �� ������ ���� ∑

i xi = 0
¡ ����� ����

���¤ ���� � �������� �£��� ��� ���� ��� �£��� ��� ���� �� ������ ���� � ª� ����������� ��
��� $�����£ Â���� ����� �� ����

(∀i)
∣

∣

∣

#(¤i)√
n

− 1
∣

∣

∣
< 1

10

� �� �� � Á� �� �¦�� ��� ��� ���������
��

z
¡ �� ��� ���� ����� � ����� �� ��� ���� ������� �� �����

• zi(t) = (1 − αi)zi(t − 1) + αjzj(t − 1)

• zj(t) = (1 − αj)zj(t − 1) + αizi(t − 1)

����� ∀i, αi ∈ (1
2
, 1

3
)
� ���� ¨���� «¡ �� ������ � ����

E[‖z(t)‖2] < (1− 1
2
√

n
)t‖z(0)‖2

� ��� ��¤ �� �����  �����
O(

√
n log(n

ε
))

�� ����� ����� ¡ �� ����
� ������������

x(t′)
���� ���� ‖x(t′)‖ < ε‖x(0)‖ �

¬���  �� �������� ������  � �������� ����� �����
O(

√
n)

������ ������� � �� �� ¿��� ¼Å¾À � ª ��� ¡
���� ������� �� �� �������  �� �����  A �� � �©����

¤i

�����
O(

√
n)

������ ������� �
�� ¡ ��� ����� ������ �� ������ ������� � ���

n
�����

time(n)
�����¢�� � ���������� �� ��� ���� '

time(n) w O
(√

n log(
n

ε
)(timeA(

√
n) + O(

√
n))

)

.

Á �����  ��� ��� ������� ��
ε
¡ �� ����� ����� � �� �� ����������¤ ��¢�� ��� �� ������ A ��

¤
¡ ��� �����

timeA(n) = n exp(O(log log n)2).

Å



( ) ùý���*���� � � ��ù � ú������û

+ ® , ¶³²³æ¶å
§�� �©����

¤
�� ����������� ����

n1

����©�����
¤i

¡ �����
n1

�� ��� ������� ���� �� �� √
n���� �� ��� �©���� �� �� ���� ������ � ��� � �©����

¤i1...ir

¡ ���
E#¤i1...ir

������ ��� �¦������
������ �� ������� � �����

¤i1...ir

� §��� ¡ �����
E#¤i1...ir > (log n)8

¡
��� �©����

¤i1...ir

�� ����������� ����
nr+1

����©�����
¤i1...ir+1

¡ �����
nr+1

�� ��� �������
���� �� �� √

E#¤i1...ir

���� �� ��� �©���� �� �� ���� ������ � ¨��

` := 1 + sup
¤i1...ir

r,

� � � � ��� ������ �� ������ �� ���� ��������� � � ���� � �©����
¤<i>

¡ ���
s(¤<i>)

������ ���
������ ������� �� ��� ������ � Â¤ ��� ������������ ¡ ����� ������� ��� ���� ��������� ¡ ��� ��¤
������ ��� ���� ���� ���¤ � ��� ���� ��� �� �� ���� ��� �©���� � �� �� �� Æ� ����� ������ ����
�¤

¤(s)
� Æ� ���� � � ¨���� �� ���� ���� �¤ ��� ������ ��  ���� ' Á�

s = s(¤i1...ir)
¡
s

���
�����

` − r
� §���� ����� ��� ���� ¨�����

1, . . . , `
� §���� �� � ��� �� ���� ���� �� ¨����

`
¡

��� ��¤
s(¤)

� §�� ����� �� ¨����
0

��� ��� ����� ��� �� ��� ����
s(¤i1...ir)

� Á� ��� ������ ��
���������� ������� ¡ �� ��� ��� ������� ��������� � ��� ��� ����� �� ��� ����� ��  ������� ���
�� ����©�����

¤i

� º������ ¡ ����� ������ ����� ��� �� ��� ��������¤ ������¤¡ ��� ����� ��
�� ��������¤ �� ������ ������� � ���  ������ �������¤ �� �� ����� �©����� � §��� �� ��¢�� ���
������� �������¤ ����������¤� ¨��

εr

�� ��� �������¤ ��� ��� ����� ��  ������� �� � �©����
¤i1...ir−1 .

¨���� à ����� �� ���� �� �� ��¥ ����� �� ����
εr

¡ �� � � εr−1-./0(n)

��� � ���¤��� ��� ��
��¥ ������¤ ��� � �� ��� �
¨��

ε0 = ε
¡
δ0 = δ

� Æ� ����������¤ ��¢��
εr+1 := εr

25n
7
2+a

���
δr+1 = δr

n2a
r

�

Æ� ��¢��
time(n, `−1, εr, δr)

�� � � (

(log n
ε`−1

) log(δ−1
`−1)

)16 � §��������� ¡ �� ��¢��
time(n, r−

1, εr−1, δr−1) := time(n, r, εr, δr)n
a
(

log(nr

εr
) log(δ−1

r )
)16

.

¨��
s ∈ ¤i1...i`−1

�

+ ®á 12° � ·¶³¶ 3¶±
¬���¤ ����

s
��� ��� ������ ¡ �

local.state
��� �

global.state
¡ � ��� �� ����� ��� �� ������¤

= off
¡ ��� ��� ���� ���� ��� �����

on
� ¬��� ����

s
��������� � ������� �������

counter(s)
�

�����  ��������ö����� ¡ ���
global.state

��
s(¤)

�� ��� ��
on

��� ����¤ �����
global.state

��
0
�

§��
local.state

�� é 	 	 ����� �� ��� ��
off

�� ���� ¹ ������� �
¨�� �� ������� ���� ��� ��� �� ��

s
����� � Æ� ������� � ��� �������� �������� �¤ �� � ���� � Æ�

�������� ��� ����� � Á�
s

�� �� ¨����
0
¡ �� �� �¤� ��� ������ ��  �������� ' 4

%



«� Á�
local.state(s) = on

Near(s) 5
6

Near(s)
4

«�
s

����� �� ��¹ ����� ����
v

��������� ��
¤i1...i`−1

������� �¤ �� ������ �
à �

s
����

xs(t + 1) = xs(t)+xv(t)
2

;

v
����

xv(t + 1) = xs(t)+xv(t)
2

;

6
Æ� ��¦� ������� � ��� �������� ��

s
�� �� � ¨����  ������ ����

0
� §�� ����������

Near
�� ���

��� � �� ����� � ¨��
¤(s) =: ¤i1...ir .4

«� Á�
global.state(s) = on

¿�À Á�
counter(s) = 0 Activate.square(s);¿� À Æ ��� ����������¤

n−atime(n, r, εr, δr)
−1

• Far(s) 5
• counter(s) ← 0 5

à � Á�
local.state(s) = on

Near(s);

� � Á�
counter(s) ≥ time(r, n, εr, δr) Deactivate.square(s);¬���

counter(s) ← counter(s) + 1;

6

Far(s)
4

«�
s

����� � �©����
¤i′1...i′r 63 s

������� �¤ �� ������ � ¨��
s′ := s(¤i′1...i′r)

� &���
s

������
��� ����� ��

s′
 �� ���������¤�

à �
xs(t + 1) = xs(t) + 2

5
(E#¤i1...irxs′(t) − E#¤i1...irxs(t))

�
� �

s′
����� ���� �� � ������ � ��� ��� �����

xs′(t)
��

s
�¤  ����¤  �� ������ ������  �

½ � &���
s

��������
xs(t + 1) = xs(t) + 2

5
(E#¤i1...irxs′(t) − E#¤i1...irxs(t))

�

7



Å � counter(v) ← 0
�

6

Activate.square(s)
4

«� Á�
s ∈ ¨����

1
¡ ���� ������� �� ���� ����

s′
��

¤(s)
������ 

local.state(s′) ← on
�¤

ÿ�����  �
à � Á�

s ∈ ¨����
i > 1

¡ ���� ������� �� ���� ¨����
i−1

����
s′

��
¤(s)

�¤  ����¤  �� ������
������  ¡ ������ 

global.state(s′) ← on
�

6

Deactivate.square(s)
4

«� Á�
s ∈ ¨����

1
¡ ���� ������� �� ���� ����

s′
�� �©���� ¿

s
À ������ 

local.state(s′) ← off�¤ ÿ�����  �
à � Á�

s ∈ ¨����
i > 1

¡ ���� ������� �� ���� ¨����
i−1

����
s′

��
¤(s)

�¤  ����¤  �� ������
������  ¡ ������ 

global.state(s′) ← off
�

6

8 ��üú9: ��� ��ù ��û; ù� � � <�ü�ýû �ýý���ý

¨��
H(n, r, εr, δr)

������ ��� ������ �� ������ ������� ���� �� ��� �������� �� ��� ����� ��
¤i1...ir

¡ �� ����� �� ��� ����� ��� �������� ¿�� ��� ������ ������� �¤ ������� ��
¤i1...ir

À �¤ �
������

εr

¡ � ��� ����������¤
1 − δr

�

=>?�@AB���� � Cë îë ì �î ëD! ñ# ì# ò� ì D �éòñîë ðìòE ììë
s

éíòñôéòñë�
¤(s) := ¤i1...ir

éëD
Dìéíòñôéòñë�

¤(s)! ò� ì ë ïðì� î" 	îë� F�éë� ì �éíG ìò ìõ í�éë� ìó ðìòE ììë ó ìëóî�ó î" ò� ì G ñëD
s(¤i1...irir+1)

ñó
Θ

(

ñ log( ñ
εr

)
) E #� #� ! E� ì�ì

ñ =
E#[¤i1...ir ]

E#[¤i1...irir+1 ]
.

¬��� �� ����� ��������
O(

√

E#[¤(s)])ñ
���� � �� �� ¿��� ¼Å¾À � §�������� ��� ����� ������ ��

������ ������� ���� ��
O

(

ñ2 log( ñ
εr

)
) � �� �� �

H



¬��� �� ����� ��� Ç��� � ������ �¦���� �� �� �������� �¤ � ������ �� ����� ��  � ����� ���
�������� ����©����� ¡ ��� ���� �����

H(n, r +1, εr+1, δr) = Ω(ñ)
������ ������� � §��� �� ����

��� ����������

H(n, r, εr, δr) = O

(

(H(n, r + 1, εr+1, δr+1) + ñ)ñ log(
ñ

εr

)

)

= O

(

H(n, r + 1, εr+1, δr+1)ñ log(
ñ

εr

)

)

.

ª� ��������� �� ���������� ½ �«¡ �� ���
ε0 = ε

¡
δ0 = δ

��� ����������¤ ��¢��
εr+1 := εr

25n7/2

���
δr+1 = δr

n2
r

� ��� ����� ����� ����� ¡
δr = Ω( 1-./0(n)

)
¡ �����

δ0 = Ω( 1-./0(n)
)

��� ���
ñ

�������� � �
εr = ε0Ωn−O(log log n)

�����
` ∼ log log n

� &�� ¡ ��� �� ������ �©����� ���� �� ������ ����
O(

���¤�� 
n)

������� ���� � �� �� � � ���� ��� �������¤ ����� ��  ���� �� �� ����� ¿������� ��
�¤ ��� ��������� �& ��� ¿�À�À ��� �� ����� ��  ��� � ���� �� ©�������� ¼«¡ à¾ ¡

H(n, `, ε`, δ`) =
Ω(

���¤ �� 
( n

ε`
))

� ª�� �� ����  ��� ���������� ���
H

��� ����������  ¡ �� ��� ���� ��� �����
������ �� ������ ������� ��

H(n, 0, ε0, δ0) = (H(n, `, εr+1, δr+1))
∏

r

{

E#[¤i1...ir ]

E#[¤i1...irir+1 ]
log

n

εr

}

= n(log
n

ε
)O(log log n).

§��� ��
n1+o(1)

��
ε = exp(−n

o(1)
log log n )

¡ ���
δ = n−O(1)

�

I J��ùý �� K���ù���ùýý

Á� ��� �� ������ �������� �� ���� ����� ¡ ���� �©����
¤(s)

��� � ������� ������¤¡ ����� ��
��� ����� ��  ��� � ���������� �� ���� �©���� � Á� ����� ��� ��� �� ������ �� �� ������� ¡ ��
��©���� ����

¤(s)
�� ��������� �� �¤ ��� ��� Ç��� � �¦���� �� ����

s
�� �������� �� ¡ ����� 

���� � ����� � §��� �� ��� � ��������� ���� ��� �� ������� � ������ ��� ��� Ç��� � �¦���� ��
��

s
�����  ����� � �� �� ���� ���¤¡ ����� �� ������� �� ��� ����¤��� �� ������ ���� � Á� ����� ��

������ ���� ¡ ��� ���� �� �� ������ ���� �� ��������� � � �� �� �� ���� ��� ��� ����� �� �����
��� Ç��� � �¦���� �� ��

s
����� �� � � ����� ���� ��� ������� �� ��� ������¤ �¤ � ������

na
� ª � � �����©����� ¡ � �� �� ¡ �� ��� ������ �� ��� ������ �� ������ ¡ ����� ��� �� ��� Ç��� �

������ ������� � ��� �¤ ��¤ ����
s

�����
¤(s)

�� ������ � §�� ���¤ ����� ���� �� ���� ���
����� � ��� �� ������ �� �� ���� ��  ���� ��� ������ �� ������

εr

�������� ��� ������� ��� � §���
������ � ���� ¨���� à ����������� �� ������ � ' §�� �����

i
��������� ó ðó� é�ìó

¤i1...irir+1

��
¤i1...ir

��� ���
yj(t)

��� ��£�����
j

��������� ��� ó ï �� ��� ������ ���� �¤ ��� ����� �� �
����©����

¤i1...irj

�����
t
���  �������� ������ ������� � ������ ����©����� ����� ��� ����������

��
¤i1...ir

� Æ� ���
ε := εr+1‖x(0)‖ � §�� �������������

n(t)
��������� ��� ������  ��������

���� ��������� ����� ��  � ����� ����� ����©����� �
L



M K���ú����� N ùû ü�Oý

Æ� ���������� ëîë Fíîëôìõ éê ëì íîï ðñëéòñîëó¡ �� ��� ����� ��  �������� �� ����� �� �����Ç
����� ��� ������ ������ �� ��������� ������  ����� � §�� ������ �� ������ ������� ����
�� ��� ������ �� ��� �������� ��

n1+o(1)
� §��� �¦������ �� ��¤����������¤ ����� �� � Ã�� �� �Ç

����� ¡ ������ ��� �������� ��� �� ¼Å¾ �� ��� ���������¤ ����������ö�� � º������ �� ��� �� ��
��� ��� ¡ �� �� �� ��� � ��������¤ ������� ���������� � ��� ��� ��� �� �¥�� ������������ �

P Q����ù ) ��ù�����ý

Á� ����� �� ����������  �� ����¤ ������� �¥�� ������������ ��� � � ���� �� ������� �
���������¤ ����������ö�� �� ������ ��� ��� ������ ������ ���� �� ���� ���� ¤ �¥ ����� �

N ù�ù�ù��ùý

¼«¾ � � Â�¤� ¡ ª � ����� ¡ Â � þ�������� ¡ ��� � � ���� � ������ �� ������ � ' ���� � ¡ ����¤���
��� ������������ � Á� R�îíììDñë�ó î" ò� ì ST ò� Uîë" ì�ìë íì î" ò� ì CVVV Uîïï  ëñíéòñîëó
W îíñìò
 XCY�ZUZ[ S\\]^ ¡ à__Å �

¼à¾ � � Â�¤� ¡ ª � ����� ¡ Â � þ�������� ¡ ��� � � ���� � ` �¦ ��  § �� �� ��� ������ Æ���� ��
���� ����� ������ ������ � �Áª` ª&ª¨$Ã à__Å �

¼�¾ � � $��������� ¡ a � » ��  � $�������� ��¤ �� Æ ������� ������ & ������� � ��� $�������
������¤�bcd ZUFY Ze! S\\T ¡ «½LÇ «Å7

¼½¾ þ� ����� ��� þ� »���� � §�� �������¤ �� � ������� �������� � CVVV f�éëóéíòñîëó îë
Cë" î�ïéòñîë f� ìî�
 ¡ ½% ¿àÀ '�HHg½_½ ¡ ` ���� à___ �

¼Å¾ ª � � �� ���� ¡ ª � ������� ¡ ` � Æ���� �� �� � ��� ������  ����� ' �¥ ����� �  �� �����
��� ������ �������� � Á� R�îíììDñë�ó î" ò� ì h" ò� ñëòì�ëéòñîëé 	 íîë" ì�ìë íì îë ñë" î�ïéòñîë
� �îíìóóñë� ñë ó ìëóî� ë ìòE î�Gó XCRWY^ ¡ à__% �
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• xi(t) = (1 − αi)xi(t − 1) + αjxj(t − 1).

• xj(t) = (1 − αj)xj(t − 1) + αixi(t − 1).
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∑
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• yi(t) = (1 − αi)yi(t − 1) + αjyj(t − 1) + n(t − 1).

• yj(t) = (1 − αj)yj(t − 1) + αiyi(t − 1) − n(t − 1).
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