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Curve	
  fi,ng	
  
•  If	
  the	
  quan5ty	
  of	
  interest	
  is	
  a	
  slope	
  or	
  an	
  intercept	
  

–  How	
  do	
  we	
  obtain	
  these	
  values?	
  
–  What	
  is	
  the	
  associated	
  error?	
  

•  Want	
  to	
  find	
  the	
  “best	
  fit”	
  of	
  data	
  to	
  be	
  represented	
  by	
  a	
  straight	
  
line	
  model	
  
–  Least	
  squares	
  us	
  a	
  common	
  criteria	
  for	
  best	
  fit	
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We	
  want	
  to	
  find	
  m	
  and	
  b	
  that	
  will	
  give	
  the	
  
smallest	
  F	
  value,	
  e.g.,	
  find	
  the	
  least	
  value	
  of	
  
the	
  squared	
  errors	
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Curve	
  fi,ng	
  
•  Condi5on	
  for	
  minimum:	
  dF/dm	
  =	
  0	
  and	
  dF/db	
  =	
  0	
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Your	
  calculator	
  calculates	
  this	
  for	
  you	
  but	
  
what	
  is	
  the	
  standard	
  devia5on	
  in	
  m	
  and	
  b?	
  y	
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Define:	
  δyi = yi - (mxi+b)	



Standard	
  devia5on	
  in	
  y	
  is:	
  

Sy =
i

!y( )
2

i
!

n" 2
!y =

t.Sy
n

and	
  

P	
  =	
  5	
  and	
  DF	
  =	
  n-­‐2	
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Curve	
  fi,ng	
  
•  Standard	
  devia5ons	
  in	
  m	
  and	
  b	
  are:	
  

Sm = Sy
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and	
  

!m =
t.Sm
n

!b =
t.Sb
n

with	
  P	
  =	
  5	
  and	
  DF	
  =	
  n-­‐2	
  

Fit	
  validity	
  
•  Every	
  DF	
  of	
  a	
  system	
  represents	
  a	
  measurement	
  or	
  data	
  point	
  
•  Which	
  fits	
  are	
  we	
  allowed	
  to	
  perform?	
  

DF	
  	
  
(data	
  points)	
  

Model	
   Formula	
  

1	
   None	
   None	
  

2	
   Linear	
   mx	
  +	
  b	
  

3	
   Parabola	
   ax2	
  +	
  bx	
  +	
  c	
  

4	
   Cubic	
   ax3	
  +	
  bx2	
  +	
  cx	
  +	
  d	
  

5	
   Quar5c	
   ax4	
  +	
  bx3	
  +	
  cx2	
  +	
  dx	
  +	
  e	
  

6	
   5th	
  order	
   ax5	
  +	
  bx4	
  +	
  cx3	
  +	
  dx2	
  +	
  ex	
  +	
  d	
  

No	
  quar5c!	
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Example:	
  rotameter	
  calibra5on	
  

RR	
  (read)	
   Volume	
  (L)	
   Time	
  (s)	
   Q	
  (cm3/s)	
  

0	
   0	
   10	
   0	
  

1	
   9	
   10	
   900	
  

2	
   17	
   10	
   1700	
  

3	
   25	
   10	
   2500	
  

4	
   37	
   10	
   3700	
  

5	
   40	
   10	
   4000	
  

6	
   52	
   10	
   5200	
  

7	
   60	
   10	
   6000	
  

•  Measure	
  Q	
  with	
  bucket/stopwatch;	
  read	
  RR;	
  vary	
  Q;	
  repeat	
  

•  Applying	
  formula	
  (or	
  using	
  socware)	
  with	
  n=8	
  yields:	
  

	
   	
   	
   	
   	
   	
  Q	
  =	
  850.RR	
  +	
  17	
  (best	
  fit)	
  

Example:	
  rotameter	
  calibra5on	
  
•  How	
  much	
  confidence	
  should	
  be	
  place	
  in	
  Q?	
  

SQ =
i

!Q( )
2

i
!

n" 2

δQi	
  =	
  Qi	
  –	
  Qmodel	
  =	
  Qi	
  	
  –	
  (850.RRi	
  +	
  17)	
  
	
  
δQ1	
  =	
  0	
  –	
  17	
  =	
  -­‐17	
  
δQ2	
  =	
  900	
  –	
  (850	
  +	
  17)	
  =	
  33	
  
δQ3	
  =	
  1700	
  –	
  (1700	
  +	
  17)	
  =	
  -­‐17	
  …	
  
	
  

SQ
2 =

i
!Q( )

2

i
!

8" 2
= 27585 and	
  	
   	
  SQ	
  =	
  166	
  cm3/s	
  

From	
  the	
  cri5cal	
  values	
  of	
  t	
  table	
  for	
  P	
  =	
  5	
  and	
  and	
  DF	
  =	
  n-­‐2	
  =	
  8-­‐2	
  =	
  6,	
  we	
  have	
  t	
  =	
  2.45	
  	
  

!Q =
t.SQ
n
=
2.45!166

8
=144  cm3s-1	



Thus: 	
   	
  Q	
  =	
  [850.RR	
  +	
  17]	
  ±	
  144	
  cm3s-­‐1	
  (95%	
  confidence,	
  best	
  fit)	
  	
  

So,	
  if	
  RR	
  is	
  set	
  at	
  3.5 	
   	
  Q	
  =	
  2992	
  ±	
  144	
  cm3s-­‐1	
  ≈	
  3000	
  ±	
  140	
  cm3s-­‐1	
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What	
  if	
  the	
  expression	
  is	
  not	
  linear?	
  
•  Reduce	
  to	
  linear	
  model	
  
	
  

–  Hydrodynamic	
  power	
  law:	
   	
  	
  

–  Langmuir	
  adsorp5on:	
  

–  Arrhenius	
  kine5cs	
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= lnk + n lnRe=>	
  

Correla5on	
  coefficient	
  
•  The	
  correla5on	
  coefficient	
  r2	
  describes	
  how	
  much	
  of	
  the	
  varia5on	
  in	
  

y	
  is	
  described	
  by	
  the	
  model	
  (ymodel = m.xi + b)	
  

•  In	
  other	
  words,	
  r2	
  is	
  the	
  frac5on	
  of	
  the	
  varia5on	
  in	
  y	
  that	
  can	
  be	
  
described	
  by	
  the	
  varia5on	
  in	
  x	
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Correla5on	
  coefficient	
  
•  The	
  correla5on	
  coefficient	
  r2	
  describes	
  how	
  much	
  of	
  the	
  varia5on	
  in	
  

y	
  is	
  described	
  by	
  the	
  model	
  (ymodel = m.xi + b)	
  

•  In	
  other	
  words,	
  r2	
  is	
  the	
  frac5on	
  of	
  the	
  varia5on	
  in	
  y	
  that	
  can	
  be	
  
described	
  by	
  the	
  varia5on	
  in	
  x	
  

	
  
•  If	
  r2 = 1,	
  all	
  of	
  the	
  varia5on	
  in	
  y	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  is	
  described	
  by	
  the	
  model	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  However,	
  a	
  nearly	
  horizontal	
  data	
  set	
  will	
  have	
  low	
  r2	
  since	
  there	
  is	
  	
  
	
  	
  	
  	
  liqle	
  varia5on	
  in	
  y	
  to	
  be	
  described	
  by	
  the	
  model	
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Propaga5on	
  of	
  errors	
  
•  Goal:	
  to	
  calculate	
  the	
  mean	
  and	
  standard	
  devia5on	
  (or	
  confidence	
  

interval)	
  in	
  a	
  variable	
  A	
  that	
  depends	
  on	
  measured	
  quan55es	
  
A = f(x,y,z)	
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x =
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i
!

n

Sx =
ix ! x( )2

i
"

n!1

y =
iy

i
!

n
z =

iz
i
!

n

Sy =
iy ! y( )2

i
"

n!1
Sz =

iz ! z( )2
i
"

n!1

Possible	
  approach	
  

A1 = f(x1,y1,z1)	


A2 = f(x2,y2,z2)	



.	



.	



.	


An = f(xn,yn,zn)	



A =
iA

i
!

n
SA =

iA ! A( )2
i
"

n!1

OK	
  for	
  es9mate	
  but	
  propaga5on	
  of	
  
error	
  gives	
  much	
  more	
  info	
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Propaga5on	
  of	
  errors	
  
•  Beqer	
  approach	
  is	
  to	
  calculate	
  A	
  from	
  the	
  means	
  of	
  measured	
  variables	
  

A = f(x,y,z)	



•  And	
  to	
  calculate SA (or	
  λA)	
  from	
  the	
  knowledge	
  of	
  Sx,	
  Sy and	
  Sz (or	
  λx,	
  λy	
  and	
  λz)	
  

•  Using	
  a	
  Taylor	
  series	
  development	
  of	
  Ai	
  in	
  the	
  vicinity	
  of	
  zero,	
  it	
  can	
  be	
  shown	
  
that	
  for	
  independent	
  variables	
  x,	
  y	
  and	
  z:	
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and	
  	
  

Example	
  
•  Propaga5on	
  of	
  error	
  is	
  more	
  conserva5ve	
  and	
  provides	
  feedback	
  on	
  

experimental	
  design	
  

•  Consider	
  pressure	
  drop	
  measurement	
  

SΔP = 22.6	


ΔP = 201	



Run	
   Pin	
   Pout	
   ΔP	
  

1	
   553	
   335	
   218	
  

2	
   495	
   330	
   165	
  

3	
   515	
   310	
   205	
  

4	
   565	
   340	
   225	
  

5	
   525	
   315	
   210	
  

6	
   510	
   326	
   184	
  

Approach	
  1	
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Example	
  
•  Propaga5on	
  of	
  error	
  is	
  more	
  conserva5ve	
  and	
  provides	
  feedback	
  on	
  

experimental	
  design	
  

•  Consider	
  pressure	
  drop	
  measurement	
  
Approach	
  2	
  

Run	
   Pin	
   Pout	
  
1	
   553	
   335	
  

2	
   495	
   330	
  

3	
   515	
   310	
  

4	
   565	
   340	
  

5	
   525	
   315	
  

6	
   510	
   326	
  

Pin = 527	


SPin = 26.8	

 SPout = 11.6	



Pout = 326	



ΔP = 527 - 326 = 201	



Calculate ΔP from	
  individual	
  means:	
  

Calculate	
  variance	
  from	
  par5al	
  deriva5ves	
  	
  
evaluated	
  at	
  means:	
  

S!P
2 =

" Pin #Pout( )
"Pin

$

%
&&

'

(
))
Pout

2
SPin
2 +

" Pin #Pout( )
"Pout

$

%
&&

'

(
))
Pin

2
SPout
2

S!P
2 =1.SPin

2 +1.SPout
2 = 718.2+134.6

S!P = 718.2+134.6 = 29.2

SD	
  larger	
  =>	
  More	
  conserva5ve	
  
Pin	
  is	
  largest	
  contributor	
  to	
  error!	
  

Example	
  2	
  
•  Density	
  of	
  a	
  rod	
  determined	
  by	
  measuring	
  length,	
  diameter	
  and	
  mass	
  

M = 5.0 ± 0.1 kg (95% conf, n = 6)	


L = 0.75 ± 0.02 m (95% conf, n = 5)	


D = 0.14 ± 0.01 m (95% conf, n = 6)	



Calculate ρ from	
  sample	
  means:	
   ! =
M
V
=

M

"D2

4

!

"

#
#

$

%

&
&L

=
4
"
. M

D2L
=

4' 5

" 0.14( )2 ' 0.75
= 433 kg /m3

Calculate	
  par5al	
  deriva5ves	
  and	
  evaluate	
  at	
  sample	
  means:	
  
!!
!M

=
4
"
. 1

D2L
at	
  D	
  and	
  L,	
  we	
  have:	
  

!!
!M

=
4
!
. 1

0.14( )2 " 0.75
= 86.6

!!
!L

= "
4
"
. M

D2L2
at	
  D	
  and	
  L	
  and	
  M	
  we	
  have:	
  

!!
!L

= "
4
"
. 5

0.14( )2 0.75( )2
= "577

!!
!D

= "
8
"
. M

D3L

!!
!D

= "
8
"
. 5

(0.14)3 0.75( )
= "6187at	
  D	
  and	
  L	
  and	
  M	
  we	
  have:	
  

Calculate	
  confidence	
  interval	
  for	
  density:	
  

!" =
!"
!M
"

#
$

%

&
'
2
!M
2 +

!"
!L
"

#
$

%

&
'
2
!L
2 + !"

!D
"

#
$

%

&
'
2
!D
2 = 86.6( )2 0.1( )2 + (577( )2 0.02( )2 + (6187( )2 0.01( )2 = 74.99+133.17+3828 = 63.53 kg /m3

D = 433± 63 kg/m3 (95%	
  conf,	
  propagated) 	
   	
  D	
  biggest	
  contributor	
  to	
  error:	
  use	
  calipers!	
  


