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Back	  to	  the	  pipe1e	  example	  

•  Imagine	  that	  you	  are	  making	  dynamite	  	  
–  If	  you	  put	  less	  than	  9.982	  mL	  of	  a	  reagent,	  it	  will	  not	  explode	  
–  If	  you	  put	  more	  than	  10.015	  mL	  it	  will	  blow	  up	  in	  your	  face	  

V1	  =	  9.993	  mL	  
S1	  =	  0.011	  mL	  
n1	  =	  3	  

•  What	  is	  the	  probability	  for	  these	  events	  to	  occur?	  

Trial	   Volume	  (ml)	  

1	   9.991	  

2	   10.005	  

3	   9.983	  

•  This	  does	  not	  tell	  me	  if	  the	  dynamite	  is	  bad	  or	  if	  a	  worker	  will	  be	  
killed!	  

•  Based	  on	  3	  measurements,	  we	  esOmate	  that	  there	  is	  a	  68%	  
chance	  that	  we	  will	  deliver	  between	  V1	  -‐	  S1	  =	  9.982	  mL	  and	  V1	  +	  S1	  
=	  10.004	  mL	  of	  reagent	  

Bad	  dynamite	  

•  We	  need	  to	  find:	  
V1	  =	  9.993	  mL	  
S1	  =	  0.011	  mL	  
n1	  =	  3	  

P(V < 9.982mL) =
!"

9.982
# 1

S
1
2!

!
V!V1( )

2

2S1
2e dV

f(x)	


V	

+∞	
-∞	
 V1	
9.982	


Easiest	  way	  is	  to	  use	  staOsOcs	  tables:	  
h1p://faculty.washington.edu/baneyx/436/Tables.pdf 	  	  
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r ,
* *  7 L =  X - X- 4

v
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Approach	  

V1	  =	  9.993	  mL;	  S1	  =	  0.008	  mL;	  n1	  =	  3	  

x =
V !V

1( )
S
1

=
9.982! 9.993

0.011
= !1

	  Need	  P (V < 9.982 mL)	  knowing:	  

	  Set:	  

This	  is	  not	  provided	  but	  the	  
distribuOon	  is	  symmetrical:	  

x	

+∞	
-∞	
 0	
 +1	
-1	


Approach	  r ,
* *  7 L =  X - X- 4

v

TABTE

47
NOTE: erf (r\ = 2A{,'''/2) - 1
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The	  area	  from	  -‐∞	  to	  x = 1.00	  	  
is	  0.8413	  

x	

+∞	
-∞	
 0	


We	  want	  what	  is	  le\	  over,	  and	  
Pbad	  =	  1	  -‐	  0.8413	  =	  0.1587	  ≈	  0.16	  

+1	


84%	   16%	  

•  There	  is	  a	  16%	  chance	  that	  the	  dynamite	  will	  be	  bad	  
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Dangerous	  dynamite	  

•  What	  about	  the	  probability	  for	  blowing	  up:	  P (V > 10.015 mL)	  

P(V >10.015mL) =1!
!"

10.015
# 1

S
1
2!

!
V!V1( )

2

2S1
2e dV x =

V !V
1( )

S
1

=
10.015! 9.993

0.011
= 2

x	

+∞	
-∞	
 0	
 +2	


2.3%	  97.7%	  

r ,
* *  7 L =  X - X- 4

v

TABTE
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•  There	  is	  a	  2.3%	  
chance	  of	  explosion	  

Dangerous	  dynamite	  

•  For	  such	  an	  important	  outcome,	  do	  9	  replicates	  

x =
V !V

2( )
S
2

=
10.015! 9.997

0.008
= 2.25

r ,
* *  7 L =  X - X- 4

v

TABTE

47
NOTE: erf (r\ = 2A{,'''/2) - 1
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V2	  =	  9.997mL	  
S2	  =	  0.008	  mL	  
n2	  =	  9	  

Bad	  or	  inacOve:	  P (V < 10.015 mL)	  

Pblowup	  =	  1	  –	  0.9878	  =	  1.23%	  

Area	  is	  0.9878	  
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Dangerous	  dynamite	  

•  What	  if	  you	  did	  1000	  replicates?	  

x =
V !V

2( )
S
2

=
10.015!10.001

0.009
=1.56

r ,
* *  7 L =  X - X- 4

v

TABTE

47
NOTE: erf (r\ = 2A{,'''/2) - 1
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V3	  =	  10.001	  mL	  
S3	  =	  0.009	  mL	  
n3	  =	  1000	  

Bad	  or	  inacOve:	  P (V < 10.015 mL)	  

Area	  is	  0.9406	  

Pblowup	  =	  1	  –	  0.9406	  =	  6%	  

•  The	  more	  replicates	  you	  do,	  
the	  more	  confident	  you	  are	  
that	  X	  and	  S	  are	  good	  
esOmates	  of	  µ	  and σ	


Confidence	  tesOng	  

•  λ	  is	  the	  confidence	  interval	  and	  it	  also	  depends	  on	  n	  

! =
t.S
n

S:	  sample	  standard	  deviaOon	  
n:	  number	  of	  measurements	  
t:	  obtained	  from	  staOsOcs	  table	  

h1p://faculty.washington.edu/baneyx/436/Tables.pdf 	  	  

•  I	  would	  like	  to	  report	  how	  confident	  I	  am	  in	  my	  data	  
–  Example:	  “I	  am	  95%	  confident	  that	  the	  measured	  volume	  of	  9.993	  mL	  is	  

within	  ±	  λ	  of	  the	  popula1on	  mean”	  
–  This	  is	  very	  different	  from:	  “There	  is	  a	  68%	  chance	  that	  a	  measured	  

volume	  will	  fall	  between	  V	  ±	  S”	  
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CriOcal	  values	  of	  t	  

•	  To	  determine	  a	  95%	  confidence	  interval,	  use	  P=5;	  For	  a	  99%	  confidence	  	  	  
	  	  	  	  interval,	  use	  P=1,	  etc.	  

•	  Degrees	  of	  freedom:	  DF	  =	  n-‐1	  

Example	  

V1	  =	  9.993	  mL	  
S1	  =	  0.011	  mL	  
n1	  =	  3	  

DF	  =	  3	  -‐	  1	  =	  2 	  => 	   	  t	  =	  4.3 	   	  	  

! =
t.S
n
=
4.3! 0.011

3
= 0.0273

I	  am	  95%	  confident	  that	  the	  volume	  of	  the	  pipe1e	  is	  in	  the	  range:	  V	  =	  9.993	  ±	  
0.028	  mL	  based	  on	  3	  measurements	  

	   	   	  V	  =	  9.993	  ±	  0.028	  mL	  (95%	  confidence,	  n=3)	  
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V2	  =	  9.997	  mL	  
S2	  =	  0.008	  mL	  
n2	  =	  9	  

Example	  

DF	  =	  9	  -‐	  1	  =	  8 	  => 	   	  t	  =	  2.31	   	  	  

! =
t.S
n
=
2.31! 0.008

9
= 0.006

I	  am	  95%	  confident	  that	  the	  volume	  of	  the	  pipe1e	  is	  in	  the	  range:	  V	  =	  9.997	  ±	  
0.006	  mL	  based	  on	  9	  measurements	  

	   	   	  V	  =	  9.997	  ±	  0.006	  mL	  (95%	  confidence,	  n=9)	  

V3	  =	  10.001	  mL	  
S3	  =	  0.009	  mL	  
n3	  =	  1000	  

Example	  

DF =  ∞ 	  => 	   	  t	  =	  1.96	   	  	  

! =
t.S
n
=
1.96! 0.009

1000
= 0.00055 " 0.001

	   	   	  	  
	   	   	  V	  =	  10.001	  ±	  0.001	  mL	  (95%	  confidence,	  n=1000)	  
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Notes	  

•  Effect	  of	  replicates	  on	  t	  a1enuates	  above	  6	  to	  8	  
•  This	  remains	  an	  measure	  of	  precision	  (closeness	  

to	  true	  populaOon	  mean),	  not	  of	  accuracy	  	  
0	  

1	  

2	  

3	  

4	  

5	  

0	   5	   10	   15	   20	   25	  

t	  

DF	  

EsOmaOng	  error	  
•  In	  some	  cases,	  I	  will	  need	  to	  esOmate	  error	  

–  Make	  it	  large	  enough	  so	  that	  it	  is	  safe	  
–  Do	  not	  make	  it	  too	  large	  so	  that	  it	  detracts	  from	  value	  

•  Approach:	  
–  Account	  for	  instrument	  characterisOcs	  (fluctuaOons,	  least	  significant	  digit…)	  
–  Account	  for	  quality	  of	  calibraOon	  
–  Rely	  on	  familiarity	  with	  technique	  

•  Example:	  Oming	  falling	  sphere	  
–  Best:	  mulOple	  repeats	  
–  If	  not:	  esOmated	  on/off	  delay	  (0.1	  s)	  +	  parallax	  (0.1-‐0.2s)	  
	  

	
 	
 	
 	
 	
λ	  ≈	  0.3	  s	  (95%	  conf.,	  est.)	  
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EsOmaOng	  error	  
•  In	  some	  cases,	  I	  will	  need	  to	  esOmate	  error	  

–  Make	  it	  large	  enough	  so	  that	  it	  is	  safe	  
–  Do	  not	  make	  it	  too	  large	  so	  that	  it	  detracts	  from	  value	  

•  Approach:	  
–  Account	  for	  instrument	  characterisOcs	  (fluctuaOons,	  least	  significant	  digit…)	  
–  Account	  for	  quality	  of	  calibraOon	  
–  Rely	  on	  familiarity	  with	  technique	  

•  Example:	  using	  a	  digital	  meter	  
–  Best:	  mulOple	  repeats	  
–  If	  not:	  do	  you	  trust	  calibraOon,	  how	  much	  fluctuaOon	  is	  there	  and	  between	  

what	  values,	  what	  is	  the	  least	  significant	  digit?	  
–  So	  for	  a	  stable	  reading	  of	  6.2	  mA,	  a	  resonnable	  esOmate	  might	  
	  

	
 	
 	
 	
 	
λ	  ≈	  0.1	  mA	  (95%	  conf.,	  est.)	  
	


I	  am	  95%	  confident	  that	  the	  meter	  would	  register	  a	  different	  value	  
	  if	  the	  current	  varied	  by	  0.1	  mA	  

	
 	
 	
 	
 	
	  

Significance	  tesOng	  

Is	  a	  measured	  value	  accurate	  (e.g.,	  does	  it	  differ	  significantly	  from	  
an	  accepted	  literature	  value	  or	  a	  calculated	  theoreOcal	  value)?	  

	  
	  
or	  
	  
	  

Do	  two	  experimental	  studies	  differ	  from	  one	  other	  because	  of	  real	  
difference	  in	  technique	  or	  random	  events?	  
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Significance	  tesOng	  

•  Different	  ways	  to	  test	  significance	  
	  

–  Is	  the	  measured	  Sx2	  ≈	  σx
2	  ? 	   	  (χ2	  test)	  

	  
–  Is	  the	  measured	  S12	  ≈	  S22	  ? 	   	  (F	  test)	  
	  
–  Is	  the	  measured	  X	  ≈	  µ	  ?	   	   	  (t	  test)	  
	  
–  Is	  the	  measured	  X1	  ≈	  X2	  	  ? 	   	  (t	  test)	  

•  The	  t	  test	  provides	  an	  answer	  to	  both	  our	  quesOons	  

Comparing	  your	  results	  to	  accepted	  value	  

•  Calculate	  t	  value	  using:	  

•  Pipe1e	  example:	  

V1	  =	  9.997	  mL	  
S1	  =	  0.008	  mL	  
n	  =	  9	  

t =
9.994!10
0.008

9
= 2.25 DF	  =	  n-‐1	  =	  8	  

•  Look	  at	  the	  table	  

t =
X ! µ
S

n
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Comparing	  your	  results	  to	  accepted	  value	  

•  By	  interpolaOon	  P	  =	  5.67%	  

DF	  =	  8	  and	  t=	  2.25	  

•  Based	  on	  a	  t	  test	  there	  is	  a	  ≈	  6%	  chance	  that	  the	  deviaOon	  
from	  the	  “true”	  value	  is	  due	  to	  random	  fluctuaOon	  

•  There	  is	  a	  ≈	  94%	  chance	  that	  the	  deviaOon	  from	  the	  “true”	  
value	  is	  due	  to	  systemaOc	  error	  

Comparing	  your	  results	  to	  someone	  else’s	  

•  Calculate	  t	  value	  using	  data	  from	  distribuOons	  1	  and	  2	  and:	  

t =
X

1
! X

2

n
1( !1)S

1

2

+ n
2( !1)S

2

2

n
1
+ n

2
! 2

"

#

$
$$

%

&

'
''

1
2

n
1
n
2

n
1
+ n

2

"

#
$
$

%

&
'
'

1
2

Denominator:	  pooled	  variance	  (S	  if	  S1=S2=S)	  
n1+n2-‐2:	  total	  number	  of	  degree	  of	  freedoms	  

•  Obtain	  P	  value	  from	  the	  table	  to	  get	  contribuOon	  of	  random	  
errors	  
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Comparing	  your	  results	  to	  someone	  else’s	  
•  Example:	  drain	  pipe1es	  by	  touching	  walls	  or	  not	  

V2	  =	  9.983	  mL	  
S2	  =	  0.008	  mL	  
n2	  =	  8	  

Touching	  

V1	  =	  9.994	  mL	  
S1	  =	  0.008	  mL	  
n1	  =	  6	  

Not	  touching	  

t =
9.994! 9.983

5" 0.008
2

+ 7" 0.008
22

6+8! 2

#

$

%
%

&

'

(
(

1
2

6"8
6+8
#

$
%

&

'
(

1
2

= 2.55

•  With	  DF	  =	  n1+n2-‐2	  =	  12,	  we	  get	  a	  2	  to	  3%	  chance	  that	  the	  
difference	  is	  random.	  	  

•  Thus,	  there	  is	  a	  97-‐98%	  chance	  that	  the	  difference	  in	  data	  sets	  
is	  due	  to	  systemaOc	  error.	  Here,	  a	  difference	  in	  technique.	  	  

ExpectaOons	  for	  Experiment	  1	  
•  Measure	  of	  precision	  in	  your	  data	  by	  calculaOon	  of	  95%	  

confidence	  interval	  

! =
t.S
n

for	  	   	  P	  =	  5	  

X	  =	  X	  ±	  λx	  (95%	  confidence,	  n	  =	  α)	  
I	  am	  95%	  confident	  that	  if	  I	  were	  to	  do	  this	  measurement	  an	  infinity	  of	  Omes,	  
the	  mean	  would	  fall	  into	  the	  range	  ±	  λx	  

•  Measure	  of	  accuracy	  of	  your	  data	  by	  comparing	  to	  an	  accepted	  
or	  literature	  value	  

t =
X ! µ
S

n
How	  likely	  is	  it	  that	  the	  mean	  that	  I	  would	  find	  a\er	  an	  infinity	  of	  measurements	  
would	  equal	  the	  accepted	  value	  	  


